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  چکيده
تايي  -  n   ، که در آن دو n{0,1}  گرافي است با مجموعه رئوس   Qn عددي صحيح باشد. گراف ابرمکعب  ، n ≥ 1 فرض کنيد 
دهيم که نشان مي  Lk اُم را با  k ، لايه Qn اگر و تنها اگر در يک درآيه باهم اختلاف داشته باشند. در گراف  هستند باهم مجاور 

است. بــــــــراي هـــر   k ≤ n ≥ 1  ، که در آن k عبارت ديگر رئوسي با وزن ، به 1  درآيه   k دقيقا  مجموعه رئوسي است با 
 k ∈{1,…,n-1}  ، گراف ابرستاره B(n,k)    زيرگرافي از Qn   است که توسط دو لايه Lk   و Lk+1   شود. در اين مقاله، ما القا مي

نشان دهنده    L(B(n,k)) طور کامل مشخص کنيم، که در آن را به   L(B(n,k)) و    B(n,k) قصد داريم طيف گراف ابرستاره 
يک گراف صحيح است، يعني گرافي است که    L(B(n,k)) گراف  ويژه نشان خواهيم داد که است. به   B(n,k) گراف يالي 
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  مقدمه و تعاريف اوليه - ۱
,Γ(Vدر اين مقاله منظور از گراف  E)  گرافي است ساده ،

نشان دهنده    V=V( Γ ) که در آنو بدون جهت، 
نــشان دهنده  E=E(Γ ) ي رئـــــــوس و مجـــموعه

است. بـــراي تمامي اصطلاحات    Γهايي يالمجموعه
خواننده علاقمند  جا ذکر نشده است، و تعاريفي که در اين

  مراجعه نمايد. فـــــرض کنيد   ]  ۷،۳،۲  [  تواند به منابع مي
n ≥ 1 ، دد صحيح است. ابرمکعب با بعد يک ع n   را با

 Qn  دهيم که گرافي است با مجموعه رئوس  نشان مي
  {0,1}nي همه ، مجموعه n -و    0  هايي متشکل از تايي
تنها اگر در  تايي مجاورهستند اگر و  – n ، که در آن دو  1  

، Qn هم اختلاف داشته باشند. در گراف  يک درآيه با
   1  درآيه  k   ي رئوسي است که دقيقا مجموعه  Lk ي لايه

، که در k ي رئوسي با وزن ديگر، مجموعه عبارت دارند. به
و   Lk هاي که توسط لايه  Qn زيرگرافي از  . k≤ n ≥1  آن 

 Lk+1   شود را با القا مي Qn(k)    دهيم. اگــــر نـــشان مي
 n=2k-1 گــــــاه گــــراف ، آن Qn(k-1)    را مکعب

   HS(2k,k) نامند و با مياني يا گراف ابرستاره منظم مي
  . گراف ابرستاره منظم  ]  ۱۰،۱۱  [  دهند نيز نمايش مي

 Q2k-1(k-1)= HS(2k,k)    توسط پژوهشگران
هاي متفاوتي مورد مطالعه گوناگوني ازجــــــنبه

تصويري از  ،۱    . در شکــــــل  ]  ۱۰،۱۱  [  است  قرارگرفته 
نماييد. توجه را مشاهده مي   Q5(2)=HS(6,3) گراف 

با نماد    ({i,j}){i,j,k}  شود که در اين شکل مجموعه 
 ijk(ij)   .نشان داده شده است   

تــــوان از جنبه ديگري نيز در نظر را مي  Qn گراف 
گرافي است با ،  n≥1 براي   BLn گرفت. مشبکه بولي 

  n هاي زيرمجموعه شامل تمام مجموعه رئوسي که 

است    {1,…,n}=[n]  ي عــــــضوي مجــــــموعه
مجاورند اگر و تنها اگر تفاضل   y و   x و در آن دو رأس 

، BLn ها دقيقاً يک عضو داشته باشد. درگراف آن متقارن 
عضوي از -  k هاي مجموعه تمام زيرمجموعه  Lk لايه 

القايي از گراف  مه، زيرگراف است. در ادا   [n]  مجموعه 
 BLn  هاي توسط لايه Lk   و Lk+1    را با نماد
 BLn(k,k+1)   دهيم. توجه داشته باشيد که اگر نشان مي
 A  اي از زيرمجموعه  [n]   اه تابع مشخصه گـــاشد، آنبـ
 A   تــــابعA : [n] {0,1}   با ضابطه 

A

1 x A
(x)

0 x A


   
 

  
 توان نشان داد که نگاشتاست. حال مي

n n: V(BL ) V(Q )   
   

A(A)  ي  با ضــــابطه  ها ريختي گراف، يک يک
  BLn با گراف   Qn گيريم که گراف است و نتيجه مي

ريــختي ريختي يک يکريخت است، که اين يکيک
کند. به اين القا مي   Qn(k) و    BLn(k,k+1) بين 

نظر  را در    BLn(k,k+1) دلـــيل در ادامه، گــــــراف 
 گرفته و روي آن مطالعه خواهيم کرد. همچنين به

براي    B(n,k) نويسي از نــــــماد منــظور خلاصه
 BLn(k,k+1)    کرد. استفاده خواهيم  
൫୬୩൯ دانــــيممي  =	 ൫

୬
୬ି୩൯ توان جا مين، که از ايـــ

  اثبات کرد:
B(n, n k 1 B() n,k)   

  
   .  k < n/2 کنيم رو در ادامه فرض ميو از اين  

  

 
 HS(6,3) : گراف ابر ستاره ۱شکل 



 

 ۱۲۷                                                                                                                     هاهاي يالي آنهاي ابرستاره و گرافافطيف گر
 

   

يک گراف ساده و متناهي باشد. ماتريس     Γ فرض کنيد
سطر  دهيم کهنشان مي  A با  را معمولاً  Γمجاورت گراف 

گذاري انديس    Γتوسط مجموعه رئوس هاي آن و ستون
   {0,1}  ي دو عضوي هاي آن از مجموعهشود و درآيهمي

   Γرأس دلخواه  دو   y و   x  شوند. فرض کنيدانتخاب مي
   1  ، برابر A اُم ماتريس  xy ي ، درآيهAxy گاه  باشند، آن  

صورت ر غير ايـنمجاور باشد و د  y با   x است هرگاه 
 Axy = 0   .  مقادير ويژه و در نـــــتيجه طيف گرافΓ  ،

هستند.   A همان مقادير ويژه و طيف ماتريس مجاورت 
ساختارهاي  ها (ازجمله مطالعه بين ساختارهاي گراف

ها، در قلب هندسي و توپولوژيکي) و مقادير ويژه گراف
بع متفاوتي صورت کامل در منانظريه گراف جا دارد و به

گرفته است. محققيني که علاقمند  اين مطالعات صورت 
ها هستند، بايد با هر دو به استفاده از نظريه طيف گراف

شاخه نظريه گراف و جبرخطي، ازجمله مقادير ويژه، 
ها و مواردي از اين قبيل آشنا بردارهاي ويژه، دترمينان 

اين شاخه  ها و منابع بسياري براي مطالعه درباشند. کتاب
توان به عنوان مثال ميبه از نظريه گراف موجود است که 

   مراجعه نمود.   ]  ۵،۴،۱  [  منابع 
و گراف در اين مقاله، در مورد برخي خواص جبري گراف 

ها را ويژه طيف اين گرافيالي آن تحقيق خواهيم کرد. به
  مورد بررسي قرار خواهيم داد. طور کامل به

nkکــــــــــنيد  فـــــــــرض , n, k
2

   و

  [n]={1,…,n}   گراف جانسون . J(n,k)    گرافي است
 با مجموعه رئوس

V={v | v�[n],|v|=k} ، 
  

 مجاورند اگر و تنها اگر  w و   v که در آن دو رأس 
| v w | k 1 . 

   J(n,k)  توان مشاهده نمود که گرافبه سادگي مي 
        .  ]  ۷  [  رأسي است  -انتقالي 

   
  B(n,k) برخي خواص گراف   - ۲

هاي جبري جالبي است که داراي ويژگي   B(n,k) گراف 
  ها در ادامه آورده شده است.بعضي از آن

  
  يک گراف    B(n,k) گراف  ]   ۱۲،۱۱،۱۰  [   :۱- ۲ گزاره

  

  دوبخشي و همبند است.
  

فرض کنيد قطر گراف  ]   ۱۲،۱۱،۱۰  [   :۲- ۲ گزاره
 B(n,k)    برابر D  ــر باشد، اگــ n≠2k+1  ،گاه آن
 D=2(k+1)=2k+2   ـــر و اگـ n=2k+1  ،گاه آن
 D=2k+1   .  

  
     Γگاه آن،   Γ =B(n,k)اگر  ]   ۱۰،۱۱،۱۲  [   :۳- ۲ گزاره

،  n=2k+1 علاوه اگر يالي است، به-گـــــرافي انتقالي
  راسي هم هست.- انتقالي     Γآنگاه 

گيريم که مکعب مياني ) نتيجه مي۳- ۲از گـــــــزاره (
 B(2k+1,k)   راسي - يالي و انتقالي- يک گراف انتقالي

در مورد اين گراف  است، اما در حقيقت مطالب بيشتري 
-را متقارن (يا انتقالي  Γتوان بيان نمود. گــــــراف مي

، در   Γدر  u,v,x,y ام رئوس کماني) گوييم، اگر براي تم
   مجـــــاور باشد، خودريـختي    yبا  x و   v با   u حالتي که 

π ∈Aut(Γ)   طوريکه موجود باشد، به π(u)=x   و
 π(v)=y . 

  
ـراف ابرستاره منظم گـــ]   ۱۲،۱۱،۱۰  [   :۱-۲ قضيه

 B(2k+1,k)   .يک گراف متقارن است  
  ، قضيه زير را داريم. ]  ۱۳  [  حال از وات کينس 

  
ــراف ابرستاره منظم همبندي گــ :۲- ۲ قضيه

 B(2k+1,k)    ماکزيمم حالت ممکن، يعني k+1  ، .است
گراف است. براي  همان درجه نظم اين    k+1 که در آن 

  نيز قضيه زير را داريم.   B(n,k) گروه خودريختي گراف 
  

،   n≥4فرض کنيد ]   ۱۰،۱۱،۱۲  [   :۳- ۲ قضيه
  [n]={1,…,n}    1  و≤k≤n/2   . همچنين فرض کنيد
 Γ=B(n,k)    با مجموعه رئوس  گرافي  

   V {v | v n ,  v k, k 1 }    
  

  هاي  ي يالو مجموعه
E {{v, w} | v, w V, v w or w v}     

  
  گاه) آن  n≠2k+1 منظم نبــاشد (يعني   Γ باشد. اگر
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Aut(Γ) Sym([n])  
  
  گاه)، آن  n=2k+1 منظم باشد (يعني     Γ اگرو 

2Γ) Sym([n]Aut( )× ، 
  

   است.   2  گروه دوري از مرتبه  2 که در آن 
  
 نتايج اصلي - ۳

يک عدد صحيح،    n≥3 فـــــرض کنيد  :۱- ۳تعريف 
  [n]={1,…,n}    و همچنين k   ،يک عدد صحيح بــاشد  

گرافي است    B(n,k) گراف .   k≤n/2≥1  ــــوريکه بطـــ
 با مجموعه رئوس

   V {v | v n ,  v k, k 1 }    
  

  هايو مجموعه يال
E {{v, w}| v, w V, v w or w v}    

  
  همان    B(3,1) تــوان مشاهده نمود که به سادگي مي

  
تصويري از  ۲در شکل  ، است.  C6 ، يعني  6  دور از مرتبه 

 B(5,1)   توجه داشته باشيد که در     حه را داريم.درصف
   است.     ij={i,j}و    i = {i}،۲شکل 

رأسي   v شود که اگر آساني نتيجه مي) به۱-۳تعريف (   از
عنوان يک مجموعه) (به  k با انــــــدازه    B(n,k) در 

   k+1 رأسي با اندازه   v و اگر    deg(v)=n-k گاه باشد، آن
  .  deg (v)=k+1 گاهباشد، آن

يک گراف    B(n,k) حــال واضح اســت کـه گراف  
همچنين گراف .   n=2k+1 منظم است اگر وتنها اگر 

Γ=B(n,k) است و داريم گراف دوبخشي    يک 
 

1 2Γ) =VV( V     
  

 که در آن
 
 

1

2

 V v v n , v k 1 
*

 V v v n  ,
{ |

v
}

{ | }k 
    
   

 

   
   را مشخص خواهيم کرد.   B(n,k) در ادامه، طيف گراف 

  
n1 و   n>3 فرض کنيد  :۱-۳ قضيه k

2 
  گاه آن.    

Γ =B(n,k)   داراي مقـــــــادير ويژه مجزاي 
i   براي

  0≤i ≤k+1    ،که در آن است 

i (n k i)(k i ) (**)      1  
  
عـــــلاوه هـــــــر به

i داراي چندگانــــــگي  
n n

 
i i 1

   
      

  

 
n است (که به طورقراردادي داريم 

0
1

 
  

  .(   

  
  
  

 
  B(5,1)  :۲شکل 
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باشد.  Γماتريس مجاورت گراف   A فرض کنيد  برهان:
کنيم. فرض مشخص مي را   A2 درگام اول، طيف ماتريس 

اٌم wاٌم و ستون  v در سطر  درآيه واقع   vw(A2)  کنيد 
برابر تعداد   vw(A2)  باشد. توجه کنيد که    A2 ماتريس 

است. فرض   w و   v هاي به طول دو بين دو رأس گشت
ديديم.    (*)  هايي باشند که در مجموعه   V2 و    V1 کنيد  

   م:حال دو حالت زير را داري
است   v هاي تعداد همسايه  vw(A2)  گاه آن، v=w ) اگر ۱

  و بنابراين داريم:

  12

vv
2

A
k 1 v V
n k v V
 

   
 

  
طول دو يک مسير به  p:vuw و   ، v≠w ــنيد رض کفـ )۲
uباشد. چون  Γگراف  در N (v)، ـــس پــ

1 2(u V )u V   2 نابراينو بـ 1(w V )w V  .  
عبارت ديگر، هيچ مسيري به طول دو بين يک جفت از به

 Γي رئوس گراف دو بلوک مجزا از مجموعه رئوس در 
2   وجود ندارد. بنابراين اگر 1(v V )v V و  

1 2(w V )w V   گاه داريم آن  (A2)vw=0  .   
  
 فرض کنيد )۳ 1 1 12 kv  x , x , ,  x V    و
 P:vuw  طول دو درگراف مسيري بهΓ  باشد. بدون  

  

 توان فرض کرد کهازدست دادن کليت مسئله، مي
u ={x1, x2,…, xk}    

  
v مجـــاور است و  w  با  u چــــون  w، پس  
y∈[n]-v   طوري کهموجود است به 

w ={x1, x2,…, xk,y}    
  

گاه آن ،v∩w|=k| همچنين، اگر.  v∩w|=k|   بـنابراين
موجود است.   w و   v بين     وضوح يک مسير به طول دوبه

  توان گفت:بنابراين مي 
 و موجوداست، اگر يک مسير به طول دو بين دو رأس 

 . v∩w|=k|  تنها اگر داشته باشيم
1v,w  حـــال V  را به عنوان رئوس گراف جانسون   

  J(n,k+1)   ي رئوس با مجموعه V1   گيريم. در نظر مي
عنوان به، w و   v طول دو بين رئوس به بنابراين يک مسير 

عنوان به  w و   v ، موجود است، اگر و تنها اگر Γرئوس 
  باشند.   مجاور   J(n,k+1) رئوس گراف جانسون 

باشد،    J(n,k+1) ماتريس مجاورت گراف    J1 فرض کنيد 
که در آن ،  vw=1(A2)  اگر و تنها اگر    vw =1(J1)  گاه آن

1v,w V   و v≠w .  
   

2v,w ) حال ۴ V  عنوان رئوس گراف جانسون را به
 J(n,k)   ي رئوس با مجموعه V2   گيريم. با در نظر مي

مشاهده کرديم، حقيقت زير را  ) ۳توجه به آنچه که در (
 داريم؛

  v,w بين دو رأس  Γطول دو درگراف يک مسير به
بنابراين، مسير .   v∩w|=k-1|  اگر   تنها  است اگر و    موجود

  v موجود است اگر و تنها اگر  Γدر  w و v   طول دو بين به
    J2مجاور باشند. فرض کنيد   J(n,k)وسعنوان رئبه  w و 

گاه باشد. آن   J(n,k) مجاورت گراف جانسون  ماتريس 
  (J2)vw=1   اگر و تنها اگر   (A2)vw =1  ، که در آن

2v, w V    و w≠v .  
 گيريم،توجه به موارد بالا نتيجه مي با

a 12

b 2

(k+1)I +J 0
A

0 (n-k)I +J
 

  
 

، 

  
a=൫ که در آن  ୬

୩ାଵ൯    و b=൫୬୩൯   .توان ملاحظه حال مي
A)2، يعني  A2 اي مشخصه کرد که چندجمله )به ، 

 است؛ صورت زير 
   

  
  

2 2

a a 1

b b 2

A det I A

det I – k 1 I – J

det I – n k I – J

   

  

 

 

  
يک عدد صحيح باشد،    s≤n/2 از طرف ديگر، فرض کنيد 

براي    (n-s-i)(s-i)  دانيم که مي   ]  ۴،۵  [  گاه از آن
 i=0,…,s ، مجزاي گراف جانسون  مقادير ويژه J(n,s)    با

nهاي چندگانـــگي
 

i i
n

1
   

      
هستند. اکنون براي    

 داريم؛    A2از ماتريس   هر مقدار ويژه 

 )۳-۱(       
    

    
k 1 k 1 i n k 1 i

k 1 n k i 1

i

(k 1 i)(n k i), i 0,.....,k
1 i n k i 1 1

1

       

       





  

     
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  و يا 

 )۳-۲(    
    

     
   

n k k i n k i i
n k k i 1 i k i 1

k i 1 n k i  , i 0,.....,k       

       
      

     

 

  
  چندگانگي مقدار ويژه ، i که در هر دو حالت، براي هر 

൫୬୧൯   برابر   − ൫ ୬
୧ିଵ൯ .بنابراين، براي  است  

  i=0, … , k،                i  n k i k i     1 
  

kو  1 0   ـجزايمــقاديـــر ويـــژه مــ  A2 با

n  ترتيب،هاي بهگانگيچند n
2

i i 1
    

        
و  

n n
k 1 k
   

      
،   A2هستند. چون مقادير ويژه مجزاي 

يک ،  B(n,k) هستند و   A هاي دوم مقادير ويژه توان
   Γ =B(n,k) بخشي است، پس براي مقادير ويژه گراف دو

   داريم:
 

i (n k i)(k i 1), i 0,....,k 1        
  

i، i که براي هر  ൫୬୧൯داراي چندگانگي     − ൫ ୬
୧ିଵ൯   

൫ است. (که به صورت قراردادي داريم ୬ିଵ൯ = 0   .(  
براي گراف مکعب     )۱-  ۳گاه قضيه (آن،   n=2k+1 اگر 

   به صورت زير خواهد بود.   Γ=B(n,k) مياني 
 

گاه مقادير ويژه آن.   n=2k+1 فرض کنيد  :۱- ۳نتيجه 
برابر    B(n,k)=B(2k+1, k) ــعب ميـــاني مکــ

  ±(k+1-i)   ها نيز براي هر چندگـانگي آن است، که
 i=0,…,k+1   برابر 

n
 

i i
n

1
   

      
  

  
صحيح ،  B(n,k) است. بنابراين تمامي مقادير ويژه 

  خواهند بود.
   L( Γ ) را با      Γراف يالييک گراف باشد، گ Γفرض کنيد 

دهيم که گرافي است با مجموعه رئوس برابر با نشان مي
با هم    L( Γ ) در آن دو رأس در  ، که Γهاي مجموعه يال

داراي يک  Γهاي متناظر در مجاورند اگر و تنها اگر يال

داراي    L(B(n,k)) رأس مشترک باشند. گراف يالي 
  n,k ن مثال، فرض کنيد عنواخواص جالبي است. به 

يک گراف    L(B(n,k)) گاه ـــدادي فرد باشند، آناعـــ
   B(n,k) درگراف  رأسي   v هميلتني است. درحقيقت اگر 

اهگ باشد، آن   deg v k 1 ,  n k ،  بنابــراين
ر گــــاه درجه هر رأس دهر دو فرد باشند آن k   و     n اگر

اويلري    B(n,k) رو زوج است و از اين   B(n,k) گراف 
   L(B(n,k)) . در نتيجه، در اين حالت گراف   ]  ۳  [ است

   هميلتني است. بنابراين، نتيجه زير را داريم: يک گراف 
 

گاه اعداد صحيح فرد باشند، آن  n , k اگر  :۲-۳نتيجه 
  يک گراف هميلتني است.   L(B(n,k)) گراف 

يک گراف    L(B(n,k)) دانيم که گراف ) مي۳- ۲زگزاره (ا
رأسي است. در اين حالت، حدس معروفي در -انتقالي

کند، تقريبا تمام بيان مي نظريه گراف موجود است که 
.   ] ۹  [ رأسي، هميلتني هستند- هاي همبند انتقاليگراف

  ) به نظر ۲-۳حال با استفاده از اين حدس و نتيجه (
   حدس زير درست باشد.  رسد کهمي
 

يعني گــــــراف ،  B(n,k) گــــــراف يالي  حدس:
 L(B(n,k))  ،.يک گراف هميلتني است  

را مشخص خواهيم    L(B(n,k)) در ادامه طيف گراف 
توان برهان کرد. براي اين کار به لم زير نياز داريم که مي

   مشاهده نمود.   ]  ۵،۱  [  را در آن
 

منظم دوبخشي با يک گراف نيم Γاگر  :۱-۳لم
  طوريـــکهبــاشد، به   (n1, n2, r1, r2)  پارامترهاي 

 n1 ≥ n2    و
21 n...    ، n2    ويژه    مقـــــادير  

  
 گاهباشند، آن Γبزرگتر 

 )۳- ۳(           
   

   1 2 1 1 1 2

2

L 1 2

n n n r n n 1
1

 2
1 2 i

( )

n

i 2

x x r –  r 2

x r 2 x 2

((x r  2)(x r  2)  )



   



   

  

    

 

  
 که در آن )L( x  اي مشخصه گــــراف ند جملهچ

 L(Γ)   .است   
  



 

 ۱۳۱                                                                                                                     هاهاي يالي آنهاي ابرستاره و گرافافطيف گر
 

   

و همچنين    k<n/2 و    n≥4 فرض کنيد  :۲- ۳قضيه 
 L(B(n,k))    گراف يالي، گراف ابرستاره B(n,k)    .است

ويژه  مقادير   2-  و    n-1  ، n-i-1  ، k-1  ، i-2 گاه آن
ترتيب برابر هاي بهبا چندگانگي   L(B(n,k)) گــــراف 

  1 ،   ൫୬୧൯ − ൫ ୬
୧ିଵ൯  ،  ൫ ୬

୩ାଵ൯ − ൫୬୩൯  ،൫୬୧൯ − ൫ ୬
୧ିଵ൯   و

k൫ ୬
୩ାଵ൯ −	൫

୬
୩൯ +   هستند.   i≤k≥1   ، براي	1

  
يک گراف دو    B(n,k) توجه داشته باشيد که    برهان:

، r2=n-k  منظم با پارامترهايبخشي نيم
 r1=k+1 ، n2=൫୬୩൯	    و n1=൫ ୬

୩ାଵ൯     است. همچنين  
൫  دانيم که اگر مي ୬

୧ିଵ൯  - ai=	൫୬୧൯   ،گاهآن  

 i 2
i 1

n
a  n

k

 
  
 


k

   

  
هنگامي که   ، (**)  ي ) رابطه۱-۳بنابراين در قضيه (

مقدار ويژه بزرگتر    n2 تغيير مي کند،   k تا    0  بين   i انديس 
 B(n,k)   ) نتايج زير را ۱-۳را خواهيم داشت. حال از لم (

  ريم:دا
 ۱(  x-(n-k)–(k+1)+2=0   بنــابراين ، x=n-1   . از

با    L(B(n,k)) يک مــــقدار ويـــــژه    n-1 رو، اين
   .است   1  چندگانگي 

 
 ۲( 1 1 1 2n r n n 1(x 2) 0    بنابراين ، x=-2   .رواز اين  
  با چندگانگي   L(B(n,k)) يک مقدار ويژه    2-  
 k ൫ ୬

୩ାଵ൯ − ൫୬୩൯+1   .است   
  

 ۳(    1 2n n
x k 1 2  0


  ـراين ، بنابـ x=k-1 ،  از

  با چندگانگي   L(B(n,k)) يک مقدار ويژه    k-1 رو اين
n1 –n2 =൫	 ୬୩ାଵ൯ −	൫

୬
୩൯   .است   
 

)، مقادير ويژه ديگر ۱-۳) در نهايت بـا استفاده از لم (۴ 
 L(B(n,k))  ،دوم زير  هاي درجههــاي معادلهريشه

  هستند:

 )۳- ۴(                        
  
   2

i

x – n k 2

x k 1 0; 

  i 1, , k  

 

   

 


 

   

 (توجه داشته باشيد که    2
0 n k k 1    (   که در

آن   2
i n k i k i 1      .  

  دانيم که چندگانگي ) مي۱- ۳قضيه ( همچنين از
  ) برابر۴-۳هاي هر معــادله در رابطه (ريشه

൫୬୧൯ − ൫ ୬
୧ିଵ൯  يک از  هرتـوانيم مي است. حال

) را با استفاده از نرم افـــزارهاي ۴ - ۳معــــادلات در (
حل    ]  wolfarm mathematica    ]  ۱۴ مناسب مانند 

  استفاده از نرم افزار ياد شده داريم: کنيم. با 
In[1]: Solve [(x-(n-k-2))(x-(k-1))-(n-k-i) 
(k-i+1)=0 , x]  
Out[1]={{x →-2+i} ,{x →-1-i+n}}  

  
و    x= i-2 اعداد صحيح ،  i ≤k≥1  بنابراين براي هر 

 x=n-i-1  ،رو، تند. از اين) هس۴-۳ي (هاي معادلهريشه
مانده گراف باقي مقادير ويژه اين اعداد صحيح 

 L(B(n,k))   هاي با چندگانگي  ൫୬୧൯ − ൫ ୬
୧ିଵ൯ .هستند   

ناميم هرگاه تمام مقادير را يک گراف صحيح مي Γگراف 
ويژه آن اعداد صحيح باشند. مفهوم گراف صحيح ابتدا 

   ]  ۸  [  در منبع  ۱۹۷۴ســـــال  توسط هرري و شوانک در 
ت کلي، مسئله مشخص کردن معرفي گرديد. در حالــ

  نظر هاي صحيح يک مسئله دشوار و پيچيده بهگراف
هاي زيادي صورت گرفته رسد. در اين مورد، پژوهش - مي

مراجعه نمود.   ]  ۶  [   توان به منبععنوان مثال ميه بهاست ک
گيريم که گراف يالي گراف  ) نتيجه مي۲-۳حال ازقضيه (

يک گراف صحيح  ، L(B(n,k)) يعني ،  B(n,k) ابرستاره 
   است.

  
 ریيگنتيجه 

و همچنين گراف يالي    B(n,k) در اين مقاله، طيف گراف 
  نتيجه  را مشخص نموديم. در   L(B(n,k)) آن، يعني 

يک    B(2k+1,k) گراف  ) مشاهده کرديم که ۳-۱(
) ۲-۳گــراف صحيح است. همچنين بااستفاده از قضيه (

مشخص کرده    n ≥ 4 براي  را   L(B(n,k)) طيف گراف 
هايي ها نيز گرافنتيجه گــرفتيم که اين گـــراف و 

   صحيح هستند.
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