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 ۰۵/۱۰/۹۷تاريخ پذيرش مقاله:  ۲۴/۰۷/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 

 چکيده
 يه نقطه ثابت برايمعادلات انتگرال دارد. قض يوجود در حل يار مهميآن نقش بس يهاميثابت داربو و تعمه نقطه يقض

از آن  يگر حالت خاصيد يهامياز تعم ياريه داربو است که بسيقض يهامياز تعم يکيلر جمع شونده يک- ريم يهانگاشت
از  ياند. برخاز معادلات انتگرال استفاده کرده يحل تعداد يبراها عين توسياز ا ياديسندگان زير، نوياخ يهادر سال هستند.

 يبرا يسازک مشخصي، يمتر يلر در فضاهايک-ريم يهاو الهام گرفتن از انقباض يآنها با استفاده از اندازه نافشردگ
دا يتابع هستند و پ -Lک يازمند وجود يها نيسازن مشخصهياند. اما از آنجا که اه کردهيلر جمع شونده ارايک-ريم يهانگاشت
ک يم که ياند. لذا بر آن شدهديفايعملا ب ييهايسازن مشخصين چنياست بنابرا ياديازمند تلاش زيتابع ن - Lکيکردن 

 يسازک مشخصي ياستفاده از مفهوم اندازه نافشردگن مقاله، با يم. در ايابين نوع عملگرها بيا يد برايجد يسازمشخصه
له آن يدهد که بوسيرا بدست م ياريحاضر مع يسازم. مشخصيکنيه ميلر جمع شونده را ارايک- ريم يهانگاشت يد برايجد

با استفاده  انير. در پايا خيلر جمع شونده است يک-ريک انقباض ميه داربو يه شده از قضيم ارايک تعميکرد که  يتوان بررسيم
لر جمع يک- ريه شده اند از نوع ميه داربو که تاکنون ارايقض يهامياز تعم ياريم که بسيدهيه شده نشان ميارا يسازاز مشخص

  شونده هستند.
  

  .يه نقطه ثابت داربو، اندازه نافشردگيتابع، قض-S ،Lاز نوع  يعملگرها هاي کليدي: واژه
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  مقدمه - ۱
ه يا در نظرين قضاياز مهمتر يکي] ۱باناخ [ ياصل انقباض

 يهااست که به روش يمتر يثابت در فضاها نقطه
- ريه نقطه ثابت ميم داده شده است. قضيتعم يگوناگون

ه به شمار ين قضيا يهامين تعميتراز مهم يکي] ۲لر [يک
باناخ، معادل  يه انقباضيقض يهامياز تعم ياريرود. بسيم

از آن هستند.  يا حالت خاصيلر يک-ريه انقباض ميبا قض
 يهاص نگاشتيتشخ يبرا ياريا کردن معدين پيبنابرا

مشاهده  يبرخوردار است. برا ياژهيت ويلر از اهميک-ريم
لر يک- ريم يهامتفاوت از انقباض کاملاً يسازدو مشخص

ارجاع  ]۴[ و ]۳[، خواننده را به منابع يمتر يدر فضاها
 ي] با استفاده از مفهوم اندازه نافشردگ۵م. داربو [يدهيم

نقطه ثابت براوئر و  ياياز قضا يمين تعمبطور هم زما
ه نقطه ثابت يه نمود که به قضيباناخ را ارا يه انقباضيقض

ه ير قضيه نقطه ثابت داربو نظيداربو موسوم است. قض
  ، يمتر يباناخ بوده و مانند بحث فضاها يانقباض

  ه شده است.يه اراين قضيا يبرا يمختلف يهاميتعم
و  يا استفاده از اندازه نافشردگ] ب۶و همکارانش [ يآقاجان

، يمتر يلر در فضاهايک- ريم يهاالهام از انقباض
ف کردند و يلر جمع شونده را تعريک-ريم يهانگاشت

لر در يک-ريم يهاانقباض يسازمشابه با مشخص
 يهانگاشت يبرا يسازک مشخصي يمتر يفضاها

رط ه نمودند. اما از آنجا که شيلر جمع شونده ارايک-ريم
وجود  يسازن مشخصيک عملگر در ايلر بودن يک-ريم
تابع دشوار  -Lن يدا کردن ايباشد، و پيتابع م - Lک ي

ص يدر تشخ يکاربرد يسازن مشخصياست، لذا ا
  لر جمع شونده ندارد.يک-ريم يهانگاشت

  ف يعملگرها را تعر -Sن مقاله ابتدا مفهوم يدر ا
 کاملاً يک مشخص سازيبا استفاده از آن  م ويکنيم

  ه يلر جمع شونده را ارايک-ريم يهاد از نگاشتيجد
ه شده ين مقاله ارايا يدر انتها ياديج زيم. نتايدهيم

تواند يه شده ميارا يسازدهد مشخصياست که نشان م
ص يتشخ يبرا يار ساده و عمليک معيبه عنوان 

ن ين ايکار رود. همچنلر جمع شونده بيک-ريم يعملگرها
ه شده يارا يهامياز تعم ياريدهند که بسيج نشان مينتا
- ريم يه نقطه ثابت داربو معادل با عملگرهايقض يبرا
  از آنها هستند. يا حالت خاصيلر جمع شونده بوده يک

  

  ازهايش نيف و پيتعار - ۲
)همواره با  يمتر ين مقاله فضايدرا , )X d ش داده ينما
مثبت و  يقي، حقيقين مجموعه اعداد حقيشود. همچنيم

،  ب بايبه ترت يعياعداد طب
  0و  نشان داده

  .شونديم
از خواهند يج را که درادامه مورد نيف و نتايتعار يابتدا برخ
)د يم. فرض کنيکنيم يادآوريبود را  ,|| . ||)E ک ي

xباناخ، يفضا E  0وr  به  يگيباشد. همسا
)را با  rو شعاع  xمرکز  , )B x r ا بطور مختصر با ي

rB د ين فرض کنيم. همچنيدهيش مينماME  خانواده
 ريز ENو  Eو کراندار از  يناته يهار مجموعهيهمه ز

 Xاگر باشد. MEفشرده از يهار مجموعهيخانواده همه ز
بستار و غلاف محدب  باشد آنگاه Eر مجموعه يک زي

  نشان  co(X)و  Xب با يبه ترتX د شده توسط يتول
  م.يدهيم

در قالب  ياندازه نافشردگ ياصل موضوع يادآوريجهت 
شتر خواننده را به يات بييجز ير آمده است. برايف زيتعر
    م.يدهيارجاع م ]۷[
 

:نگاشت  :۱ف يتعر EM   ک اندازه ي
  ر صدق کند. يط زيشود هرگاه در شرايده مينام ينافشردگ

kerخانواده  )۱ { : ( ) 0}EX M X    يناته 
kerباشد و  EN  

۲( ( ) ( )X Y X Y    
۳( ( ) ( co( )) ( )X X X    
۴( ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )tX t Y t X t Y       يبرا 

  t[0,1]هر 
بسته  يهار مجموعهياز ز يهر خانواده ناته يبرا )۵

0{ : }nX n  درEM 0هر  يکه براn داشته
1nم يباش nX X ن صورت اگري. در اlim ( ) 0n nX  

آنگاه 
1

n
n

X X





 باشد ويم يناته . kerX   

  
باناخ و  يک فضاي E دي) فرض کن]۷[(شودر :۱ه يقض
C بسته، کراندار و محدب ازير مجموعه ناتهيک زي ، E 
ن صورت يباشد. در ا EMدر يک اندازه نافشردگي و
T:وسته وفشرده ير نگاشت په C C نقطه  يدارا  
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  ثابت است.
  

باناخ و  يک فضاي Eدي) فرض کن]۷[(داربو :۲ه يقض
C بسته، کراندار و محدب ازير مجموعه ناتهيک زي ، E 
د يباشد. فرض کن EM در يک اندازه نافشردگي  و

0 1k   و نگاشت:T C C هر  يبرا
EX M کند.ير صدق ميدر شرط ز  

( ( )) ( )T X k X   
  

  است. Cنقطه ثابت در  يدارا Tن صورت يدر ا
  

ک يکند ر صدق يکه در شرط ز T هر عملگر :۲ف يتعر
  شود.يده ميجمع شونده نام -kعملگر 

( ( )) ( )T X k X   
  

Xر مجموعه يهر ز يبرا اگر C  که( ) 0X  
  م:يداشته باش

( ( )) ( )T X X   
  

  شود.يده ميک عملگر جمع شونده نامي Tآنگاه 
  

,0]:تابع : ۳ف يتعر ) [0, )    ک يL-  تابع
(0)شود هر گاه يده مينام 0  و ( ) 0s  يبرا 

0sهر  0هر  ين براي. همچنs  ک يu s 
) ميکه داشته باش يموجود باشد بطور )t s  يبرا 

.  هر [ , ]t s u  
  

ک يC باناخ و  يک فضاي E ديفرض کن :۴ف يتعر
و  E ز، بسته، کراندار و محدب اير مجموعه ناتهيز
باشد. نگاشت EM در يک اندازه نافشردگي

:T C C ده يلر جمع شونده ناميک-ريک عملگر مي
ϵهر  يهرگاه برا شوديم > 0 کي 0   موجود

EX هر يکه برا يباشد بطور M که  ( ) 0X 
  ميداشته باش

( ) ( ( ))X T X           

ک ي E ديفرض کن )]۶[و همکاران  ي(آقاجان :۳ه يقض
، بسته، کراندار و ير مجموعه ناتهيک زي Cباناخ و  يفضا

باشد.  EM در يک اندازه نافشردگي  و E محدب از
T: نگاشت C C لر جمع شونده يک- ريک عملگر مي 

موجود باشد  تابع  - Lک ياست اگر و فقط اگر 
EX هر  يکه برا يبطور M  که ( ) 0X 

  ميداشته باش
( ( )) ( ( )).T X X    

  
باناخ  يک فضاي Eدي]) فرض کن۸[ي(خندان :۵ف يتعر

 ، بسته، کراندار و محدب ازير مجموعه ناتهيک زيC و 
E و  در يک اندازه نافشردگي EM  و:T C C 
0Xم يکنيف ميک عملگر دلخواه باشد. تعري C و 

01هر  يبرا n N  1ميداشته باش ( )n nX co TX .  
ن صورت دنبالهيدر ا nX کارد يک دنباله پيT  درC 
  شود.يده مينام

1nم يدار 0nهر  يه براروشن است ک nX X   و
( ) lim ( ),n nX X    که در آن

0n nX X     وX
  است.يپا Tز تحت ين 

V] و همکاران مجموعه توابع ۹وترو [   انقباض
ن دسته از يا يررا برايه نقطه ثابت زينمودند وقضف يراتعر

  .توابع بدست آوردند
  

:] ) تابع ۹(وترو [ :۶ف يتعر    ک ي - 
}هردنباله  يشود هرگاه برايده ميتابع نام }na    از

)0n ،1هر  يبرا که يقياعداد حق , ) 0n na a   
limم يداشته باش 0n na دي. فرض کن E يک فضاي 
، بسته، کراندار و ير مجموعه ناتهيک زيC باناخ و 

و  EM در يک اندازه نافشردگي و E محدب از
:T C C ک نگاشت دلخواه باشد. يT ک نگاشت ي
V  ک يشود هر گاه يده ميانقباض نام -  تابع

 هر يکه برا يموجود باشد بطور Z M  که
( ) 0Z  ميداشته باش  

( ( ( )), ( )) 0.T Z Z     
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  يج اصلينتا - ۳
 -  Sا به اختصار ي Sاز نوع  ين بخش عملگرهايدر ا

 ک مشخصيه آن يم و برپايکنيم يعملگرها را معرف
  ه يلرجمع شونده ارايک-ريم يعملگرها يرا برا يساز

  م. يکنيم
  

ک يC باناخ و  يک فضاي Eديفرض کن: ۷ف يتعر
  و E، بسته، کراندار و محدب ازير مجموعه ناتهيز
T:باشد.  EM در يک اندازه نافشردگي C C ک ي

هر دنباله دلخواه  يااست اگر بر 0Sعملگر ازنوع 
{ }n EA M  کهlim ( ) lim ( ( ))n nn n

A T A L 
 

  

0Lو   0جه گرفتيآنگاه بتوان نتL  .مييگويمT 
نباله هر د ياست هرگاه اگر برا 1Sک عملگر ازنوع ي

{ }n EA M کهlim ( ) lim ( ( )) ,n nn n
A T A L 

 
  

0Lکه در آن   0هر  يو به ازاn N 
( ( ))nT A L  0  جه گرفتيآنگاه بتوان نتL . 

است اگر  Sملگر از نوع ک عي Tمييگويم
lim ( )nn

A L


  0وL  جه گرفتيآنگاه بتوان نت 

0L   که در آن{ }n EA M کارد در يک دنباله پي
 است. Cو محدب از  ير مجموعه بسته، ناتهيز
  

ر يک زي Cباناخ و  يک فضاي E ديفرض کن :۴هيقض
ک ي  و E ، بسته، کراندار و محدب ازيمجموعه ناته

T:باشد و EM در ياندازه نافشردگ C C ک ي
  ن صورت يعملگر دلخواه باشد. در ا

  است، 1Sک عملگر از نوع ي 0Sعملگر از نوع الف) هر 
  است. Sک عملگر از نوع ي 1Sب) هر عملگر از نوع 

جه ينت ياست و بسادگ يهياثبات قسمت الف) بداثبات. 
ک ي Tد ياثبات قسمت ب) فرض کن يشود. برايم

}د يباشد. فرض کن 1Sوع عملگر از ن }nA ک دنباله ي
باشد که  C و محدب ير مجموعه بسته، ناتهيکارد در زيپ

limد ياست. فرض کنيپا Tتحت  ( )nn
A L


  و

0L م ي، دار 

1( ) ( ) ( )n n nTA coTA A      
  

limن يبنابرا ( ) lim ( )n nn n
TA A L 

 
  بنا به .  

  

}کارد دنباله يف دنباله پيتعر ( )}nA يک دنباله کاهشي 
)جه ياست، در نت ياز اعداد نامنف )nTA L هر يبرا

0 چون .T 1ک عملگر از نوع يS جهياست نت   
0Lم يريگيم  پس .T ک عملگر از نوع يS  .است  

ن مقاله هستند و يا ياصل ياير، قضايدر ز ۶و  ۵ه يقض
لر جمع شونده را يک-ريم يهانگاشت يسازمشخصه

  کنند. يمشخص م کاملاً
  

ر يک زي Cباناخ و  يک فضاي E ديفرض کن: ۵ه يقض
ک ي  و E و محدب از، بسته، کراندار يمجموعه ناته

T:باشد، EM در ياندازه نافشردگ C C  ک ي
ک نقطه ي يدارا T ن صورتيباشد. در ا Sعملگر از نوع 

  است. C ثابت در
}ديفرض کن اثبات. }nA کارديدنباله پ T در C د. باش

}کارد، يف دنباله پياز تعر }nA و تودر تو يک دنباله ي 
) هاست کهاز مجموعه ينزول )T A A   که در آن

0n nA A
   چون .{ ( )}nA از  يک دنباله نزولي

مانند  يدن همگرا به عديمثبت است، بنابرا يقياعداد حق
0L  است. چون T ک عملگر از نوعي S جه ياست، نت
0Lم يريگيم مي. حال دار ( ) 0A    و بنابه

است، پس  Aک نقطه ثابت در ي يدارا T ه شودريقض
  شود. يحکم ثابت م

  
ر يک زي Cباناخ و  يک فضاي E ديض کنفر: ۶ه يقض

ک ي  و E ، بسته، کراندار و محدب ازيمجموعه ناته
T: باشد و EM در ياندازه نافشردگ C C ک ي 

و  يرمجموعه ناتهيهر ز يبرا  عملگر دلخواه باشد که
)م يداشته باش Cاز  Aکراندار  ) ( )TA A .  در

  ر معادل هستند.يط زين صورت شرايا
( )i Tلر جمع شونده است،يک-ريک عملگر مي  

( )ii T1ک عملگر ازنوع يS .است 
)ابتدا  اثبات. ) ( )ii i م. فرض يکنيم يرا بررس

)در شرط  Tم يکنيم )ii  صدق کند. اگرT ک ي
ن صورت عدد يلر جمع شونده نباشد، در ايک-رينگاشت م

0 0 هر يکه برا يموجود است بطورn ک ي
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موجود است به  Cدر  nAو کراندار  يمجموعه ناته
  که يطور

0 0 0
1( ) ) و  ( ))n nA T A
n

        

 
)م يدار 0n هر يچون برا ( )) ( )n nT A A  

  م:يريگيجه مين نتيبنابرا

0 0
1( ( )) ( )n nT A A
n

       

 
0lim  چون ( ) = lim ( ( ))n nn n

A T A 
 

  وT ک ي

0م که يريگيجه مياست، نت 1Sعملگر ازنوع  0  و
 شود.ين حکم ثابت ميبنابرا

)نشان دادن  يبرا ) ( )i ii د يفرض کن{ }nA يادنباله 
باشد و  Cبسته و کراندار در  يناته يهااز مجموعه

0L  که: يبطورlim ( ( )) lim ( )n nn n
T A A L 

 
 

)م يدار n يعيهر عدد طب يو برا ( ))nT A L  اگر .
0L  0ن صورت يدر ا  که  يموجود است بطور
  م:يدار Cاز  Xوکراندار  ير مجموعه ناتهيهر ز يبرا

( ) ( ( ))L X L T X L        
  

limچون  ( )nn
A L


ح مثبت ين عدد صحي، بنابرا

m که يموجود است بطور( )mL A L    .
)م يلر داريک- ريف عملگر مياز تعر حال )mTA L  .

است تناقض  1Sک عملگر از نوع ي T نکهين با فرض ايا
 شود.ين حکم ثابت ميدارد و بنابرا

 
ع يلر در توسيک- ريم يکاربرد مشخصه ساز - ۴
 ج ينتا

دست آمده ب يسازن بخش با استفاده از مشخصيدر ا
 نقطه ثابت که قبلاً ياياز قضا ياريم بسيدهينشان م

لر جمع يک- ريم ياز عملگرها ياند حالت خاصبدست آمده
نشان  ج عملاًين نتايا ين در بررسيشونده هستند. همچن

 يبرا يسازه مشخصيم که چگونه از قضيدهيم
لر جمع يک-ريک انقباض داده شده مين که يص ايتشخ

  شود. ياده مشونده است استف
  

ک يC باناخ و  يک فضاي E ديفرض کن: ۱جه ينت
 و E ، بسته، کراندار و محدب ازير مجموعه ناتهيز
T:اگر باشد و EM در يک اندازه نافشردگي C C 

 

ر مجموعه يهر ز يکه براياشد بطوروسته بيک عملگر پي
  ر صدق کند.يدر شرط ز Cاز  X و کراندار يناته

( ( )) ( ( ))T X X    
  

,0]:که در آن  ) [0, )    وسته يم پيک تابع ني
)که  ياست به طور ييبالا )t t  0هر  يبراt   و

(0) 0  لر جمع شونده يک- ريک عملگر مي. آنگاه
  است.

}د يفرض کن اثبات. }nAيهار مجموعهيک دنباله از زي 
)که  يباشد بطور Cو کراندار در  يناته ( ))nT A  و

( )nA  0هر دو همگرا بهL  هر  يبه ازا .باشند
0n م:يدار  

( ( )) ( ( )).n nT A A    
  

م يفوق و شرط ن ين نامساوين از طرفيبا گرفتن حد زبر
  م:يريگيجه مينت  ييبالا يوستگيپ

sup ( ( )) (m )l ,i n
n

L A L  


   

  
0Lم يريگيجه مينت ف يحال از تعر .  پسT ک ي

  شود که يجه مينت ف ياست. از تعر 0Sعملگر از نوع 
  Cاز  Xو کراندار  ير مجموعه ناتهيهر ز يبرا

( ( )) ( )T X X   
  

ک ي Tم که يريگيجه مينت ۶و  ۴يايپس بنا به قضا
  لر است.يک- ريعملگر جمع شونده م

  
ر يک زيC باناخ و  يک فضاي  Eديفرض کن :۲جه ينت

ک ي E، ، بسته، کراندار و محدب ازيمجموعه ناته
T:و EM در ياندازه نافشردگ C C ک عملگر ي

و  ير مجموعه ناتهيهر ز يکه برايوسته باشد بطوريپ
  ر صدق کند.يدر شرط ز Cاز  X کراندار

( ( )) ( ( )) ( )T X X X     
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,0]:که در آن  ) [0,1)  که  ياست بطور ينگاشت
)اگر ) 1nt  0آنگاهnt ن صورتي. در ا T ک ي

  لر جمع شونده است.يک-ريعملگر م
}د يفرض کن اثبات. }nAيهار مجموعهيک دنباله از زي 

)که  يباشد بطور Cو کراندار در  يناته ( ))nT A  و
( )nA  0هر دو همگرا بهL  د يند. فرض کنباش

0L . 0 هر يبنا به فرض براn ميدار  
( ( )) ( ( )) ( ) n n nT A A A     

 
  م:يريگيجه ميبالا نت ين از نامساويريبا گرفتن حد ز

inf ( ( ))lim ) .nn
L A L 


  

  
  بدست  Lن رابطه فوق بر يم کردن طرفيبا تقس

  م:يآوريم
1 infl m ( (i ( ))nn

X 


  
  
  م يدار ف تابع يازتعر و

sup ( (l ) ) 1,i )m n
n

A 


  

  
  م که يريگيجه ميپس نت

lim ( ( ( ))) 1,n nA    
  

  م:يدار 0n هر يچون برا
( ) ( ( ))n nA T A L    

  
limم که يريگيجه مينتن يبنابر ( ) 1,n nt   در که

)ميدارn 0هر  يآن برا )n nt A از فرض .
limشود که يجه ميمساله نت 0nn

L t


 ن تناقض ي. ا

0Lدهد که ينشان م ف ي. از تعر شود يجه مينت
EX هر  يکه برا M م يدار( ( )) ( )T X X  حال .
- ريک نگاشت مي Tشود که يجه مينت ۶و  ۴ ياياز قضا

   لر جمع شونده است.يک
Vوترو و همکاران مفهوم   ف يانقباض را تعر

 م هريدهير نشان ميز هي). در قض۶ف ينمودند(تعر
V   ،نوع ک انقباض ازيانقباضS  .است  

  

V  هر: ۳جه ينت  ،ک انقباض از نوعيانقباض S 
   است.

0a و تابع باشد - Vکي د يفرض کناثبات.   .  
  

)اگر  , ) 0a a  0هر  يآنگاه به ازاn ف يتعر
naد يکن a1م ي. دار( , ) ( , ) 0n na a a a     که

limشود يجه مينت ف يبنا به تعر 0n na a   .
)دهد ين تناقض نشان ميا , ) 0a a  هر  يبرا

0a د ي. فرض کن{ }nX X کارد در يک دنباله پي
M  باشد و( )nX L  يوقت n نشان .  

0Lم يدهيم مقدار از يتعداد نامتناه ي. اگر براn 
)م يداشته باش ) 0nX   0آنگاهL ن ي. بنابرا
است موجود  0mح مثبتيد عدد صحيفرض کن

n که اگر يبطور m  آنگاه( ) 0nX هر  ي. برا
0n N د يقرار دهn n mY X  چون .T ک يV  

  شود کهيجه مينت ف يانقباض است، از تعر
1( ( ), ( ))

( ( ( )), ( )) 0
n n

n m n m

Y Y
T X X

  
  



  
 

  
 است.  Sک عملگر از نوع ي T دهد کهين نشان ميا

ک ي E ديفرض کن )]۱۰[(گاوروتا و همکاران: ۴جه ينت
، بسته، کراندار و ير مجموعه ناتهيک زي C باناخ و يفضا

و EM در يک اندازه نافشردگي E، محدب از
:T C C هر  يکه برايوسته باشد بطوريک عملگر پي

ر يدر شرط ز Cاز  X و کراندار ير مجموعه ناتهيز
  صدق کند. 

( ( )) ( ( )) ( ( ))T X X X       
  

,که در آن  :[0, ) [0, )     ب توابع يبه ترت
ن يهستند. همچن ينييوسته پايم پيوسته و نيپ

:[0, ) [0, )    از  ينييوسته پايم پيک تابع ني
0tهر  يبرا سمت راست است و  م:يدار  

( ) ( ) ( ) 0 t t t      
  

لر جمع شونده يک-ريک نگاشت مي Tن صورت يدر ا
 است.
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}د يفرض کن اثبات. }nAيهار مجموعهيک دنباله از زي 
)که  يباشد بطور Cو کراندار در  يناته ( ))nT A  و

( )nA  0هر دو همگرا بهL  ميباشند. دار  
( ( ( )) ( ( )) ( ( ))n n nT A A A        

 n ين وقتيري. باگرفتن حد ز0nهر  يبرا
  م:يآوريبدست م

( ) inf ( ( ( )))

sup ( ( ( )))

sup ( ( )) inf ( ( ))

( ) (

lim

lim

lim l

),

im

nn

n
n

n nnn

L T A

T A

A A

L L

  

 

   

 











 

 

 

  
0Lم يريگيجه مياز فرض مساله نت  حال بنا به .

لر جمع يک-ريک نگاشت مي Tشود که يم ۶و ۴يايقضا
 شونده است.

ک ي E ديفرض کن )]۱۱[و همکاران ي(صمد: ۵جه ينت
، بسته، کراندار و ير مجموعه ناتهيک زي Cباناخ و  يفضا

و EM در يک اندازه نافشردگي E ، محدب از
:T C C يکه برايوسته باشد بطوريک عملگر پي 

ر يدر شرط ز Cاز  X و کراندار ير مجموعه ناتهيهر ز
  صدق کند.

(( ( ( )))) ( ( ( )))) ( ( ))T X X X        
  

;0]:که در آن  ) [0; )    يک نگاشت صعودي 
)که  ياست به طور ) 0t   0اگر وفقط اگرt   و

:[0; ) [0;1)   0هر  ياست که برا ينگاشتr 

supimم يدار ( ) 1l
t r

t
 

ن صورت ي. در اT ک نگاشت ي

  لر جمع شونده است.يک-ريم
هر  يشود که برايجه مينت ف ياز تعر اثبات.

EX M  که( ) 0X  ميدار  
 (( ( ( )))) ( ( )).T X X     

 
هر  ين برايبنابرا است يک نگاشت صعودي چون 

EX M م داشت يخواه( ( )) ( )T X X  فرض .
}د يکن }nA و  يناته يهار مجموعهيک دنباله از زي

)که  يباشد بطور Cکراندار در  ( ))nT A  و( )nA 

0Lهر دو همگرا به   0م يدهيباشند. نشان مL  .
 م: يدار0nهر  يرا

(( ( ( )))) ( ( ( )))) ( ( )),n n nT A A A      
 

  م:يفوق دار ين نامساوين از طرفيريباگرفتن حد ز
inf (( ( ( ))))

inf ( ( ( )))) ( ( ))

sup ( ( ( )))) inf ( ( ))

lim

lim

li m ,m li

nn

n nn

n nnn

T A

A A

A A

 

    

    











 

  
  جه يدر نت

inf (( ( ( )))lim

lim

)

sup lim( ( ( )))) inf ( ( )),
nn

n n nn

T A

A A

 

    


 


 
) يول ) ( ( ))n nA T A  0 هر يبراn  و

( ), ( ( ))n nA T A L    يوقت n   
  م:يدارa يبرخ ين، برايبنابرا

inf (( ( ( )lim lim

lim

))) inf ( ( ))

inf ( ) ,
n nn n

t L

T A A

t a

   


 

 



 
 

  
0aاگر   فوق بر  يم نامساويآنگاه از تقسa  به

0aن يم. بنا برايرسيتناقض م   اما . ک تابع ي
از  ينييوسته پايم پيک تابع نين ياست، بنابرا يصعود

  م:يريگيجه ميسمت راست است ونت
( ) inf ( ( )) 0,lim nn
L A  


   

  
0Lشود يجه ميکه از آن نت ن ي. بنابراT ک عملگر ي

ک ي T ميريگيجه مينت ۶ه ياست و بنا برقض 1Sازنوع 
   لر جمع شونده است.يک-ريعملگر م

  
ک ي  Eديفرض کن )]۱۲[و همکاران ي(آقاجان: ۶جه ينت

، بسته، کراندار ير مجموعه ناتهيک زيC باناخ و  يفضا
و EM در يک اندازه نافشردگي E ،و محدب از 
:T C C يکه برايوسته باشد بطوريک عملگر پي 

ر يدر شرط ز Cاز  X و کراندار ير مجموعه ناتهيهر ز
  صدق کند.



  ۱۱۴                                          ۱۳۹۸ مرداد و شهريور، نوزدهم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  يحسن خندان
 

 

 
 
 

 

( ( ( ))) ( ( )) ( ( )),T X X X        
  

,که در آن  :    م يب توابع نيبه ترت
)ن يوسته هستند. علاوه برايو پ ينييوسته پايپ ) 0t  

0tهر  يبرا   (0)و 0 ن صورت ي. در اT ک ي  
  

   لر جمع شونده است.يک-ريعملگر م
}د يفرض کن اثبات. }nA ر يک دنباله از زي  

که  يباشد بطور Cو کراندار در  يناته يهامجموعه
( ( ))nT A  و( )nA  0هر دو همگرا بهL  .باشند 

  م يدار 0nهر  يبرا
(( ( ( ))))nT A   ( ( )) ( ( )),n nA A     

  
 مين دارين از طرفيبا گرفتن حد زبر

( ) ( ) infli )),m ( (n nL L A      
  

infن يبنابرا ( ( )) 0lim n nA   اما ، ک ي
  م يريگيجه مين نتياست و بنابرا ينييوسته پايم پيتابع ن

li0 ( ) inf ( ( )) 0,m n nL A      
  

0Lپس  م يريگيجه مينت ۶و  ۴ياي. پس بنا به قضا
  ونده است. لر جمع شيک-ريک عملگر مي T که
، يبا استفاده از مفهوم اندازه نافشردگ ]۱۳انگ [يو ل يکا

م يتعم يکيه نقطه ثابت توپولوژيرابه نظر ياريه برانسيقض
 يدر فضاها ياريه برانسينشان داد که قض يدادند. سوزوک

لر يک- ريه نقطه ثابت مياز قض يحالت خاص يمتر
ز يانگ نيو ل يکا م که انقباضيدهي. ما نشان م]۱۴[است

لر جمع شونده يک-ريم يک حالت خاص از عملگرهاي
  است. 

  
 يفضا کي  Eديفرض کن) ]۱۳[انگيو ل ي(کا :۷جه ينت

، بسته، کراندار و ير مجموعه ناتهيک زيC باناخ و 
و  EM در يک اندازه نافشردگي وE محدب از
:T C C هر  يکه برايوسته باشد بطوريک عملگر پي

ر يدر شرط ز Cاز  X و کراندار ير مجموعه ناتهيز
  صدق کند.

( ( ))

0

( ) ( )

0 0

( ( ) )

( ( ) ) ( ( ) ),

T X

X X

g t dt

g t dt g t dt



 



 






 

 

, درآنکه  :     که يهستند بطور يتوابع
 ن و ييوسته پايم پين وسته است. يو پ يصعود

(0)ن يعلاوه بر ا 0   و( ) 0t  0هر  يبراt  .
,0]:ن ينهمچ ) [0, )g    ک تابع لبگ انتگرال ي

ر بوده و يپذ
0

( ) 0 g t dt 
 0هر  يبران ي. در ا

  لر جمع شونده است.يک-ريک عملگر مي Tصورت 
}د يفرض کن اثبات. }nA يهار مجموعهيک دنباله از زي 

)که  يباشد بطور Cو کراندار در  يناته ( ))nT A  و
( )nA  0هر دو همگرا بهL  م يدهيباشند. نشان م

0L 0هر  ي. براn ميدار  
( ( ))

0
( ) ( )

0 0

( ( ) )

( ( ) ) ( ( ) ),

n

n n

T A

A A

g t dt

g t dt g t dt



 



 






 

 

  
  م داشت:ين خواهيبا گرفتن حد زبر

0

( )

0 0
,l

( ( ) )

( ( ) ) inf ( (m )i )n

L

L A

n

g t dt

g t dt g t dt




 







 

 

  
م ياست خواه ينييوسته پايم پيک تابع ني چون 
  داشت:

( )

0 0
(( ( ) ) inf ( ( )im ) 0l ,nL A

n
g t dt g t dt


 


    

  
0Lم يريگيجه مينت و  gف يحال بنا به تعار .  

و شرط انقباض  gف ياست ازتعر يصعود چون تابع 
)م يريگيجه ميداده شده نت ( )) ( )T X X  حال بنا .

- ريک عملگر مي Tم يريگيجه مينت ۶و  ۴ يايبه قضا
  لر جمع شونده است. يک
  
ر يک زيC باناخ و  يک فضاي E ديفرض کن: ۸جه ينت

ک ي و E ، بسته، کراندار و محدب ازيمجموعه ناته
T: باشد و EM در ياندازه نافشردگ C C  ک ي

 ير مجموعه ناتهيهر ز يکه برايوسته باشد بطوريعملگر پ
  ر صدق کند.يدر شرط ز Cاز  X و کراندار

( ( ( )), ( )) 0,f T X X    
  



 

 ۱۱۵                                                                            آن يلر جمع شونده و کاربردهايک-ريم يعملگرها يد برايجد يک مشخص سازي
 

   

,0]:که در آن  ) [0, )f    ر ير دوشرط زد
  کند.يصدق م

a( 1 2 2 1( , )f z z z z  0هر  يبراiz  1,2کهi . 
b( هر دو دنباله يبرا{ }nu و{ }nvمثبت  يقياز اعداد حق

lim اگر lim 0n n n nu u L    آنگاه 
sup ( ,im ) 0l n n

n
f u v


  

  
لر جمع شونده يک-ريک عملگر مي Tن صورت يدر ا

  است.
  ميدار Cاز  X ير مجموعه ناتهيهر ز يبرا اثبات.

0 ( ( ( )), ( ))
( ) ( ( ))
f T X X
X T X
 

 

 

 

  نيبنابرا
( ( )) ( )T X X  . 

 
} ديفرض کن }nAو  يناته يهار مجموعهيک دنباله از زي

)که  يباشد بطور Cکراندار در  ( ))nT A  و( )nA 
0Lهر دو همگرا به    0باشند. اگرL  بنابه  آنگاه

  م يدار b)فرض و 
0 sup ( ( ( )), ( )) 0,lim n n

n
f T A A 


   

  
0Lدهد که ين تناقض نشان ميا  حال بنا به .

- ريک عملگر مي T م کهيريگيجه مينت ۶و  ۴يايقضا
   لر جمع شونده است.يک
  

  يتشکر و قدردان
خود را  يدگان مقاله مراتب تشکر و قدردانسنينو
د منصور واعظ پور يدکتر س يله از جناب آقاينوسيبد
ران که در طول نگارش يا ياضياست محترم انجمن رير
  نموده اند ابراز  يارزشمند يهاييق راهنماين تحقيا
ق موضوع طرح ين تحقيدارند. لازم به ذکر است ايم

که با  باشديم ۵۱۶۶۳۹۳۱۱۱۰۰۰۲با کد  يپژوهش
واحد مهاباد  ياز طرف دانشگاه آزاد اسلام يت ماليحما

  انجام شده است.  
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