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  ۰۲/۰۷/۹۷تاريخ پذيرش مقاله:  ۲۵/۰۲/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 
 هچکيد

ي بيولوژي حاصل خطي که در زمينهحل معادلات ديفرانسيل منفرد غير برايقاله، ارائه رويکردي عددي جديد، هدف از اين م
هاي خوني، انتشار گرما از سر باشد. اين قبيل معادلات در مسائل متعدد بيولوژي نظير انتشار اکسيژن در سلولشوند، ميمي

شوند. در اين مقاله اين معادلات به کمک يک روش عددي جديد بر پايه چند مي انسان و رشد تومورهاي سرطاني ظاهر
۱هاي زرنيکهجمله

اين توابع به  گيريهاي عملياتي مشتقشوند. در روش ارائه شده براي اولين بار ماتريسشعاعي حل مي †
صلي به يک دستگاه ي ديفرانسيل الههاي عملياتي براي مشتق توابع زرنيکه شعاعي، معاداساس ماتريسدست آمده و سپس بر

هاي مثال روش ساده و جذاب است. در پايان، سازي اينکه به راحتي حل پذيرند. پياده خطي جبري تبديل شوداز معادلات غير
هاي ساير هاي به دست آمده از اين روش با جوابسازي روش ارائه شده و مقايسه جوابکاربردي براي نشان دادن پياده

  ي معروف ارائه و حل شده است، و نتايج حاصل از آن، حاکي از دقت و کارايي اين روش عددي است.هاروش
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  مقدمه .۱
هدف کلي ازاين مقاله، معرفي يک روش عددي جديد، 

واب يک دسته ازمسائل مقدار مرزي براي پيدا کردن ج
  باشد:منفرد به شکل زير مي
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  اين معادلات در مسائل فيزيولوژي و بيولوژي ظاهر 

بر حسب  )۱(- )۳( ائل مقدار مرزيشوند. مسمي
)و تابع  m,مقاديرمختلف  , )f x y  به شرح زير در

  هاي مختلف کاربرد دارد:زمينه
 0,1 اگر, 2m  1 و  تابع ،( , )f x y  نيز
 يا غيرخطي به فرم زير باشد: تواند خطي مي
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0, 0,

nyf x y f y
y

n
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در انواع مسائل رشد تومور  )۱(- )۳(آنگاه معادلات 
در واقع يک مدل رياضي براي رشد  .دهدسرطاني رخ مي

باشد که در آن اندازه اين تومورها وابسته به تومورها مي
  .[6-1]زمان است 

  
  1وقتي  2 وm  داده  معادلات مقدار مرزي

شده، درمسائل انتشار اکسيژن دريک سلول کروي مورد 
مسائل متشابه اين با .  [9-7]گيردمطالعه قرار مي

2m  0 و  ن در مدلي از هدايت گرما در سر انسا
)با  , )f x y [13-10]شودصورت زير مطرح ميبه  .  
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نتايج وجود و يگانگي جواب براي اين مسائل در 

 در. [16-14]هاي متعددي انجام پذيرفته است پژوهش
هاي اخير، پژوهشگران متعددي روي پيدا کردن سال

 هاي عددي براي معادلات ديفرانسيل منفرد که درجواب
توان اند و ميکرده شوند، کاري فيزيولوژي ظاهر ميزمينه

  مشاهده کرد. [25-17]اين نتايج و دستاوردها را در 
هدف از اين مقاله، معرفي يک روش عددي جديد بر 

هاي عملياتي براي مشتق، بر مبناي چند ي ماتريسپايه
باشد. به يکه شعاعي براي اولين بار ميهاي زرنايجمله

اي از مسائل جواب عددي براي دسته کمک اين روش،
که در مسائل ظاهر شده  )۱(- )۳(مقدار مرزي داده شده در 

شود. در اين دهد، به کار گرفته ميدر فيزيولوژي رخ مي
ي هاي زرنيکهايفرآيند مطالعه، به کمک چند جمله

اتي مشتق اين توابع، اين نوع هاي عمليشعاعي و ماتريس
شود. برتري اين معادلات به معادلات جبري تبديل مي

سازي سريع هاي موجود ديگر، پيادهروش نسبت به روش
  باشد.و سادگي اين روش مي

 صورت زير سازماندهي شده است: در بخشاين مقاله به
هاي تابع زرنيکه و ويژگي و ، مفاهيم و تعاريف اوليه۲

هاي ي شعاعي و ماتريسهاي زرنيکهايچندجمله
سازي شود. اجرا و پيادهعملياتي براي مشتق آنها بيان مي

 ۳روش عددي جديد، روي مسائل فيزيولوژي در بخش 
مطرح شده است. موارد، به کارگيري روش پيشنهادي 

فيزيولوژي کاربرد دارد،  هايي که دربراي مسائل و مدل
ه دست آمده ايج عددي بکارايي روش، مقايسه نت دقت و

هاي معروف، با ساير روش با روش جديد مطرح شده
، ۵در نهايت در بخش شود. ارائه مي ۴همگي در بخش 

  شود.گيري مربوط به اين مقاله بيان مينتيجه
  
  . تعاريف پايه براي تابع زرنيکه و چند۲

  هاي آنهااي هاي زرنيکه شعاعي و ويژگيجمله
هاي ايتابع زرنيکه و چندجملهدر اين قسمت، ابتدا 

بازگشتي براي  کنيم و سپس روابطزرنيکه را تعريف مي
کنيم. در نهايت، آوري ميها را يادايجملهاين چند
  هاي عملياتي براي مشتقات بر مبناي چندماتريس

  شود.هاي زرنيکه بيان ميايجمله
  

  . تابع زرنيکه۲,۱
ز توابع متعامد و اي اهاي زرنيکه، مجموعهايجملهچند

باشند. اين توابع متعامد را اي واحد ميپيوسته روي دايره
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توان در مختصات قطبي بيان کرد. تابع زرنيکه از مي
هاي زرنيکه ايحاصل ضرب توابع مثلثاتي و چند جمله

صورت زير توابع زرنيکه به. [26]آيند شعاعي به دست مي
 شوند: تعريف مي
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m از آنجا که 

nNسازي براي اين توابع عامل نرمال
  هستند، بنابراين داريم:
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۱تابع معروف کرونکر0m که در اينجا 

به صورت زير  ٣
  شود:تعريف مي
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)و همچنين تابع مثلثاتي  )m  و به صورت زير بيان

  شود مي
cos( ), 0
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m m
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هاي زرنيکه شعاعي و روابط ايجمله. چند۲,۲

  بازگشتي
هاي زرنيکه شعاعي را تعريف ايهجملدر اين قسمت، چند

   و روابط بازگشتي و خاصيت مربوط به آن را يادآوري
  .[27]کنيممي

هاي زرنيکه شعاعي به صورت زير تعريف ايچندجمله
  شود: مي
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1. Kronecker delta 

صحيح و در رابطه هميشه مقداري  m و nمقادير 
,n m even m n  کنند.صدق مي  

  هاي زرنيکه شعاعي از چندايبطور کلي، چندجمله
هاي معروف ژاکوبي توسعه و گسترش يافته ايجمله
توان آنها را به صورت ديگري در زير بيان و لذا مي است.

  معرفي کرد
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2از آنجا که  ,n m k k   بنابراين رابطه پايين ،

  توان نتيجه گرفترا مي
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هاي ابتدايي زرنيکه شعاعي با ايزير، چندجمله )۱( جدول
۲هايسمت

0,1m ثابت  ٤ گذارد.به نمايش مي  
ي زرنيکه هااي)، نمودار چندجمله۲( و )۱هاي (شکل

)شعاعي  )m
nR r ,m n , 2n m k  با  

0,1mهاي ثابت سمت  دهد.نشان مي  
  
  

                                                
2. Azimuthal 
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هاي زرنيکه شعاعي ايجمله): چند۱شکل (
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هاي زرنيکه شعاعي اي): چندجمله۲شکل (
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ه شعاعي، يک عنصر شعاعي از هاي زرنيکايجملهچند
باشد و در تابع زرنيکه تعريف شده در قسمت قبل مي

  کنند رابطه تعامد زير صدق مي
1

0
( ) ( )

2( 1)
m m nk
n kR r R r dr

n



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طوري که به عنصر يا قسمت شعاعي، دو انديسي است،

مرتبه سمتي  mدرجه شعاعي و انديس  nانديس 
و همچنين  دهد.اي زرنيکه شعاعي را نشان ميچندجمله

n  مقداري صحيح مثبت وm در عددي صحيح و 
mکنند:رابطه زير صدق مي n2n m k  ، طبق

  روابط بازگشتي مربوط به چند ،[28] ١ترکتاب کين
آوري صورت زير يادهاي زرنيکه شعاعي را بهايجمله

  کنيم:مي
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3ضرايب  2 1, ,K K K  4وK صورت زير به  

 .[29]باشدمي
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 تقريب . تابع ۲,۳
 mبا سمت  nهاي زرنيکه شعاعي از مرتبه ايجملهچند

T[0,1]روي بازه   گيريم:مي صورت زير در نظربه  
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1. Kintner 

  همچنين داريم و
1
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( ) ( )
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f[0,1]2هر تابع  L توان به وسيله چندرا مي  

اي هاي زرنيکه شعاعي بسط و گسترش داد بنابراين جمله
  داريم:

2
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i
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  آيد:صورت زير بدست ميبه iaضرايب  و

1

20
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)در اينجا  )w r r باشد. در عمل،  فقط تابع وزني مي
( 1)N  هاي ابتدايي زرنيکه شعاعي را در ايچندجمله
  گيريم لذا داريم:نظر مي
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هاي زرنيکه شعاعي و اي، بردارضرايب چندجملهAر بردا

( )R r هاي پايه زرنيکه شعاعي ايچندجمله بردار  
  باشد پس داريم:  مي

0 1[ , , ..., ] ,TNA a a a                            (20) 
 

2 2( ) [ ( ) , ( ) ,..., ( )]m m m T
m m m NR r R r R r R r   (21) 

 
  اتريس عملياتي مشتق . م۲,۴

  مشتق بردار

2 2( ) [ ( ) , ( ) ,..., ( )]m m m T
m m m MR r R r R r R r 

  شود: صورت زير بيان ميتوان بهرا مي
(1)( ) ( ),dR r D R r

dr
                               (22) 

، ماتريس عملياتي مشتق مرتبه D(1)ماتريس 
( 1) ( 1)M M   ن با هاي آو درايه ijd نمايش

  شود.داده مي
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d dr R r

d dr R r

d dr R r

 









 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
  

(23) 

  

حالا توابع 
2 ( ) , 0,1,...,m

m i
d R r i M
dr    را به

شود. هاي زرنيکه شعاعي تقريب زده ميکمک پايه
  بنابراين داريم:

2 2
0

( ) ( ) ,

0,1, ...,

M
m m

ijm i m j
j

d R r d R r
dr
i M

 




   (24) 

1

2 20

(2( 2 ) 2)

( ) ( ). ( )

1 1 ,1 1

ij

m m
m i m j

d m j
dw r R r R r dr
dr

i M j M

 

  

     

  (25) 

 
  بنابراين، ماتريس عملياتي مشتق به صورت زير است:

(1) [ ],  i=0,1,...,M , j=0,1,...,MijD d      (26) 
 

  :توان نوشت) براحتي مي۲۲با استفاده از معادله (

 (1)( ) ( )
n n

n

d R r D R r
dr

                              (27) 

يکه هاي زرنياجملهسازي روش چند. پياده۳
  شعاعي روي مسائل فيزيولوژي

خطي به فرم سمت، مسئله مقدار مرزي منفرد غيردر اين ق
هاي اي) را با استفاده از چندجمله۳) و (۲) با شرايط (۱(

  کنيم.زرنيکه شعاعي حل مي
)) تابع مجهول ۱۹استفاده از معادله ( با )f r توان را مي

  تقريب زد:به صورت زير 
( ) ( )Tf r A R r                                   (28) 

  
) و Aبردارهاي  )R r ) تعريف ۲۱) و (۲۰در معادلات (

توان روابط ) مي۲۷) و (۲۲اند. با استفاده از معادلات (شده
  زير را نتيجه گرفت: 

' '( ) ( ),Tf r A R r                            (29) 
  

   :و همچنين داريم

 2" " (1)( ) ( ) ( )T Tf r A R r A D R r       (30) 

  
) ۱) در معادله (۳۰) و (۲۹) و (۲۸با قرار دادن معادلات (

  داريم 

 2(1)

(1)

( )

( ) ( )

( , ( )),

T

T

T

A D R r

m A D R r
r

f r A R r









                        (31) 

 
) ۲۹و ( )۲۸)و (۳() و ۲همچنين با استفاده از معادلات (

  توان نوشت: مي
(1)

1 1 1(0) (0) ,T TA R A D R            (32) 
(1)

2 2 2(1) (1) ,T TA R A D R            (33) 
  

  ) دو معادله خطي هستند.۳۳( ) و۳۲معادلات (
) داراي ۲۸در معادله ( Aبا توجه به اينکه بردار 

( 1)M   را در ۳۱است لذا، معادله (مجهول (
( 1)M   نقطهir  هاي چند که ريشه، [0,1]در بازه

يم، بنابراين کنهاي چيبيشف هستند مرتب ميايجمله
  شود:خطي زير حاصل ميدستگاه معادلات غير
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 2(1)

(1)

( )

( ) ( )

( , ( )),

T

T
i

i
i

T
i i

A D R r

m A D R r
r

f r A R r









                        (34) 

1,..., 1i M   
  

) يک دستگاه ۳۴) و (۳۳) و (۳۲حال، با ترکيب معادلات (
) از 1)M  شود که اين خطي نتيجه ميمعادله غير

توان به روش تکراري نيوتن حل دستگاه را مي
  براي حل اين دستگاه از نرم افزار . [24,25]کرد
  استفاده شده است.  ۱۱۱تيکا متم

  
  . نتايج عددي۴

دراين قسمت، روش عددي پيشنهادي را روي سه مدل 
سازي و ارائه پياده کاربردي که در زمينه فيزيولوژي است،

کنيم. کارايي، عملکرد و نتايج به دست آمده با اين مي
 [20-17]ها در مراجع روش عددي جديد را با ساير روش

  شود.مقايسه مي
  

  گيريم:مساله انتشار اکسيژن زير را در نظر مي :۱مثال 
2 0.76129( ) ( ) ,

0.03119
yy x y x

x y
  


  

  
  باشد مي صورت زيرشرايط مرزي، براي اين مساله به

(0) 0 ,       5y(1)+y (1)=5,y    
  

، نتايج عددي را براي مقادير مختلف نقاط، با )۲(جدول 
0.1hطول گام يکسان    تون اول جدول سکه در

هاي روش جديد را با دهد. جوابنشان ميآمده است، 
در اين جدول  [30]و  [18]، [17] نتايج حاصل از مراجع

  مقايسه شده است. 
  

مسئله مقدار مرزي دو نقطه منفرد زير را در نظر  :۲مثال 
  گيريممي

1( ) ( ) ,

(0) 0,         y(1)=0,

xy x y x e
x

y

   

 
  

  
  .باشدر ميجواب واقعي براي اين مسئله به صورت زي

2

1( ) 2ln( )
1

cy x
cx





  

  
3که در اينجا  2 2c  .  

  

  
  ۱١هاي تقريبي براي مثال : جواب)۲( جدول

با  [18] روش مقاله
60n   

با   [17]روش مقاله
20n   

با  [30]روش مقاله 
15n  

با  روش ارائه شده جديد
15n   x  

۰,۸۲۸۴۸۳۲۷۲۹۵۸۰۲  ۰,۸۲۸۴۸۳۲۹۴۸۱۳۵۵  ۰,۸۲۸۴۸۳۲۹۰۳۵۹۶۸  ۰,۸۲۹۱۹۱۵۰۱۴۵۱۰۹۶۴  ۰,۰  
۰,۸۲۹۷۰۶۰۷۵۲۱۸۸۴  ۰,۸۲۹۷۰۶۰۹۶۸۸۷۹۰  ۰,۸۲۹۷۰۶۰۹۲۴۳۳۸۰  ۰,۸۲۹۹۳۲۸۱۱۳۲۴۸۲۶۷  ۰,۱  
۰,۸۳۳۳۷۴۷۱۶۹۱۰۸۹  ۰,۸۳۳۳۷۴۷۳۸۰۴۳۰۸  ۰,۸۳۳۳۷۴۷۳۳۵۹۱۰۰  ۰,۸۳۳۵۳۷۸۵۵۳۴۴۸۲۶۶  ۰,۲  
۰,۸۳۹۴۸۹۸۹۸۱۴۳۸۳  ۰,۸۳۹۴۸۹۹۱۸۳۳۹۸۶  ۰,۸۳۹۴۸۹۹۱۳۹۵۳۷۰  ۰,۸۳۹۶۷۰۵۱۵۴۹۷۳۶۴۰  ۰,۳  
۰,۸۴۸۰۵۲۷۷۰۳۶۱۶۵  ۰,۸۴۸۰۵۲۷۸۸۷۶۰۵۱  ۰,۸۴۸۰۵۲۷۸۴۹۹۶۰۶  ۰,۸۴۲۱۷۷۳۲۰۰۱۱۰۶۴  ۰,۴  
۰,۸۵۹۰۶۴۹۱۳۹۷۴۳۴  ۰,۸۵۹۰۶۴۹۲۷۵۳۰۳۲  ۰,۸۵۹۰۶۴۹۲۷۱۶۹۲۳  ۰,۸۵۹۲۲۶۵۸۴۹۶۷۸۷۴۹  ۰,۵  
۰,۸۷۰۵۲۸۳۰۸۴۱۸۵۳  ۰,۸۷۲۵۲۸۳۱۵۶۹۸۵۵  ۰,۸۷۲۵۲۸۳۱۹۹۵۸۲۸  ۰,۸۷۲۷۰۷۱۳۸۳۶۹۷۱۹۴  ۰,۶  
۰,۸۸۸۴۴۵۲۹۵۸۹۹۲۷  ۰,۸۸۸۴۴۵۲۹۹۴۹۷۰۲  ۰,۸۸۸۴۴۵۳۰۵۶۲۳۱۹  ۰,۸۸۸۵۹۰۱۳۶۶۴۲۵۲۷۰  ۰,۷  
۰,۹۰۶۸۱۸۵۴۰۲۶۲۹۷  ۰,۹۰۶۸۱۸۵۴۱۷۹۹۶۵  ۰,۹۰۶۸۱۸۵۴۸۰۶۶۸۰  ۰,۹۰۶۹۸۷۳۹۸۴۱۹۷۸۸۰  ۰,۸  
۰,۹۲۷۶۵۰۹۸۲۵۲۶۶۰  ۰,۹۲۷۶۵۰۹۸۳۰۵۲۵۶  ۰,۹۲۷۶۵۰۹۸۸۳۶۵۵۸  ۰,۹۲۷۸۲۲۵۸۲۰۳۷۳۴۵۴  ۰,۹  
۰,۹۵۰۹۴۵۷۹۴۶۱۰۵۶  ۰,۹۵۰۹۴۵۷۹۴۸۰۵۲۳  ۰,۹۵۰۹۴۵۷۹۸۴۹۶۴۸  ۰,۹۵۱۱۰۹۵۰۶۵۰۴۹۷۲۲  ۱,۰  

  

                                                
1. Mathematica 11 



  ۱۴۶                                      ۱۳۹۸ مرداد و شهريور، نوزدهم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  محمدعلي عبادي
 

 

 
 
 

 

هاي عددي روش عددي ارائه شده جديد ا، خط)۳(جدول 
براي   [30]،[17]هاي مختلف را، با روش مقاله با مرتبه

  کند.مقايسه مي ۲مثال 
  

 مسئله مدل هدايت گرما در سر انسان را در نظر :۳مثال
  گيريم:مي

2( ) ( ) yy x y x e
x

     

  

  کنيمجواب براي اين مسئله را با شرايط زير لحاظ مي
(0) 0 ,       y(1)+y (1)=0,y   

  
، نتايج عددي را با روش پيشنهادي جديد توضيح ۴جدول 

هاي روشساير  هاي عددي را باکند و جوابسير ميو تف
  کند.مقايسه مي [19,20,30]ذکر شده در مراجع 

  

  
  

  ۲هاي عددي براي مثال : خطا)۳( جدول

  
  
  

1: جواب واقعي و جواب تقريبي براي )۳( نمودار 5n   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   

با   [17]رويکرد دوم مقاله
20n   

با   [30]روش مقاله
20n   

با   [30]روش مقاله
15n   

روش جديد با 
15n   

x  

۶-۱۰×۲,۰۰  ۱۶-۱۰×۲,۲۲  ۱۶-۱۰×۳,۸۸  ۰,۰۰۴۴۹۴۴۸۰  ۰,۰  
۶-۱۰×۱,۹۹  ۱۶-۱۰×۳,۳۳  ۱۶-۱۰×۳,۸۸  ۰,۰۰۲۹۱۱۴۲۰  ۰,۱  
۶-۱۰×۱,۹۷  ۱۶-۱۰×۴,۹۹  ۱۶-۱۰×۳,۳۳  ۰,۰۰۲۰۰۸۶۵۰  ۰,۲  
۶-۱۰×۱,۹۴  ۱۶-۱۰×۲,۷۷  ۱۶-۱۰×۳,۸۸  ۰,۰۰۱۶۲۰۷۴۰  ۰,۳  
۶-۱۰×۱,۸۳  ۱۶-۱۰×۳,۸۸  ۱۶-۱۰×۲,۲۲  ۰,۰۰۱۲۳۸۳۹۰  ۰,۴  
۶-۱۰×۱,۷۸  ۱۶-۱۰×۴,۴۴  ۱۶-۱۰×۶,۱۰  ۰,۰۰۰۹۵۹۵۸۹  ۰,۵  
۶-۱۰×۱,۶۷  ۱۷-۱۰×۸,۳۲  ۱۷-۱۰×۸,۳۲  ۰,۰۰۰۷۵۳۵۳۸  ۰,۶  
۶-۱۰×۱,۳۴  ۱۶-۱۰×۳,۳۳  ۱۶-۱۰×۴,۴۴  ۰,۰۰۰۴۷۱۶۱۰  ۰,۷  
۷-۱۰×۹,۲۰  ۱۶-۱۰×۲,۳۵  ۱۷-۱۰×۸,۳۲  ۰,۰۰۰۳۳۴۹۰۳  ۰,۸  
۷-۱۰×۴,۵۷  ۱۶-۱۰×۱,۲۴  ۱۶-۱۰×۱,۹۴  ۰,۰۰۰۱۷۰۶۸۵  ۰,۹  

۰ ۱۸-۱۰×۷,۱۱  ۱۷-۱۰×۱,۹۶  ۱۸-۱۰×۶,۶۴۰۷۴  ۱,۰  
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  ۳هاي تقريبي براي مثال : جواب)۴( جدول

  
مرزي دو نقطه منفرد زير مفروض  مسئله مقدار :۴مثال 

 شده است:

3 5

5

( ) (1 ) ( )

5 (5 4 ) ,
4

y

hy x y x
x

x x e h x
x

   

  


 

 
 جواب تقريبي اين مسئله را، با روش جديد با در نظر

  آوريم:گرفتن شرايط ويژه زير در دو حالت زير بدست مي
  

۱. 1 1(0) ln( ) , y(1)+5y (1)=ln( )-5
4 5

y  

۲. 1(0) 0 , y(1)+5y (1)=ln( )-5
5

y   

  
جواب واقعي براي اين مسئله بصورت 

5

1( ) ln( )
4

y x
x




  شود.تعريف مي 

به ترتيب، ماکزيمم خطاي قدرمطلق ) ۶( و) ۵(جداول 
1hهاي براي حالت   1وh  گذارد.يش ميبه نما  

  

0با  ۴: ماکزيمم خطاهاي قدر مطلق در جواب براي مثال )۵( جدول .25, 0 .75h h   
  (2)حالت 
0.75h   

  (2)حالت 
0.25h   

  (1)حالت 
0.75h   

  (1)حالت 
0.25h   m  

48.10914 10  48.23285 10  41.73352 10  41.31208 10  5  
58.29653 10   58.33417 10   14.09675 10  54.49913 10  10  
68.81984 10   66.20416 10  63.62037 10  63.35557 10  15 

11.18944 10   25.44382 10   11.6058 10  25.08941 10  20 
  

,1با  ۴ماکزيمم خطاهاي قدر مطلق در جواب براي مثال  :)۶(جدول  2h h   
  (2)حالت 

2h   
  (2)حالت 

1h   
  (1)حالت 

2h   
  (1)حالت 

1h   m  
31.23505 10   48.83408 10  41 .8 7 4 9 5 1 0   41.84462 10   5  
42.68139 10   42.46414 10  55.9 4611 10   46.31004 10   8  
51.11313 10   69.54896 10  62 .1 0 79 2 1 0   63.38567 10   15  
11.51248 10   11.32685 10  24 .9 0 41 9 1 0   17.56783 10   20  

  

 روش مقاله
[18]  

با مرتبه  [19]روش مقاله
  چهار

با  [30]روش مقاله 
15n  

با  روش ارائه شده جديد
15n   x  

۰,۳۶۷۵۱۶۹۷۱۰  ۰,۳۶۷۵۱۸۱۰۷۴  ۰,۳۶۷۵۱۶۸۱۵۱  ۰,۳۶۶۴۴۶۴۴۵۸  ۰,۰  
۰,۳۶۶۳۶۲۵۶۹۷  ۰,۳۶۶۳۶۳۷۵۶۱  ۰,۳۶۶۳۶۲۳۲۹۲  ۰,۳۶۵۷۴۵۲۶۹۴  ۰,۱  
۰,۳۶۲۸۹۴۱۰۶۶  ۰,۳۶۲۸۹۵۹۳۷۸  ۰,۳۶۲۸۹۴۰۶۶۱  ۰,۳۶۲۳۳۵۰۳۹۲  ۰,۲  
۰,۳۵۷۰۹۷۵۸۴۲  ۰,۳۵۷۰۹۹۱۴۲۹  ۰,۳۵۷۰۹۷۵۴۵۷  ۰,۳۵۶۵۱۸۷۰۷۱  ۰,۳  
۰,۳۴۸۹۴۸۴۶۱۲  ۰,۳۴۸۹۴۹۹۹۰۳  ۰,۳۴۸۹۴۸۴۲۰۶  ۰,۳۴۸۳۷۹۷۶۰۷ ۰,۴  
۰,۳۳۸۴۱۲۱۸۹۳  ۰,۳۳۸۴۱۳۶۵۸۱  ۰,۳۳۸۴۱۲۱۴۸۷  ۰,۳۳۷۸۴۰۶۳۲۵ ۰,۵  
۰,۳۲۵۴۴۳۵۶۳۱  ۰,۳۲۵۴۴۵۰۰۱۹  ۰,۳۲۵۴۴۳۵۲۲۴  ۰,۳۲۴۸۴۸۴۴۸۷ ۰,۶  
۰,۳۰۹۹۸۶۰۸۱۰  ۰,۳۰۹۹۸۷۸۵۶۷  ۰,۳۰۹۹۸۶۰۴۰۲  ۰,۳۰۹۴۱۴۲۲۸۶ ۰,۷  
۰,۲۹۱۹۷۱۱۴۴۰  ۰,۲۹۱۹۷۸۹۶۵۴  ۰,۲۹۱۹۷۱۱۰۳۰  ۰,۲۹۱۳۶۶۲۴۰۶ ۰,۸  
۰,۲۷۱۳۱۷۰۵۱۲  ۰,۲۷۱۳۱۸۵۶۳۷  ۰,۲۷۱۳۱۷۰۱۰۱  ۰,۲۷۰۶۹۷۵۳۷۷ ۰,۹  
۰,۲۴۷۹۲۷۷۶۴۶  ۰,۲۴۷۹۲۹۲۸۳۷  ۰,۲۴۷۹۲۷۷۲۳۳  ۰,۲۴۷۳۰۱۹۱۳۵ ۱,۰  
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 بر دلايل محکم و قاطعي اين جداول و نتايج بدست آمده،
  دقت و کارايي رويکرد جديد نسبت به مقايسه با 

 باشد. ومي [20-19]هاي عددي ديگر در مراجع روش

همگرايي جواب تقريبي به جواب ) ۴( همچنين نمودار
15nواقعي را براي   1با  (1) در حالتh   نشان

  دهد. مي
  
  

0zهاي: جواب واقعي و جواب تقريبي با سمت)۴( نمودار  1و 5n 1وh   
  

  
  
  
  
  
  
  
  

0z: جواب واقعي و جواب تقريبي با سمت )۵( نمودار  1و 5n  0و .2 5h  
  

                                                                                                                                           
  
  
  
 
 
 
 
    

  گيرينتيجه
  پايه چند براين مقاله، يک روش عددي جديد، 

ه شعاعي براي جواب عددي يک دسته هاي زرنيکايجمله
هاي بيولوژي و از مسائل مقدار مرزي که در زمينه

دهد. در اين مقاله به شود، ارائه ميفيزيولوژي ايجاد مي
هاي زرنيکه شعاعي با سمت ثابت و ايجملهکمک چند

ي گونه مسائل مقدار مرزماتريس عملياتي مشتق آنها، اين
تا بتوان  به يک دستگاه از معادلات جبري تبديل شدند،

و اجراي اين روش سازي آنها را به آساني حل نمود. پياده
هاي موجود، حکايت از نسبت به ساير روش عددي جديد

آن دارد، که اين فرآيند مطالعاتي از دقت و کارايي بالاي 
  باشد. برخوردار مي
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