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  چکيده
م آن يجه مستقيک جابجاگراست. نتياز  يمضرب ييک حلقه اول ناجابجاي ينشان داد هر دو اشتقاق رو ۱۹۹۳برشار در 

ک دو اشتقاق به يتوان يجابجاگر م يرا از هر نگاشت جمعياول است ز يهاحلقه يوجابجاگر ر يجمع يهانگاشت ييشناسا
م يها را در باره آنها تعم ج اشتقاقيو نتا يک حلقه اول بررسي يدواشتقاق را روσ	− ، دو اشتقاق و۱۹۹۵دست آورد. سپس در 

−، ۲۰۱۲در  ين عليداد. هم چن −ک ي يها را رواشتقاق∗ −کرد و نشان داد مطالعه مه اول يحلقه ن∗ ها به مرکز اشتقاق∗
  شوند.ير ميحلقه تصو

−ن مقاله،يدر ا ߪ−دو اشتقاق و 		∗ −ک ي يدواشتقاق را رو∗− ج به دست آمده ينتا يم. سپس بعضيکن يم يحلقه معرف∗
−ک دسته از ي يها رون نگاشتيا يرا برا يتوسط برشار و عل ߪ−م، درواقع يدهيم ميها تعم حلقه∗  يرا رودواشتقاق ∗−

−ک ي −م هريدهيکرده و نشان م ييحلقه اول شناسا∗ −ک ي يدواشتقاق رو∗   ر يمه اول به مرکز حلقه تصويحلقه ن∗
  شود.يم
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  مقدمه .۱
 Z(R)ر با مرکز يپذ ک حلقه شرکتي Rدر سرتاسر مقاله، 

,xهر  يو برا y ∈ R  ،[x, y]  جابجاگرxy − yx  را
اول است  Rم حلقه يکن يم يادآورينشان خواهند داد. 

,xهر  يهرگاه به ازا y ∈ R  ،xRy = {0} ،x = ا ي 0
y = مه اول است هرگاه ين Rن يچن جه دهد. هميرا نت 0

xRy = {0} ،x =  يجاب کند. نگاشت جمعيرا ا 0
x ↦ x شود هرگاه  يده مينام  ک برگشتي R يرو ∗

,xر ه يبرا y ∈ R م يداشته باش(x ∗) ∗= x  و
(xy)∗ = y∗x∗ حلقه .R  ک يک برگشت يهمراه با

−  شود. يده ميحلقه نام ∗
باشد. نگاشت  Rاز  يا رمجموعهيز Sد يفرض کن
f: S → R هر  يشود، هرگاه برا يده ميمرکزساز نام
x ∈ S  ،  

[f(x), x] ∈ Z(R)  
  

ر قرا ي] مورد بررس۳مرکزساز توسط پاسنر [ يها نگاشت
رصفر مرکزساز يک اشتقاق غيگرفت، او ثابت کرد وجود 

دهد.  يجه ميرا نت Rبودن  ييه، جابجايک حلقه اولي
ه پاسنر را به ي]  قض۴،۵،۶،۷،۸[ يدانان متعدد ياضير

عنوان مثال نشان ع دادند. بهيتوس يمختلف يها روش
 ريز يتوانند رو يرصفر نميغ يها ق دادند که اشتقا

 ييه ناجابجاياول يها از حلقه يمختلف يها مجموعه
  مرکزساز شوند.
:D ينگاشت دوجمع R × R → R ده يدواشتقاق نام

به  يعنيک اشتقاق باشد يشود هرگاه در هر مؤلفة  يم
x يازا ∈ Rيها ، نگاشـــــــــت y ↦ D(x, y)  و

y ↦ D(y, x) از  ييها اشتقاقR .باشند  
 يباشد، نگاشت جمع Rاز  يختيک خودري σد يفرض کن

d:R → R ک ي−σ شود هرگاه به  يده مياشتقاق نام
,xهر  يازا y ∈ R ،  

d(xy) = d(x)y + σ(x)d(y).  
  

:D ينگاشت دوجمع R × R → R کي −σ  دواشتقاق
xهر  يشود هرگاه برا يگفته م ∈ Rيها ، نگاشت 

y ↦ D(x, y) وy ↦ D(x, y)  ،−σاز  ييها اشتقاق
R .باشند  

−ک ي Rد يفرض کن  يحلقه باشد. نگاشت جمع ∗
d:R → R ک ي−   هر يـــت هرگاه برااشتقاق اس∗

x, y ∈ R  ،  
d(x, y) = d(x)ݕ∗ + xd(y).  

  
۱برشار

ها  و دواشتقاق يها را بررس دواشتقاق σ−] ، ۱[ در ٢
  م داد.يک حلقه تعمي يرا رو

−در ادامه  σ−ها و  دواشتقاق∗ ها را  دواشتقاق ∗−
σ− يج ارائه شده توسط برشار را برايو نتا يمعرف −∗ 

 ،]۲ن با استفاده از [يچن مم. هيده يم ميها تعم دواشتقاق
− يرا برا يجينتا − يها رو اشتقاق ∗ مه ين يها حلقه ∗

  م.يده ياول ارائه م
 

۲ .−ો   ها دواشتقاق ∗−
−ن بخش يدر ا σ−دواشتقاق و  ∗ دواشتقاق را  ∗−
  م. يکن يها ثابت م را در باره آن يو احکام يمعرف
−ک ي Rد يف. فرض کنيتعر حلقه باشد. نگاشت  ∗

:Δ يدوجمع R × R → R  ک يرا− م. يياشتقاق گو ∗
−ک ي Δهرگاه    اشتقاق در هر مؤلفه باشد. ∗

 يباشد. نگاشت دوجمع Rاز  يختيک خودري σاگر 
Δ: R × R → R  ک يرا−σ م. ييدواشتقاق گو∗−

σ−ک يهرگاه   يعنياشتقاق در هر مؤلفه باشد  ∗−
,xهر  يبرا y ∈ R ر برقرار باشند:يط زيشرا  

Δ(xz, y) = Δ(x, y)ݖ∗ + σ(x)Δ(z, y),	
Δ(y, xz) = Δ(y, x)ݖ∗ + σ(x)Δ(y, z). 

  
−ک ي Δن يچن هم شود  يده ميدواشتقاق معکوس نام ∗

  هرگاه 
Δ(xz, y) = Δ(z, y)ݔ∗ + zΔ(z, y),	
Δ(y, xz) = Δ(y, z)ݔ∗ + z(Δ(y, x). 

  
راست شامل خارج  ۲٣لين ديحلقه مارت Q୰ در ادامه

ل ين حلقه توسط مارتيدهد. ا يرا نشان م R يها قسمت
  شود: ير شناخته ميشد که با خواص ز يمعرف] ۹ل در [يد
۱ (R ⊆ Q୰ .  
qهر  ي) برا۲ ∈ Q୰ رصفر يآل غ دهيک ايI  ازR  وجود  

  

                                                
1. Bresar  
2. Martindale 
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qIکه  يطور دارد به ⊆ R .  
q) اگر ۳ ∈ Q୰  وI رصفر از يآل غ دهيک ايR  باشد
qIکه  يطور به = qآنگاه  0 = 0.  
:Kو  Rاز  يآل دهيا I) اگر ۴ I → R ک نگاشت ي–R 

qآنگاه  مدول راست باشد، ∈ Q୰ که  يطور وجود دارد به
xهر  يبه ازا ∈ I  ،k(x) = qx .  

 ]۱۰ـ  ۲، گزاره ۱۰شتر را در [يات بيتواند جزئ يخواننده م
  ملاحظه کند.

  ، Q୰رحلقه از يک زيشود.  ينشان داده م Cبا  Q୰مرکز 
Qୱو  Rاز  Iآل  دهيا ي{به ازا = {q ∈ Q୰: Iq ⊆ R 

  شود. يده ميتقارن نامل مين دياست که حلقه مارت
  م.ياز داريها ن هياثبات قض ير برايلم ز

  
ک مجموعه ي Mد يفرض کن] ۲. ۲، لم ۲[ .۱. ۲لم 

,F يها باشد. نگاشت G:M → Qୱ د يريرا در نظر بگ
,sهر يکه برا يطور به t ∈ M و هر x آل  دهيدر ا
F، اگر Rاز  Iرصفر يغ ≠ λ، آنگاه  0 ∈ C̸  وجود دارد
sهر  يکه برا يطور به ∈ M  ،G(s) = λF(s) .  

σ− يبرا يک رابطه اساسير يدر لم ز ها  دواشتقاق∗−
  م.يده يارائه م

  
−ک ي Rـــــد يفرض کن .۲. ۲لم  حلقـــــه و  ∗

Δ:R × R → R ک ي−σ دواشتقاق باشد. در ∗−
,zهر  ين صورت برايا u, v ∈ R   

Δ(x, y)ݑ]∗ݖ∗, 	[∗ݒ
=[σ(x), σ(y)]σ(z)Δ(u, v). 

  
σ−ک ي Δچون  اثبات:   م:يدواشتقاق است دار ∗−

Δ(xu, yv) = Δ(x, yv)ݑ∗r + σ(x)Δ(u, yv)	
= Δ(x, y)ݑ∗ݒ∗ + σ(y)Δ(x, v)ݑ∗	

+σ(x)Δ(u, y)ݒ∗ + σ(x)σ(y)Δ(u, v)  
  
  و

Δ(xu, yv) = Δ(xu, y)ݒ∗ + σ(y)Δ(xu, v)	
= Δ(x, y)ݒ∗ݑ∗ + σ(x)Δ(u, y)ݒ∗	

+σ(y)Δ(x, v)ݑ∗ + σ(y)σ(x)Δ(u, v)  
  
  شود يجه مي) نت۲. ۲) و (۲. ۱سه (يمقا از

Δ(x, y)[ݑ∗, [∗ݒ = [σ(x), σ(y)]Δ(u, v). 

  چون
[σ(xz), σ(y)] = [σ(x), σ(z), σ(y)]	
=([σ(x), σ(y)], σ(z) +
[σ(z), σ(y)])Δ(u, v)  

  نيبنابرا
Δ(x, y)ݑ]∗ݖ∗,  [∗ݒ
= [σ(x), σ(y)]σ(z)Δ(u, v) 

  
  کند. ين ادعا را ثابت ميا

  
:Δد اگر يه کنتوج .۳. ۲تذکر  R × R → R ک ي
−  ۲. ۲جه لم يدواشتقاق معکوس باشد، آنگاه همان نت ∗

باشد،  ينگاشت همان σم آورد. اگر يرا به دست خواه
  م.يآور ير را به دست ميجه زينت
  
−ک ي Rد يفرض کن .۴. ۲جه ينت ک ي Sحلقه و  ∗
:Δباشد. اگر  Rرحلقه از يز R × R → R ک ي− ∗ 

,uهر  يدواشتقاق باشد آنگاه برا v ∈ R  ،x, y, z   
Δ(x, y)ݑ]∗ݖ∗, [∗ݒ = [x, y]zΔ(u, v). 

  
X−ک حلقه اول ياز  σمانند  يختيک خودري −∗ ،R 

ر يپذ شود، هرگاه عنصر معکوس يده مينام يدرون
a ∈ Qୱ هر يکه برا يطور وجود داشته باشد به x ∈ R 

 ،a(x) = aିଵݔ∗a  .  
  م.ياز داريه بعد نياثبات قض ير را برايلم ز

  
−ک ي σد يفرض کن .۵. ۲لم  −از  يختيپاد خودر∗ ∗ 

رصفر يباشد. اگر عناصر غ Rحــلقـــه اول 
a, b, c, d ∈ Q୰ که  يطــــــور موجود باشد به

aݎ∗b = cσ(r)d يبـــرا r ∈ R  آنگـــــاه ،σ  ،
−X   است. يدرون ∗−

  
باشد  Rرصفر از يآل غ دهيک اي Iد يفرض کن اثبات:

,Iaکه  يطور به Ic ⊆ R  ،م يده يقرار مA = IaR  و
B = IcR ن صورت ي. در اA  وB يناصفر يها آل دهيا 

F:Aهستند.  Rاز  → B و g: B → A يها را با ضابطه  
f(∑ x୧ay୧୧ ) = ∑ x୧cσ(y୧∗୧ ),	  
g(∑ x୧cy୧୧ ) = ∑ x୧aσିଵ(y୧∗୧ ),  

  

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 
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x୧م که در آن يکن يف ميتعر ∈ I  ،y୧ ∈ R ن ي. در ا
∑را اگر يف است زيخوش تعر fت صور x୧ay୧ = 0୧ ،

r هر يآنگاه برا ∈ R  ،aݎ∗b = cσ(r)d جه ينت
  دهد يم

0 = (∑ x୧ay୧୧ b∗ݎ( = ∑ x୧cσ(ry୧∗)b୧   
=(∑ x୧cσ(y୧∗)୧ )σ(r)d.  

  
dاول است و  Rچون  ≠ ∑، لذا  0 x୧cσ(y୧∗) =୧ 0 .

 gو  fف است. چون يش تعرز خوين gطور مشابه  به
,qچپ هستند.  يمدول -R يختيهمر q′ ∈ Q  وجود

دهند،  يش ميرا نما gو  fب يکه به ترت يطور دارند به
f(x) يعني = xq  وg(y) = yq′ کـــــــه x ∈ A 

xو  ∈ A به علاوه .fg = ، B يو رو A يرو 1
gf = ′qن ي، بنابرا1 = qିଵهر  ي. حال براx ∈ I 

q(xq)م يدار = f(xa) = xc  لذاI(aq − c) = 0 
aqن يبنابرا = cهر يطور مشابه برا . به x ∈ I  و

y, r ∈ R م:يدار  
(xcy)qିଵݎ∗q = ൫xaσିଵ(ݕ∗)൯ݎ∗q	
= ൫xa(σିଵ(ݕ∗)ݎ∗)൯q	
= zcσ((σିଵ(ݕ∗)ݎ∗)∗) 
= xcσ൫r(σିଵ(ݕ∗)ݎ∗)൯	
= zcσ൫σିଵ(y)൯σ(r) = (xcy)σ(r).  
 

Bـــن ياــــربناب = (qିଵݎ∗q − σ(r)) = و  0
σ(r) = qدهد  يجه مين نتيو ا qିଵq∗ݎ ∈ Qୱ ،

Iqچون  ⊆ R  لذاqσ(I) ⊆ R  .  
  ن يهمچن

qrb = cσ(ݎ∗)d = σqqିଵrqd = ar(qd)  ،  
  

aR(b،ن يبنابرا − qd) = bلذا  0 = qd.  
 ي] برا۱۲. ۱، لم ۱۰از [ يبازساز ۲. ۵د لم يتوجه کن
−X   است. يدرون يختيپادخودر∗−

  
−ک ي Rد يرض کنف. ۲. ۶ة يقض حلقه اول ∗

:Δ و يـيناجابجا R × R → R ک ي−σ دواشتقاق ∗−
σ−ا ي( که  يطور دواشتقاق معکوس) ناصفر باشد به∗−
σ ک ي− ،  σ صورتن ياست. در ا يختيپادخودر∗

−X aر يپذ است و عنصر معکوس يدرون∗− ∈ Qୱ 
,xهر  يکه برا يطور وجود دارد به y ∈ R ،  

  

σ(x) = aିଵݔ∗a , Δ(x, y) = a[ݔ∗,  [∗ݕ
  

  م:يدار ۲. ۲بنا به لم  اثبات:
Δ(x, y)ݑ]∗ݖ∗, 	[∗ݒ
=[σ(x), σ(y)]σ(z)Δ(u, v), 

  
Δاست و  ييناجابجا Rکه  يياز آنجا ≠ ، لذا 0

x଴, y଴ , u଴, v଴ ∈ R که  يطور وجود دارند به
d = Δ(u଴ , v଴) ≠ cو  0 = [σ(x଴), σ(y଴)] ≠ 0 

bو  = [u଴∗ , v଴∗] ≠ aو  0 = Δ[x଴ , y଴] ≠ 0.  
b∗ݎaن يبنابرا = cσ(r)d  ۲. ۵و بنا به لم σ  ،

−X q يعنياست،  يدرون ∗− ∈ Qୱ  وجود دارد
xهر  يکه برا يطور به ∈ Qୱ  ،σ(x) = qିଵݎ∗q .

  ن يبنابرا
Δ(x, y)ݑ]∗ݖ∗, 	[∗ݒ
=qିଵ[ݔ∗, ,qΔ(u∗ݖ[∗ݕ v) 

  
  م:يآور يبه دست م q و با ضرب کردن در

qΔ(x, y)ݑ]∗ݖ∗, 	[∗ݒ
= ∗ݑ] , ,qΔ(u∗ݖ[∗ݒ v). 

  
M ديفرض کن = R × R نگاشت  وF, G:M → Q୰ 

,F(xرا بـــــه صــــورت  y) = ,∗ݔ] و  [∗ݕ
G(x, y) = qΔ(x, y) ن صورت يد. در ايف کنيتعرF  و

G کنند، لذا  يصدق م ۲. ۱ط لم يدر شراλ ∈ C̸  وجود
,G(x که  يطور د بهدار y) = λF(x, y)ني. بنابرا  

,∗ݔ] ,Δ(x [∗ݕ y) = λqିଵ[ݔ∗ , [∗ݕ = a 
  

aکه  = λqିଵ چون .Δ ≠ 0، لذا  0 ≠ a 
σ(x)ر است و يپذ معکوس = aିଵݔ∗a ن برهان را ي. ا
  کند. يکامل م

  م.يآور يبه دست م يجمع يها نگاشت ير را برايجه زينت
  
−ک ي Rد يفرض کن .۲. ۷جه ينت حلقه اول و ∗

f: R → R ناصفر باشد. اگر  ينگاشت جمعσ ک ي
−   که  يطور باشد به Rاز  يختيپادر∗

(2.4)         f(x)ݔ∗ = σ(x)f(x) (x ∈ R),  
  

aر يپذ ن صورت عنصر معکوسيدر ا ∈ Qୱ  و نگاشت  
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g:R يجمع → C که   يطور  وجود دارند بهσ(x) =
aݔ∗aିଵ  وf  به صورتf(x) = aݔ∗ + g(x)a  ا يو
f(x)به صورت  = g(x)a .است  

  
است  ياست. کاف ييجابجا Rد يابتدا فرض کن اثبات:

 ياست. چون برا R يرو ينگاشت همان σم ينشان ده
x ∈ R  ،f(x)(ݔ∗ − σ(x)) = f(x)ا ي، 0 = و  0

σ(x)ا ي = از  ياجتماع Rن صورت ي. در ا∗ݔ
x} يجمعــــ يهــــا رگروهيز ∈ R: f(x) = و  {0

{x ∈ R: ∗ݔ = σ(x)}  تواند  يک گروه نمياست. اما
fچون رگروه سره خود باشد و ياز دو ز ياجتماع ≠ 0 ،

xهر  ين برايبنابرا ∈ R  ،ݔ∗σ(x) د يحال فرض کن=
R م:ي) دار۲. ۴است. بنابه ( ييناجابجا  

f(x)ݕ∗ − σ(y)f(x) = σ(x)f(y) − f(y)ݔ∗ 
  

.و لذا  ψ(x) = aିଵf(x) − ∗ݔ ∈ C ن يو در ا
f(x)صورت  = aݔ∗ − ψ(x)a است حالت  يکاف
Δ = ∗ݕf(x) يعنيم، يرينظر بگرا در 0 = σ(y)f(x) 

a ريپذ عنصر معکوس ي، به ازا۲. ۵نا به لم ب ∈ Qୱ 
σ(x)م: يدار = aିଵݔ∗aني. بنابراf(x)y =

aିଵyaf(x) يعني f(x) = aିଵψ(x) ن اثبات را يو ا
  کند. يکامل م

−در ادامه  − يها را رو دواشتقاق∗ اول  يها حلقه ∗
  م.يکن يم ييشناسا

  
−آل از  دهيک اي Iد يفرض کن. ۲. ۸گزاره  حلقه اول  ∗
:dو  R ييناجابجا I × I → Q୰ ک ي− دواشتقاق ∗

λن صورت يباشد. در ا ∈ C̸ يکه برا يطور وجود دارد به 
,xهر  y ∈ I ،  

d(x, y) = λ[ݔ∗, [∗ݕ  .  
  

Iم ياست فرض کن يکاف اثبات: ≠ 0  .I ييناجابجا 
:F ن نگاشتيست بنابراا I × I → Q୰  با ضابطة

F(x, y) = ,∗ݔ]   جهيناصفر است. لذا بنا به نت [∗ݕ
,F يها ، نگاشت ۲. ۴ d: I × I → Q୰ ۲ ط لميدر شرا .
λن يکنند. بنابرايصدق م ۱ ∈ C که يطور وجود دارد به  

d(x, y) = λF(x, y) = λ[ݔ∗,  .[∗ݕ

:Dد يفرض کن R × R → R ک ي− . دواشتقاق باشد∗
xهر  يم برايدان يم ∈ R  ،D(0, x), D(x, 0) 

−  ]۲. ۱ه ي، قض۱[ ر ازيج زين نتاياشتقاق هستند. بنابرا∗
  ند.يآ يبه دست م

  
− Rد يفرض کن .۲. ۹جه ينت مه اول باشد. يحلقه ن ∗

:Dاگر  R × R → R ک ي− دواشتقاق باشد، آنگاه  ∗
D  ،R × R را به Z(R) کند. ير ميتصو  
 
−ک ي Rد يفرض کن .۲. ۱۰جة ينت حلقه اول باشد.  ∗

:Dاگر  R × R → R ک ي− دواشتقاق باشد، آنگاه  ∗
 است. ييجابجا Rا يو  D=0ا ي

 ۱۰. ۲جه يدر نت Rدهد که اول بودن  ير نشان ميمثال ز
  است. يالزام

  
  باشد و  ييک حلقه جابجاي Sد يفرض کن .۱۱. ۲مثال 

R = ൝൥
0 a b
0 0 c
0 0 0

൩ : a, b, c ∈ Sൡ 

  
:Dم يکن يف ميتعر R × R → R  

D൭൥
0 aଵ bଵ
0 0 cଵ
0 0 0

൩ , ൥
0 aଶ bଶ
0 0 cଶ
0 0 0

൩൱	

= ൥
0 0 aଵ, bଵ
0 0 0
0 0 0

൩ 

  و

൥
0 ܽ ܾ
0 0 ܿ
0 0 0

൩

∗

= ൥
0 ܿ ܾ
0 0 ܽ
0 0 0

൩   .  

  
 ۲.  ۱۰جه يط نتيدر شرا Dتوان نوشت  يمن صورت يدر ا

  است. ييجابجا R و نه D=0کند، اما نه  يصدق م
  
  يريگ جهينت. ۳

−در  − ره ييحلقه اول ناجابجا ∗ از  يدو اشتقاق مضرب∗
−ک جابجاگر است. در ي −مه اول، يحلقه ن ∗ دو  ∗

 يها ن در حلقهيچن شوند، هم ير ميها به مرکز حلقه تصو اشتقاق
−تنها  ييرجابجاياول غ   دو اشتقاق، اشتقاق صفر است.  ∗
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