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  چکيده
ان يه دهندگان خدمات، کارفرمايان ارايرقابت در م يشان و فضايان در برآورده کردن تقاضايمشتر يبالال توقع يامروزه به دل

ت ين شکل ممکن برآورده کنند تا رضاين زمان و به بهتريتر ان را در کوتاهيمشتر يد تقاضايجد يها ه روشيارا در تلاشند تا با
ر با تابع هدف يمتغ يبا سودها يابي جهت ي ن مقاله مسالهيکنند. در ا يآور ز جمعين سود ممکن را نيشتريان را جلب و بيمشتر
ن مساله يرد. در ايگ يحل آن مورد استفاده قرار م يح برايصح يزير ک مدل برنامهيرد و سپس يگ يمورد مطالعه قرار م يکسر

ان حرکتش در ينه کند، شروع و پايشيشده را ب يآور که سود جمع يا ه است به گونهينقل ي لهيوس ير برايک مسين ييهدف تع
 ي سفر تجاوز نکند. در مساله يکند و از مدت زمان در نظر گرفته شده برا يده سيتقاضا را سرو يان دارايمبدا باشد، مشتر

از  يگراف متناظر با مساله قرار دارند. در ادامه حالت يها ان در راسيمشتر ير با تابع هدف کسريمتغ يبا سودها يابي جهت
کمان  يابي جهت ي مساله حاصل را مساله .رديپذ يدر کمان انجام م يده سيرد که در آن سرويگ يقرار م يله مورد بررسمسا

ه شده يان مدل ارايم. در پايکن يحل م يم. در ادامه مساله را به روش دوبخشينام يم ير با تابع هدف کسريمتغ يبا سودها
روش را مورد بحث و  ييکارا يج عدديه نتايکرده و با ارا يساز ادهيپ يتصادف ي ها از نمونه يا دسته يحل مساله را رو يبرا

ن يحل کنند. همچن يل را در مدت زمان معقوليقادرند مسا يشنهاديپ يها تميد که الگوريم ديم داد. خواهيقرار خواه يبررس
ن يستند. همچنيل وابسته نيمسا يبزرگباشد و به  يها م ل وابسته به ساختار گراف آنيد که مدت زمان حل مسايم ديخواه
  نه هستند.يمساله به يبدست آمده برا يها د که جوابيم ديخواه
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  مقدمه - ۱
 چالش موضوعات از يکي نقل و حمل به مربوط مباحث

 و موسسات .است اتيعمل رد قيتحق حوزه در زيبرانگ
 صرف را ياديز يهانهيهز اغلب نقل و حمل يهاشرکت

 در نقل و حمل بخش کنند.ينقل م و حمل يهاتيفعال
 چنان از يخدمات و يديتول از اعم ياقتصاد يهاستميس
 از يتوجه قابل بخش که است برخوردار ياژهيگاه ويجا

 يکي .دهدياختصاص م خود به را کشور هر يمل درآمد
 ياديز توجه رياخ يهادهه در که نقل و حمل مباحث از
 است. مساله يابيريمس است، مساله کرده جلب خود به را

 گره يابيريمس مساله دسته دو به يکل طور به يابيريمس
 اول ي دسته در. شوديم ميتقس کمان يابيريمس مساله و

 اي ها الي دوم يدسته در و دارند سيسرو يها تقاضا گره
 کي يابي جهت دارند. مساله سيسرو يها تقاضا کمان
 کين ييتع هدف آن در که است يابيريمس مساله

 به شوند، ملاقات ديبا که هاستگره از رمجموعهيز
 از و شود نهيشيشده ب يآور جمع سود مقدار که يطور

 نشود. از تجاوز سفر يبرا شده گرفته نظر در حد زمان
 تيريمد سود، کردن هنيشيب يابيجهت مساله اهداف
 ش سطحيافزا و انيمشتر يتقاضا برآورده کردن زمان،

 پژوهشگران .برد نام توان يم را يده سيسرو تيفيک
 و طيشرا از يبعض گرفتن نظر در با که اند نموده يسع

 و ها ، مدليواقع يکاربردها در موجود يها تيمحدود
 ليمسا از دسته نيا حل يبرا يمتنوع حل يها روش

 کدام هر که گره يتعداد يابي جهت مساله دهند. در هيارا
 کل و است شده گرفته نظر در دارند يمشخص ازيامت

 گره .است مشخص و محدود ها از گره ديبازد مسافت
مشخص  مختلف يها گره نيب مسافت و ييانتها ،ييابتدا

 موجود يها گره نيب يريمس افتني مساله هدف هستند.
د يبازد حاصل از ازيامت مجموع که است يا وهيش به

 مسافت کل اگر واقع شود. در نهيشيب منتخب يها گره
 و ييگره ابتدا و مشخص نبوده و محدود ها گره از ديبازد
 به يابي جهت مساله نباشد، مشخص زين ريمس ييانتها

  شود. يل ميگرد تبد فروشنده دوره مساله
  
 پيشينه تحقيق - ۲

 ١گلدن توسط ۱۹۸۷ سال در بار نياول يابي جهت مساله
 انتخاب از يبيمساله ترک ني. ا]۱[شد يو همکاران معرف

 انتخاب يها راس نيب ريمس نيتر کوتاه نييتع و راس
 شده يآور جمع کل سود نه کردنيشيب هدف .است شده

 ليدل به مساله نيا در .است شده انتخاب يها راس از
شوند،  ملاقات توانند ينم هااسر ي همه يت زمانيمحدود

 دو از يبيترک يابي جهت مساله که گفت توان يم نيبنابرا
گرد  دوره فروشنده و يپشت کوله کيکلاس يبيترک مساله
 يابي جهت مساله کي يگروه يابي جهت . مساله]۲[است
 لهيبه وس که است ريمس pن ييتع هدف آن در که است

 شده يآور جمع سود و است شده محدود maxT يزمان حد
 برگرفته يگروه يابي مساله جهت .کند يم نهيشيب را کل

 يابي جهت چندنفره يهاميت آن در که است يباز کي از
 ازيامت يمشخص يزمان محدوده در و دهنديم انجام را

ن بار در سال ياول ين مساله برايکنند. ايم يآورجمع
 يابي م مساله جهتيو همکاران با تعم ٢توسط چاوو ۱۹۹۶

هوکز لر يو م ٣نگي. ت]۳[شد يمعرف يريبه حالت چند مس
 يرا برا يگروه يابي از مساله جهت يکاربرد

به  يده سيبه منظور سرو يابيريمس يها نيسيتکن
ن در سال يو روزنوا ٥. کانتور]۴[٤ان شرح دادنديمشتر
را  يبا پنجره زمان يابي ن بار مساله جهتياول يبرا ۱۹۹۲

 يده سين مساله سروي. در ا]۵[٦قرار دادند يمورد بررس
ن ييش تعياز پ يک پنجره زمانيبه هر راس خاص در 

 يک پنجره زمانيشود. هر راس با  يشروع م  شده
 ,i iO C تواند  يشود و ملاقات هر راس فقط م ين مييتع

ه به هر يورود اول يشروع شود. برا ين پنجره زمانيدر ا
که ورود با  يم، در حاليمنتظر بمان يراس خاص مدت زمان

 ينکه مساله ناشدنير ممکن است منجر شود به ايتاخ
فرض شده است  يبا پنجره زمان يابي شود. در مساله جهت

 ياز کاربردها ياريک است. در بسيرها يکه تعداد مس
 ير به خواص شبکه بستگيک مسيش يمايزمان پ يواقع

ن يش فاصله بيمايپ دارد، که ممکن است بر مدت زمان

                                                
1. Golden 
2. Chao 
3. Tang 
4. Miller-Hooks 
5. Kantor 
6. Rosenwein 
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ن يک. بر هميزان ترافير بگذارد. مانند ميدو راس تاث
ن بار ياول يبرا ۲۰۰۲نگاس در سال يو ل ١نياساس فوم

نمودند و ثابت  يوابسته به زمان را معرف يابي مساله جهت
سخت NP٢ ي ک مسالهين مساله يکردند که ا

که ممکن است تجمع رخ  ييها تي. در موقع]۶[٣است
ست و يدهد، مدت زمان سفر فقط وابسته به زمان ن

ر يد غيمشکل و شا يک راه قطعي ينيب شين پيهمچن
را مورد ياخ يدفتصا يابي ن مساله جهتيممکن باشد. بنابرا

و همکاران در سال  ٤لهانيقرار گرفته است. ا ياديتوجه ز
 يآور ل با سود جمعيبودند که مسا ين کسانياول ۲۰۰۸

با  يابي ها مساله جهت . آن]۷[کردند ينامشخص را معرف
ک مدل از مساله يرا به عنوان  يتصادف يسودها
 يکمان صورت يابي کردند. مساله جهت يمعرف يابي جهت

ها  کند که در آن کمان يم يرا بررس يابي از مساله جهت
ها  گر راسيد يها که در حالت يشوند، در حال يملاقات م
 يرو يقاتيو اسپرانزا تحق ٥ي. آرچت]۸[شوند يملاقات م

کمان انجام دادند و آن را به حالت  يابي مساله جهت
بسط دادند که به آن  يا لهيکمان چندوس يابي مساله جهت

. ]۹[٦نديگو يم يگروه يابي کمان جهت يابيريمساله مس
ن بار در ياول يت برايظرف يدارا يگروه يابي مساله جهت

. در ]۱۰[و همکاران مطرح شد يتوسط آرچت ۲۰۰۹سال 
بت داده ک سود نسيک تقاضا و ين مساله به هر راس يا

ر يک مسين يين مساله تعيدر ا يشده است. هدف کل
نه کردن يشيه در دسترس، به منظور بيله نقليهر وس يبرا

ت و زمان در نظر گرفته ي، بدون تجاوز از ظرفيسود کل
و همکاران در سال  يه است. آرچتيله نقليوس يشده برا

 يت را به حالتيظرف يدارا يگروه يابي مساله جهت ۲۰۱۳
ک ي يادند که در آن فرض شده است که وقتبسط د

د به طور کامل يشد، با يده سيسرو يمشتر
 يابي ن مدل مساله جهتي. که ا]۱۱[شود يده سيسرو

ده يناقص نام يده سيت با سرويظرف يدارا يگروه
ن يشده در ا يآور بت شده است که سود جمعشود. ثا يم

                                                
1. Fomin 
2. Nondeterministic Polynomial 
3. Lingas 
4. Ilhan 
5. Archetti 
6. Speranza 

 يابي شده در مساله جهت يآور مساله دو برابر سود جمع
 يبند خوشه يابي ت است. مساله جهتيظرف يدارا يگروه

و  ٧يتوسط آنجلل ۲۰۱۴ن بار در سال ياول يشده برا
م از مساله يک تعمين مساله ي. ا]۱۲[شد يهمکاران معرف

 ييها ها در گروه است که در آن راس يابي جهت
ک سود يها  اند. به هر گروه از راس شده يبند خوشه

ک گروه از يسود در  ياختصاص داده شده است و زمان
موجود در  يها راس ي شود که همه يم يآور ها جمع راس

ال و همکاران در س ٨ويشوند.  يده سيآن گروه سرو
. ]۱۳[کردند يهمبسته را معرف يابي مساله جهت ۲۰۱۴

است.  يابي م درجه دوم از مساله جهتيک تعمين مساله يا
ل شده است. جزء ين مساله از دو جزء تشکيتابع هدف ا

ملاقات شده و جزء  يها سود کل از راس يآور اول جمع
ان يم يياست که ارتباط فضا يدوم تابع سود درجه دوم

ها  د در راسيکه با ييآورد. سودها يها را به دست م راس
کترند يکه به هم نزد ييها ن راسيشود اغلب ب يآور جمع

ک يل تور ين مساله برگرفته از مسايهمبسته است. ا
نه يشيد به منظور بيها با است. ربات يتو تور چند ربا يربات

د يها با ها را ملاقات کنند، اما آن کردن تابع هدف راس
و  ٩يت کنند. ون در مرويرا رعا يت زمانيمحدود

 يابي از مساله جهت يميتعم ۲۰۱۴همکاران در سال 
ه دادند که در آن به تعداد يارا يبا پنجره زمان يگروه

 يآور جمع يه براينقلله يا وسيمراجعه کننده  يمشخص
. که به آن مساله ]۱۴[از استيک راس خاص نيسود از 

ن يند. همچنيگو يم يبا پنجره زمان يتعاون يابي جهت
س شروع شود به يکه سرو نيد قبل از ايمراجعه کننده با

ه دو يله نقليشناور وس يبند ک فرموليجا برسد.  آن
  ه شده است.ين مساله ارايا يز براين يسياند

ن بار ياول يبرا ۲۰۱۳در سال  ١١و لاپورت ١٠غاناردو
ر را مورد مطالعه قرار يمتغ يبا سودها يابي مساله جهت

ک پارامتر ين مساله به هر راس ي. در ا]۱۵[دادند
ن يب يسود اختصاص داده شده است که عدد يآور جمع

م سود متناظر با آن يک است و هر بار که بخواهيصفر و 

                                                
7. Angelelli 
8. Yu 
9. Van der Merwe 
10. Erdogan 
11. Laporte 
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ن پارامتر فقط يه به ام با توجيکن يآور راس را جمع
مانده در آن راس را  ياز سود باق يم درصديتوان يم

  م. يکن يآور جمع
  
ر با تابع يمتغ يبا سودها يابي جهت مساله - ۳

   يهدف کسر
ر با تابع هدف يمتغ يبا سودها يابي جهت ي در مساله

شده به  يآور نه کردن نسبت سود جمعيشيهدف ب يکسر
ه با در نظر گرفتن ينقل ي هليوس يصرف شده برا ي نهيهز

ه سفر ينقل ي لهين مساله وسياست. در ا يت زمانيمحدود
 يده سيکند و ضمن سرو يخود را از مبدا شروع م

ز ملاقات يگر را نيد يها از راس يتقاضا، تعداد يها راس
در نظر گرفته شده  يکه از حد زمان يا کند به گونه يم

نه شود، و يشيده بسفر تجاوز نکند و سود به دست آم يبرا
با  يابي جهت ي گردد. در مساله يم ت به مبدا بازيدر نها
ه ينقل ي لهيوس ير با تابع هدف کسريمتغ يسودها

ک بار ملاقات کند و يش از يرا ب يک مشتريتواند  يم
جا به  نيد توجه داشت که در ايکند. اما با يآور سود جمع

سود  يآور ک پارامتر جمعيهر راس  0,1i  
ن پارامتر به يل اختصاص اياختصاص داده شده است. دل

ک بار از يش از يم بين است که اگر بخواهيهر راس ا
که  يم هر بار مقدار سوديکن يآور سود جمع يک مشتري
ن پارامتر يبا توجه به ا ميکن يآور م جمعيتوان يم

د که يابد. به عنوان مثال فرض کني يکاهش م يآور جمع
در نظر  يريگ يماه يرا برا ير مناطقيگيک ماهي
دفعه  ير برايگيماه يرد. در هر منطقه خاص وقتيگ يم

ل يبه دل يکند، اما دفعات بعد يد ميص يماه ياول مقدار
ز فرار ين يد شده و تعداديها ص ياز ماه يکه تعداد نيا
ک حد مجاز يکند.  يد ميص يکمتر يکنند، تعداد ماه يم

ن شده است. ييز تعيفعات ملاقات هر راس نتعداد د يبرا
د مدت زمان يسود هر راس با يآور جمع ين برايهمچن

هر راس متفاوت است، در آن راس  يکه برا يمشخص
ه کمتر از زمان مشخص ينقل ي لهيک وسيم. اگر يبمان

کند.  يافت نميدر يگاه سود ک راس بماند آنيشده در 
مان مشخص د زين مطلب فرض کنيشتر ايشرح ب يبرا

سود دو  يآور جمع يک راس برايافته به ياختصاص 
درصد  ۸۰سود برابر  يآور ساعت باشد و پارامتر جمع

ن يساعت در ا ۵ ي ه به اندازهينقل ي لهين وسيباشد. اگر ا
و در  80/ ي گاه در دو ساعت اول به اندازه راس بماند آن

1)*80/ ي دو ساعت دوم به اندازه /80)  درصد از
کند.  يم يآور افته به راس را جمعيسود اختصاص 

شتر در آن راس يک ساعت آخر که بي ين به ازايهمچن
کند، چون حداقل  يافت نميدر يچ سوديمانده است ه

هر  يسود دو ساعت برا يآور جمع ياز برايزمان مورد ن
  بار است. 

  
  گراف يف مساله رويتعر :١- ٣
 ير با تابع هدف کسريمتغ يبا سودها يابي مساله جهت در
)دار ر جهتيک گراف کامل غي , )G V E  داده شده

مجموعه   Eها و  مجموعه راس Vاست که در آن 
Tميها است. فرض کن الي V يها سمجموعه را 

هر راس باشد که شامل مبدا است. يضرور
{0}i V  ک سود يip يآور د جمعيدارد که با 

i[0,1] يآور ک پارامتر جمعيشود، و   ز به آن ين
ه ممکن است يله نقليک وسياختصاص داده شده است. 

کند چند گذر بماند. در  يم که آن ملاقات يدر هر راس
 يا ن شدهييش تعيمدت زمان از پ يک گذر به معنينجا يا

ک ي يماند. وقت يه در هر راس ميله نقلياست که وس
ش يکند معنا يم يک راس سپريگذر در  Kه يله نقليوس

برابر  kماند  يکه در آن راس م ين است که مدت زمانيا
ماند. فرض  يک گذر در آن راس مي ياست که برا يزمان
واحد از زمان است و  irازمند ين iد هر گذر در راس يکن

100 با ماندن در آن راس i مانده  يدرصد از سود باق 
که از  ijtشيمايان پک مدت زميشود.  يم يآور جمع

)اليکند به هر  يم يرويپ يمثلث ينامساو , )i j E 
ک تور سود ين ييتع ياختصاص داده شده است. هدف کل

انش در مبدا يه است که شروع و پايله نقليوس ينه برايشيب
کند و از  يش ميمايرا پ يضرور يها است و همه راس

   کند. يسفر تجاوز نم ين شده براييان تعمدت زم
  
  مساله ياضي: مدل ر٢- ٣

م در هر يتوان يکه م ييها م حداکثر تعداد گذريفرض کن
)0م را با يبمان iراس  2 )

( )i
i

i

L t
m

r

 
 ش ينما
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 يها تيم، که مقدار آن ممکن است به محدوديده يم
داشته باشد.  يبستگ يتيريمد يها تيا محدوديو  يکيزيف

ن است که ممکن است در يا يکيزيت فيمنظور از محدود
ک مقدار مشخص وجود نداشته يش از يک راس منابع بي

 يخواهد کالا يم يا هيله نقليم وسيباشد. مثلا فرض کن
است که  يعيکند. طب يريک انبار بارگيرا از  يمشخص

 يريشتر بارگيک مقدار خاص بيتواند از  يه نميله نقليوس
ن معناست که ممکن يرانه هم به ايت مديکند. محدود

ه يله نقليکه وس يک شرکت تعداد دفعاتيت يرياست مد
ن کند. ييکند را تع يريک مکان خاص بارگيتواند در  يم

ال يه يله نقليکه وس يزمان ijxريم مقدار متغيفرض کن
( , )i j E ن ير ايک باشد و در غيکند برابر با  يط را

د مقدار ين فرض کنيصورت برابر با صفر باشد. همچن
ا يگذر و  kزان يه به ميله نقليکه وس يزمان ikyر يمتغ

ن ير ايک باشد و در غيبماند برابر با  iشتر در راس يب
ش يماينه پيهز ijcنجا يصورت برابر با صفر باشد در ا

کمان  ,i j  ام وL سفر  يدر نظر گرفته برا يحد زمان
مساله  ياضين مدل ريقه است. بنابرايبر حسب دق

ه شکل ب ير با تابع هدف کسريمتغ يبا سودها يابي جهت
  باشد. ير ميز
)۱(      1

{0} {1,2,..., } ( , )

(1 ) /
i

k

i i i ik ij ij
i V k m i j E

max p y c x  

   

     

)۲(                     
1

:( , )

. . 2 ( ),ij i
j i j E

s t x y i V


   

)۳(         1
, ,

2

( : 2 | | | | 2, , ),

ij t
i S j V Sori V S j S

x y

S V S V T t S
     



      


  

)۴(          
, 1 ( , {2, ..., }),ik i k iy y i V k m


    
)۵(                   

( , ) {0} {1,..., }

,
i

ij ij i ik
i j E i V k m

t x r y L
   

     

)۶(                                     
1 1 ( ),iy i T   

)۷(                          
1 {0,1} ( ),iy i V T    

)۸(           {0,1} ( , {2,..., }),ik iy i V k m    
)۹(                         {0,1} (( , ) ).ijx i j E   

  
زان سود به دست يکه تابع هدف است نسبت م ۱عبارت 

کند.  ينه ميشينه صرف شده در طول سفر را بيآمده به هز
نه يشيشود که علاوه بر ب ين مين عمل منجر به ايکه ا

 ينه کند. نامساويز کميسفر را ن ي نهيکردن سود هز
 يک راس سوديکند که اگر در  يجاب ميا يمثلث

ست که آن راس ملاقات شود، ين يازينشود ن يآور جمع
ت درجه يمحدود به عنوان ۲ت يل محدودين دليبه هم

ت يبه عنوان محدود ۳ت يآورده شده است و محدود
 يريردور جلوگيجاد زيآورده شده است و از ا يوستگيپ
 يمساله تور پوشش يبند ها از فرمول ين نامساويکند. ا يم

 يآور ه را از جمعيله نقليوس ۴ت ياند. محدود آورده شده
کند.  يکه آن را ملاقات نکرده منع م يسود در راس

دهد که  ياست و اجازه نم يت زمانيمحدود ۵ت يمحدود
سفر تجاوز کند.  ين شده براييه از زمان تعيله نقليوس

 يضرور يها کند که همه راس يجاب ميا ۶ت يمحدود
رها يدامنه متغ ۹و  ۸، ۷ يها تيد ملاقات شوند. محدوديبا

  کنند. ين مييرا تع
  توان به صورت يتابع هدف مساله را م

)۱۰(                                           ( )

( )

f Y
max

g X
  

  
 در نظر گرفت که در آن

1 2
( , , ..., ) ( )

ma a a a a AX x x x x


   
  و

( ) : ( ), {1, 2, ..., }.ik iY y i V k m    
  

   ب تابع هدف به صورتين ترتيپس بد

)۱۱(                   f( )
max , ( , ) (p )

( )

Y
X Y

g X
  

  
  د يفرض کن q يقيهر عدد حق يد. برايآ يدر م

(x,y)(q) max ( ) ( ) ,

( , ) (p)

F f Y qg X

X Y
 



  

  
حل مساله در ادامه  يبرا يتميه الگوريحال به منظور ارا

  م.يکن يان و اثبات مير را بيه زيقض
  

د ي: فرض کنهيقض
 

*

,
( )

( )X Y
f Y

q max
g X ن يدر ا

q*صورت  q  اگر و تنها اگر( ) 0F q  . 
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د که چون در هر جواب مساله، يابتدا توجه کن اثبات:
هر  ين برايد ملاقات شوند، بنابرايتقاضا حتما با يها راس

 ,X Y   ميدار 
(i, j) E

(X) 0ij ijg c x


  ابتدا فرض .

د يکن  0F q م که يم ثابت کنيخواه ي. م*q q .
ف يطبق تعر ,q qX Y   چنان موجودند که

      0q qF q f Y qg X   جه ين رابطه نتي. از ا

شود که  يم 
 

q

q

f Y
q

g X
د ي. حال فرض کن* *(X , Y ) 

) مساله ي نهيجواب به )P  صورت نيباشد، در ا  
)۱۲(               

 
 
 

*
* *

*

q

q

f Y f Y
q q q q

g Xg X
      

  
)چون ياز طرف , )q qX Y ي مساله ي نهيجواب بهP  است

* سپ *

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) 0f Y q g X f Y q g X   

  جهيدر نت

)۱۳(                 
*

*

* *( )

( )
.f Y

q q q q
g X

   

  
q*شود که  يجه مينت ۱۳و  ۱۲با توجه به روابط  q.  

م که يم ثابت کنيخواه ياثبات قسمت عکس م يبرا
*( ) 0F q ف ي. چون طبق تعر

* * *( ) ( ) 0f Y q g X ن ي، بنابرا  

)۱۴(            
*

( , )

* * *

( ) max

0

( ) ( )

( ) ( )
X YF q f Y qg X

f Y q g X
 

  
   

  
)*جه يدر نت ) 0F q چون  ي. از طرف* *(X , Y جواب  (

p)مساله  ي نهيبه ) فياست لذا طبق تعر  
*

*

* *( ) ( )
( ) ( ) 0

( ) ( )

f Y f Y
f Y q g X

g X g X
q     

  
  شود که: يجه مين مطلب نتياز ا

)۱۵( * *
( , )max ( ) ( ) 0 ( ) 0.X Y f Y q g X F q      

  
)*م داشت يخواه ۱۵و  ۱۴جه با توجه به يدر نت ) 0F q .  

افتن جواب ي يشود که برا يجه ميه فوق نتياز قض
p)مساله  ي نهيبه ) تابع ي  شهيست ريکافF م.يابيرا ب  

  

 ١يم که با استفاده از روش دوبخشيده يدر ادامه نشان م
ن کار يانجام ا يافت. برايرا  Fتابع  ي شهيتوان ر يم
  م:ير داريز يها ان و اثبات گزارهياز به بين

  
  ر است:يز يها يژگيو يدارا F: تابع گزاره
  ک تابع محدب است.ي Fالف: 
  است. يدا نزوليک تابع اکي Fب: 
limج:  ( )

q
F q


   

limد: ( )
q

F q


   

0د يض کناثبات قسمت (الف) فر يبرا اثبات: 1  
ن صورت يدلخواه باشند. در ا يقيدو عدد حق 2qو  1qو 
  توان نوشت يم

 
 

 
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1 2

( , ) 1 2

( , ) 1

2

( , ) 1

( , ) 2

1 2

( (1 ) )
max (Y) ( (1 ) ) g(X)

max (Y) g(X)

(1 ) (Y) g(X)

max (Y) g(X)

(1 ) max (Y) g(X)

( ) (1 ) F( )

X Y

X Y

X Y

X Y

F q q
f q q

f q

f q

f q

f q
F q q

 
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







 


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
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 
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 

  

  

 

  

   

  
  ک تابع محدب است. ي Fجه تابع يدر نت

1د يض کناثبات قسمت (ب) فر يبرا 2q qم يخواه ي. م
1م ينشان ده 2( ) ( )F q F qهر  ي. برا ,X Y  

)چون  ) 0g X  م:يدار  
1 2

1 2

(X) (X)
(Y) q ( ) ( ) q ( ).

q g q g
f g X f Y g X

 

  
 

  
  توان نوشت: يجه ميدر نت

( , ) 1

( , ) 2

1 2

max (Y) q ( )

max ( ) q ( )

F(q ) F(q ).

X Y

X Y

f g X
f Y g X





 


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 يک عدد منفي Mد يرض کناثبات قسمت (ج) ف يبرا

م يده يبزرگ باشد. قرار م

 ,
(Y) M 1max

( )X Y
fN

g X

  
  

 
q. حال اگر  N 

                                                
1. Bisection 



 

 ۲۵                                                                                     يابي با سودهاي متغير و تابع هدف کسري و تقاضا روي کمان ي جهت مساله
 

   

هر  يگاه برا آن ,X Y  م يدار(Y) M
( )

fq
g X

 
  
 

 .

هر  ين برايبنابرا ,X Y  ميردا
( ) ( ) 1f Y qg X M   جه:يدر نت  

( , )max ( ) q ( ) M 1 M

F(q) M
X Y f Y g X    

 
 

  
limجه گرفت يتوان نت ياز مطالب فوق م ( )

q
F q


 . 

ک عدد مثبت ي Mد ياثبات قسمت (د) فرض کن يبرا
  بزرگ باشد. 

م يده يقرار م
 ,

(Y) M 1min
( )X Y

fN
g X

  
  

 
 . حال اگر

q N هر  يگاه برا آن ,X Y  م:يدار  
( ) ( ) 1f Y qg X M    

  
  جه:يدر نت

( , )max ( ) q ( ) M 1 M

F(q) M
X Y f Y g X    

 
  

  
limن يبنابرا ( )

q
F q


 . 

  
  يج عددي: نتا۳- ۳

ستم عامل يط سيانجام شده در مح يها تمام آزمون
و با  RAMت حافظه يگابايگ ۶ستفاده از ، با ا۸ندوز يو

استفاده از پردازشگر      5 4210Intel R Core TM i U 
انجام شده با استفاده از  يها انجام شده است. آزمون

12  افزار نرم / 6CPLEXيسينو و به زبان برنامه #C در  
2013Visual  طيمح Studio يها نوشته شده است. داده 

 يو به منظور بررس يمساله به صورت تصادف يورود
ن منظور ابتدا ياند. بد ه شده انتخاب شدهيروش ارا ييکارا

د يتول يم. برايريگ يها را ثابت در نظر م تعداد راس
م. يده يقرار م يمورد بررس يکي يکيها را  ها، راس کمان

کنواخت يع يتدا با استفاده از تابع توزهر راس اب يبرا
که تاکنون مورد  ييها ک تا تعداد راسين يرا ب يعدد
ب ين ترتيم. به ايکن ياند، را انتخاب م قرار نگرفته يبررس

اند  قرار نگرفته يکه تاکنون مورد بررس ييها از راس يکي
کنواخت انتخاب يع يبه تصادف و با استفاده از تابع توز

 يبررس يها انتخاب شده را از فهرست راسشود. راس  يم
ها  ر راسياز سا يم. سپس فهرستيکن ينشده حذف م

ک و پارامتر ين يب يم. به تصادف عدديده يل ميتشک
د شده يتول يها تعداد کمان ي کننده که کنترل يحيصح

کنواخت انتخاب يع يباشد، را با استفاده از تابع توز يم
انتخاب شده،  يتصادف ن عدديم. سپس به تعداد ايکن يم

است و  يکه در حال بررس ين راس فعليب ييها کمان
ن روند يم. با انجام ايکن يجاد ميگراف ا يها ر راسيسا

اند و  نشده يکه تاکنون بررس ييها ن راسيممکن است ب
به  يکنون ياز راس در حال بررس يکه کمان ييها راس

ه وجود نداشته باشد. ب يها وصل شده است، کمان آن
ن اتفاق رخ دهد، يگراف، اگر ا ينان از همبنديمنظور اطم
نشده انتخاب  يبررس يها ان راسيکه از م يراس بعد

از  يکيم که حتما يده ير مييتغ يا شد، روند رابه گونه
 ييها ن راسيشوند از ب يکه به آن وصل م ييها راس

 يقبل به راس در حال بررس ي انتخاب شود که در مرحله
تقاضا  يها ا راسيها  ن کمانييد. به منظور تعان وصل شده

 يکنواخت عدديع يو سودده به تصادف و با استفاده از توز
|ن يب V |

5
2و  * | |

3
V 2ي م. به اندازهيکن يانتخاب م

3
ن يا 

ف و با را به تصاد ييها ا کمانيها  د شده راسيعدد تول
ها را به  کنواخت انتخاب کرده و آنيع ياستفاده از تابع توز

م. يريگ يسودده در نظر م يها ا کمانيها  عنوان راس
1 ي سپس به اندازه

3
ا يها  د شده راسين عدد توليا 

تقاضا  يها ا کمانيها  را به عنوان راس ييها کمان
در هر بار که  maxTد يلم. به منظور تويکن يانتخاب م

رسم شدن به راس در حال  يبه تصادف برا ييها کمان
ن ين و کمتريشتريبا ب يها شوند، راس يد ميتول يبررس

را در نظر گرفته و فواصل  يفاصله از راس در حال بررس
ر يگر جمع کرده و در دو متغيکديمذکور را با 

1T و
2T 

ع يم. سپس به تصادف و با استفاده از توزيکن يره ميذخ
ن يب يرا عدد maxTکنواختي

1T  و
2T م. يکن يانتخاب م

ن يکه بد ييها ها و کمان ان به هر کدام از راسيدر پا
لازم را نسبت  ياند پارامترها دست آمدهصورت به 

 م.يده يم
را نشان  يحاصل از روش دوبخش يج عددينتا ۱جدول 

تعداد  ي دهنده نشان Vستون  ۱دهد. در جدول  يم
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ها، ستون  تعداد کمان ي دهنده نشان Aها، ستون  راس
RV ستون يضرور يها ستعداد را ي دهنده نشان ،i 

 ي دهنده نشان Timeتعداد تکرارها، ستون  ي دهنده نشان
ن يانگيم ي دهنده نشان AveNodesمدت زمان، ستون 

ن يانگيم ي دهنده نشان AveTimesها، ستون  تعداد راس
 ي دهنده نشان AveGapشده و ستون  يزمان سپر  مدت

نجا ما يباشد. در ا يم ينگين مقدار انحراف از بهيانگيم
610Epsilonم که يکن يفرض م  . همان گونه که

راس به روش  ۵۰ل تا حدود يد مسايکن يملاحظه م
به دست  يها اند. با توجه به جواب حل شده يدوبخش

مدت زمان حل مساله بسته  م کهينيب يم ۱آمده در جدول 
ست که هرچه ين طور نير است و ايبه ساختار مساله متغ

شتر يز بيشتر باشد مدت زمان حل مساله نيها ب تعداد راس

ار يبس MIPRelativeGapير به دست آمده برايشود. مقاد
  دهد  ين نشان ميباشند و ا يک به صفر ميکوچک و نزد

  

  مساله مناسب هستند. يبرا بدست آمده يها که جواب
  

کمان  يکه تقاضا رو يم مساله به حالتيتعم - ۴
  است

 يبا سودها يابي از مساله جهت ين بخش صورتيدر ا
ها،  راس يم که در آن به جايکن يم ير را بررسيمتغ

با  يابي جهت ي شوند. در مساله يها ملاقات م  کمان
 ها قرار داشتند و ان در راسير مشتريمتغ يسودها

ز ين يليشد. اما مسا يها انجام م سود در راس يآور جمع
سود در کمان ها انجام  يآور ها جمع وجود دارد که در آن

  شود.  يم
  

 يابي با سودهاي متغير با تابع هدف کسري نتايج عددي حاصل از روش دوبخشي براي مساله جهت. ۱جدول 

A v eGap  AveTimes  AveNodes  Time  i  RV  A  V  n  
۰۵-E۱۳/۳  ۱۱/۰  ۵۷/۳۶۸  ۵۹/۲  ۲۳  ۱۲  ۴۳۶  ۳۰  ۱  
۰۵-E۱۳/۲  ۹۱/۰  ۷۹/۶۳۳  ۸۴/۲۱  ۲۴  ۸  ۴۶۸  ۳۰  ۲  
۰۵-E۸۶/۹  ۶۶/۰  ۲۷۸۶  ۲۳/۱۵  ۲۳  ۸  ۴۶۶  ۳۰  ۳  
۰۵-E۷۰/۲  ۶۰/۰  ۲۲/۱۶۸۷  ۸۱/۱۳  ۲۴  ۱۰  ۴۷۲  ۳۰  ۴  
۰۵-E۷۹/۲  ۲۷/۰  ۵۴/۲۹۵  ۴۴/۶  ۲۴  ۱۰  ۵۱۵  ۳۰  ۵  
۰۵-E۹۵/۲  ۴۳/۱  ۷۵/۱۰۴۶  ۲۵/۳۴  ۲۴  ۸  ۵۲۹  ۳۵  ۶  

۰  ۷۷/۴  ۵۸/۳۳۹۶  ۵۴/۱۱۴  ۲۴  ۱۰  ۵۹۸  ۳۵  ۷  
۰  ۰۲/۰  ۰  ۵/۰  ۲۳  ۱۰  ۵۵۸  ۳۵  ۸  
۰  ۶۳/۱ ۶۷/۶۸۸  ۲۰/۳۹  ۲۴  ۱۰  ۵۸۸  ۳۵  ۹  

۰۵-E۹۲/۹  ۶۹/۱  ۱۷/۶۱۲  ۹۴/۳۸  ۲۳  ۱۵  ۵۳۱  ۳۵  ۱۰  
۰۵-E۶/۱  ۱۹/۰  ۲۱/۱۰۲۴  ۵۸/۴  ۲۴  ۱۵  ۸۵۲  ۴۰  ۱۱  

۰  ۸۷/۴  ۰۴/۱۱۷۴۸  ۱۷/۱۱۲  ۲۳  ۹  ۸۶۹  ۴۰  ۱۲  
۰  ۳  ۱۷/۳۳۹۶  ۹۳/۷۱  ۲۴  ۱۴  ۸۱۶  ۴۰  ۱۳  
۰  ۹۶/۲  ۶۷/۲۸۰۰  ۱/۷۱  ۲۴  ۸  ۷۵۴  ۴۰  ۱۴  

۰۵-E۶۹/۲  ۵۶/۰  ۳۹/۳۲۴۹  ۸۵/۱۲  ۲۳  ۹  ۷۵۲  ۴۰  ۱۵  
۰۵-E۲۷/۵  ۰۵/۲  ۶۵/۱۲۹۹  ۱۳/۴۷  ۲۳  ۱۳  ۹۰۰  ۴۵  ۱۶  
۰۵-E۹۰/۱  ۵۶/۱  ۱۷/۸۵۶۳  ۶۲/۳۷  ۲۴  ۱۸  ۱۰۴۹  ۴۵  ۱۷  

۰  ۲۲/۱۹  ۸۳/۴۲۵۳  ۹۸/۴۴۱  ۲۳  ۱۳  ۱۰۳۵  ۴۵  ۱۸  
۰۵-E۹/۳  ۲۶/۰  ۰۹/۳۶۵  ۸۸/۵  ۲۳  ۱۳  ۱۰۷۰  ۴۵  ۱۹  
۰۵-E۰۶/۳  ۵۹/۰ ۳۰۷۲  ۵۲/۱۳  ۲۳  ۱۹  ۹۲۱  ۴۵  ۲۰  

۰  ۶۴/۷  ۲۶/۵۵۵۴  ۶۷/۱۷۵  ۲۳  ۷  ۱۲۱۰  ۵۰  ۲۱  
۰۵-E۹۳/۸  ۹۵/۷  ۹۶/۴۵۱۷  ۹۹/۱۸۲  ۲۳  ۱۵  ۱۲۳۴  ۵۰  ۲۲  

۰  ۰۳/۰  ۰  ۶۶/۰  ۲۳  ۱۴  ۱۲۰۱  ۵۰  ۲۳  
۰  ۰۹/۱۹  ۲۶/۸۰۳۶  ۱۶/۴۳۹  ۲۳  ۱۲  ۱۲۳۰  ۵۰  ۲۴  
۰  ۳۸/۷  ۹۶/۷۳۳۰  ۳۴/۱۷۷  ۲۴  ۱۰  ۱۳۰۹  ۵۰  ۲۵  

  



 

 ۲۷                                                                                     يابي با سودهاي متغير و تابع هدف کسري و تقاضا روي کمان ي جهت مساله
 

   

ر با تابع هدف يمتغ يکمان با سودها يابي در مساله جهت
ن مساله يها قرار دارند. در ا ان در کمانيز مشترين يکسر

 يزمان ي ازهک کمان به انديه با ماندن در ينقل ي لهيوس
  کند.  يآور را جمع يتر شيتواند سود ب يمشخص م
ر با تابع يمتغ يکمان با سودها يابي جهت ي در مساله

نه کردن نسبت سود يشيز هدف بين يهدف کسر
 ي لهيوس يصرف شده برا ي نهيشده به هز يآور جمع

ن ياست. در ا يت زمانيه با در نظر گرفتن محدودينقل
کند و  يه سفر خود را از مبدا شروع مينقل ي لهيمساله وس

از  يتقاضا، تعداد يها کمان يده سيضمن سرو
که از  يا کند به گونه يز ملاقات ميسودده را ن يها کمان

جاوز نکند، و در سفر ت يدر نظر گرفته شده برا يحد زمان
کمان  يابي جهت ي گردد. در مساله يت به مبدا بازمينها

را  يک مشتريتواند  يه مينقل ي لهير وسيمتغ يبا سودها
کند. اما  يآور ک بار ملاقات کند و سود جمعيش از يب
ک پارامتر يجا به هر کمان  نيد توجه داشت که در ايبا

سود  يآور جمع 0,1i   اختصاص داده شده است. اگر
 يآور سود جمع يک مشتريک بار از يش از يم بيبخواه

با  ميکن يآور م جمعيتوان يکه م يم هر بار مقدار سوديکن
ن يابد. همچني يکاهش م يآور ن پارامتر جمعيتوجه به ا

ز يتعداد دفعات ملاقات هر راس ن يک حد مجاز براي
سود هر کمان  يآور جمع ين براين شده است. همچنييتع
هر کمان متفاوت  يکه برا يد مدت زمان مشخصيبا

ه کمتر از ينقل ي لهيک وسيم. اگر ياست، در آن کمان بمان
 يگاه سود ک کمان بماند آنيزمان مشخص شده در 

  کند.  يافت نميدر
  
  تعريف مساله روي گراف: ۱- ۴

,V)م يفرض کن A)G  ه در دار باشد، ک ک گراف جهتي
مجموعه  Vميدهد. فرض کن يمبدا را نشان م ۱آن راس 

ن يباشد. و همچن يها م مجموعه کمان Aها و  راس
سودده باشد که در  يها مجموعه کمان PAميفرض کن

و  شود يافت ميدر يها سود به آن يده سيصورت سرو
RA د يباشد که با يضرور يها مجموعه کمان

,i)شوند. به هر کمان  يده سيسرو j) PA ک سود ي
 يآور د جمعياختصاص داده شده است که با ijP ينامنف

ij[0,1] يآور ک پارامتر جمعيشود، و   ه آن ز بين

,i)اختصاص داده شده است، و هر کمان  j) A يدارا 
 يباشد که از نامساو يم ijCش يمايک مدت زمان پي

ه ممکن است چند يله نقليک وسيکند.  يم يرويپ يمثلث
  د هر گذر در کمانيگذر را در هر کمان بماند. فرض کن

  

(i, j) ازمند ينijr  واحد از زمان است و با ماندن در آن
100کمان 

ij
 شود.  يم يآور مانده جمع يدرصد از سود باق

ه در نظر گرفته يله نقليوس يز براين maxTک مدت زمان ي
ه يله نقليوسدهنده حداکثر زمان سفر  شود که نشان يم
ر يمتغ يکمان با سودها يابي باشد. هدف مساله جهت يم
ه است که يله نقليوس ينه برايشيک تور سود بين ييتع

 يضرور يها انش در مبدا است و همه کمانيشروع و پا
سفر  ين شده براييکند و از مدت زمان تع يش ميمايرا پ

  کند. يتجاوز نم
  
  مساله ياضي: مدل ر٢- ٤

م در يتوان يکه م ييها حداکثر تعداد گذرم يحال فرض کن

)هر کمان , )i j 0م را با يبمان( 2 )i
ij

ij

L t
m

r

 

 
 
 

 

م، که مقدار آن ممکن است به يده يش مينما
 يتيريمد يها تيا محدوديو  يکيزيف يها تيمحدود

گر  شيمان  ijxريم متغيداشته باشد. فرض کن يبستگ
)باشد که کمان  يتعداد دفعات , )i j شود.  يم يط

له يکه وس يزمان ijky ريد مقدار متغين فرض کنيهمچن
) شتر در کمانيا بيگذر و  kزانيه به مينقل , )i j بماند

 ن صورت برابر با صفر باشد.ير ايدر غ ک باشد ويبرابر با 
ر با يمتغ يکمان با سودها يابي ن مدل مساله جهتيبنابرا

 باشد: ير ميبه شرح ز يتابع هدف کسر
)۱۶(  1

( , ) {1,2,..., } ( , )

(1 ) /
p ij

k

ij ij ij ijk ij ij
i j A k m i j E

max p y c x  

  

     

)۱۷(          
{ } { }

. . ( ) ,ij ji
j V i j V i

s t x x i V
   

     

)۱۸(                     
1

, ,

{1}, ( , )

ij kl
i S j V S or i V S j S

p

x y

S V k l A
     



    


  

)۱۹(             
( , ) ( , ) {1,..., }

,
ij

ij ij ij ijk max
i j A i j A k m

c x r y T
  

     

)۲۰(      , 1 ( , ) , {2,..., }),ijk ij k ijy y i j A k m    
)۲۱(                             1 ( , ) ,ij Rx i j A    



  ۲۸                                 ۱۳۹۸ وريهرشو  ردادم، وزدهمن، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  زاده سيد مصطفي خرمي
 
 

 

)۲۲(                           
1 1 ( , ) ,ij Ry i j A    

)۲۳(                         
1 ( , ) ,ij ij Px y i j A    

)۲۴(                 0, integer ( , ) ,ijx i j A    
)۲۵(                       

1 {0,1} ( , ) ,ijy i j A    
)۲۶(                      

1 {0,1} ( , ) ,ij Py i j A    
)۲۷(    {0,1} ( , ) , {2, ..., }.ijk ijy i j A k m     

  
که تابع هدف است مقدار سود به دست  ۱۶ت يمحدود

کند که  يجاب ميا يمثلث يکند. نامساو ينه ميشيآمده را ب
ست که ين يازينشود ن يآور جمع يک کمان سودياگر در 

به  ۱۷ت يل محدودين دليآن کمان ملاقات شود، به هم
به عنوان  ۱۸ت يت درجه و محدوديعنوان محدود

 ۱۹ت يآورده شده است. محدود يوستگيت پيمحدود
ه را از يله نقليوس ۲۰ت ياست. محدود يت زمانيمحدود

که آن را ملاقات نکرده منع  يسود در کمان يآور جمع
 يها کند که همه کمان يجاب ميا ۲۱ت يکند. محدود يم

دهد  ينشان م ۲۲ت يد ملاقات شوند. محدوديبا يضرور
م. يمان ير مک گذيحداقل  يضرور يها که در کمان

ه بخواهد يله نقليکند که اگر وس يجاب ميا ۲۳ت يمحدود
د آن را ملاقات کند. يبماند حتما با يدر کمان

  کنند. ين مييرها را تعيدامنه متغ ۲۷تا  ۲۴ يها تيمحدود
توان  يان شده در بخش قبل ميمشابه روند ب يبا روند

q*ثابت کرد که  q  اگر اگر و تنها( ) 0F q   که در
* آن max ( ) / ( ), ( , )q f Y g X X Y   و

(x,y)max ( ) ( )f Y qg X


 ي مساله (p)  و

( , )max f( ) / ( )X Y Y g X
) ي مساله  )P  باشند. يم  

ي نهيافتن مقدار بهي يمشابه حالت قبل برا يبا استدلال
*q تابع ي  شهيست ريکاف ( )F q ن يم. بنابرايابيرا ب
)تابع  ي شهير يتوان با استفاده از روش دوبخش يم )F q 

است. در هر  q*تابع  ي نهيافت که همان مقدار بهيرا 
) ي سبهاز به محايتکرار ن )F q م که با استفاده از يدار

  م.يده ين کار را انجام ميروش شاخه و برش ا
 
 يج عددي: نتا٣- ٤

 ي حاصل از حل مساله يج عددين بخش نتايدر ا
به  ير با تابع هدف کسريمتغ يکمان با سودها يابي جهت

 يتعداد يم. مساله را برايده يه ميرا ارا يروش دو بخش
م. يا اد حل کردهيکم، متوسط و ز يها نمونه با تعداد راس

تعداد  ي دهنده نشان Vستون  ۴و  ۳، ۲ی ها جدولدر 
ها، ستون  تعداد کمان ي دهنده نشان Aها، ستون  راس

PA ون سودده، ست يها تعداد کمان ي دهنده نشانRA 
 NIter، ستون يضرور يها تعداد کمان ي دهنده نشان
BiTimeها، ستون  تعداد تکرار ي دهنده نشان

حل مساله با  يمدت زمان صرف شده برا ي دهنده نشان
 ي دهنده نشان NNodes، ستون ياستفاده از روش دوبخش

نسبت  ي دهنده نشان Gapو ستون  ها تعداد تکرار راس
 باشد. يم ينگيبه
 

  
  

  هاي کم نتايج عددي براي مساله با تعداد راس .۲جدول 
Gap  NNodes  BiTime  NIter  | |RA  | |pA  A  V  n 

۰۶-E۵۵/۴  ۷۱/۱۲۳۰  ۱۷/۱۲۶۶  ۲۴  ۱۴۵  ۲۹۱  ۱۰۳۹  ۴۵  ۱ 
۰۶-E۶۱/۵  ۱۲/۲۹۷  ۲۲/۲۹۷  ۱۸  ۱۹۴  ۳۸۸  ۱۰۰۷  ۴۵  ۲  
۰۶-E۹۰/۳  ۰۸/۱۶۹۲  ۷۴/۱۰۷۳  ۲۸  ۱۲۴  ۲۴۹  ۹۱۳  ۴۵  ۳  
۰۷-E۰۱/۸  ۱۲/۱۷۴۲  ۷۶/۲۷۲۲  ۳۰  ۹۶  ۱۹۲  ۹۸۳  ۴۵  ۴  
۰۸-E۳۵/۶  ۶۹/۷۸۷  ۹۱/۲۴۷  ۱۵  ۱۱۱  ۲۲۴  ۸۹۵  ۴۵  ۵  
۰۶-E۹۸/۵  ۷۹/۱۳۵۱  ۱۷/۵۰۸  ۱۳  ۱۴۲  ۲۸۶  ۹۶۸  ۴۵  ۶  
۰۶-E۵۴/۴  ۴۶/۲۵۶۶  ۷۴/۳۶۷۲  ۲۶  ۱۸۱  ۳۶۳  ۱۰۱۹  ۴۵  ۷  
۰۶-E۹۲/۶  ۳۷/۲۸۴  ۴۰/۱۵۲  ۱۱  ۱۳۰  ۲۶۰  ۹۱۵  ۴۵  ۸  
۰۶-E۲۸/۲  ۷۹/۹۷  ۱۴/۱۳۴  ۲۴  ۱۷۴  ۳۴۸  ۱۰۱۲  ۴۵  ۹  

۰  ۰  ۰۷/۴  ۱۰  ۱۷۸  ۳۵۷  ۹۹۰  ۴۵  ۱۰  



 

 ۲۹                                                                                     يابي با سودهاي متغير و تابع هدف کسري و تقاضا روي کمان ي جهت مساله
 

   

 متوسط يها مساله با تعداد راس يبرا يج عددينتا .۳جدول 

Gap  NNodes  BiTime  NIter  | |RA  | |pA  A  V  n 
۰  ۱۷/۲۴۸۱  ۴۰/۳۴۲۶  ۳۲  ۱۵۵  ۱۵۵  ۱۱۸۳  ۵۰  ۱ 

۰۶-E۴۹/۹  ۵۲/۱۴۹۴  ۵۲/۷۴۴  ۱۸  ۷۴  ۷۴  ۱۰۸۰  ۵۰  ۲  
۰۶-E۹۹/۲  ۷۱/۳۴۰  ۰۸/۵۰۲  ۲۴  ۲۱۹  ۲۱۹  ۱۰۸۰  ۵۰  ۳  

۰  ۴  ۷۹/۱۵  ۲۴  ۷۹  ۷۹  ۱۱۱۵  ۵۰  ۴  
۰  ۲۹/۴۵  ۱۸/۲۱  ۱۱  ۲۱۹  ۲۱۹  ۱۲۱۵  ۵۰  ۵  

۰۶-E۴۹/۲  ۰۸/۶۰۰  ۲۷/۱۱۴۹  ۲۸  ۱۹۲  ۱۹۲  ۱۰۹۰  ۵۰  ۶  
۰۷-E۳۴/۸  ۳۷/۱۱۲۶  ۳۳/۹۴۳  ۱۹  ۲۴۰  ۲۴۰  ۱۱۷۱  ۵۰  ۷  

۰  ۹۲/۴۱۳  ۷۹/۵۲  ۱۸  ۸۷  ۸۷  ۱۲۴۵  ۵۰  ۸  
۰  ۱۷  ۵۰/۱۴  ۱۳  ۲۳۷  ۲۳۷  ۱۰۹۹  ۵۰  ۹  
۰  ۳۵/۱  ۹۸/۴  ۱۱  ۸۱  ۸۱  ۱۱۸۴  ۵۰  ۱۰  

 
 اديز يها مساله با تعداد راس يبرا يج عددينتا .۴جدول 

Gap  NNodes  BiTime  NIter  | |RA  | |pA  A  V  n 
۰۷-E۱۲/۹  ۵/۱۶۸۰  ۲۶/۱۶۸۰  ۲۵  ۱۷۴  ۳۵۰  ۱۴۱۵  ۵۵  ۱ 
۰۶-E۴۰/۵  ۴۶/۱۰۵۹  ۶۵/۱۲۷۴  ۳۱  ۱۶۹  ۳۳۸  ۱۵۹۸  ۵۵  ۲  

۰  ۱۲/۳۲  ۵۸/۹  ۹۲۴  ۱۳۳  ۲۶۸  ۱۴۹۱  ۵۵  ۳  
۰  ۲۹/۵۰۵  ۵۸/۵۱۳  ۱۶  ۲۸۴  ۵۶۸  ۱۵۰۸  ۵۵  ۴  

۰۶-E۵۸/۷  ۱۶/۱۷۶۶  ۸۰/۸۸۰  ۱۱  ۲۳۶  ۴۷۲  ۱۶۹۲  ۵۵  ۵  
۰  ۴۴/۳۳  ۶۷/۳۶  ۲۴  ۳۵۷  ۷۱۴  ۱۶۱۴  ۵۵  ۶  

۰۷-E۸۷/۹  ۲۱/۳۴۸  ۵۰/۲۳۷  ۳۳  ۱۳۰  ۲۶۱  ۱۳۲۸  ۵۵  ۷  
۰۵-E۲۴/۱  ۰۸/۷۴۵۴  ۳۱/۲۶۰۷۳  ۲۴  ۱۲۹  ۲۵۹  ۱۴۸۵  ۵۵  ۸  
۰۶-E۲۹/۲  ۵/۶۹۵  ۳۲/۷۲۵  ۱۲  ۱۲۳  ۲۴۷  ۱۲۷۸  ۵۵  ۹  
۰۶-E۲۰/۲  ۹۲/۳۴۵  ۳۲/۳۲۲    ۱۸۰  ۳۶۱  ۱۳۸۶  ۵۵  ۱۰  

  
  
 

  
د يکن يمشاهده م ۴و  ۳و  ۲ يها همان طور که در جدول

ل بزرگ را در يشنهاد شده قادر است که مسايتم پيالگور
ن مدت زمان حل يحل کند. همچن يمدت زمان معقول

 يمساله وابسته به ساختار گراف مساله است و به بزرگ

ار يبس يعددGap چون يست. از طرفيمساله وابسته ن
ج به دست آمده يم که نتايريگ يجه ميکوچک است پس نت

  مساله مناسب هستند. يبرا
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