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  چکيده
 يمتفاوت يها ل است که روشيدلن يز محدب دارند و به هميو آنال ينه سازيه بهيدر نظر يفراوان يتعادل کاربردها يها    مسئله

ن مقاله، يباناخ ارائه شده است. هدف ا يلبرت و فضاهايه يمختلف از جمله فضاها يفضاها تعادل در يها   حل مسئله يبرا
با  يبيترک ييتم نقطه مبدايک الگوريباشد. در واقع،  يباناخ م يبه دست آوردن جواب مسئله تعادل در فضاها يبرا يارائه روش

 يقو ييمناسب، همگرا يطيم. تحت شرايريگ   يباناخ را در نظر م يمال در فضايماکس يکنوايک عملگر يده از حلال استفا
و با  يجه اصلياز نت يم. به عنوان کاربرديکن   يمال را ثابت ميماکس يکنوايشه عملگر يتم به ريد شده توسط الگوريدنباله تول

شه يکه، ريم به طوريمال ارائه کنيماکس يکنوايک عملگر يم يتوان   يکنوا ميهر دوتابع  يثابت شده، برا ياياستفاده از قضا
ج حاصل شده در مقالات مختلف را ياز نتا ين مقاله، تعداديج ايمال همان جواب مسئله تعادل باشد. نتايماکس يکنوايعملگر 

  بخشد.   يا بهبود ميم داده يتعم
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  مقدمه - ۱
و  ينه سازيدر به يگوناگون يهاتعادل، مسئله يهامسئله 

 يها، مسئلهيسازنهيبه يهاز محدب مانند مسئلهيآنال
و  ۲،۱[کنديو ... را متحد م يراتييتغ ينقطه ثابت، نابرابر

تعادل در علوم  يهال است که مسئلهين دليبه هم .]۳
 ييهاباشند و روشيت مياهم يدارا يو کاربرد ينظر
لبرت ارائه شده يه يها در فضاهان مسئلهيحل ا يبرا

و  ۸[يتاکاهاش و] ۷[ ي. تادا و تاکاهاش]۶و  ۵،۴[است
ک يدا کردن يپ يبرا يف و قويضع ييهمگرا يايقضا ]۹

ک مسئله تعادل و ي يهاعضو مشترک از مجموعه جواب
 يدر فضا ير انبساطيک نگاشت غيمجموعه نقاط ثابت 

  لبرت را بدست آوردند.يه
 ييتم نقطه مبدايحل مسئله تعادل الگور يک روش براي

-يب ميمال را تقريماکس يکنوايشه عملگر ياست که ر
ثابت کردند که  ]۱۰[ب زاده يساواس و خط يزند. حاج

ک عملگر يتوان يک تابع مضاعف ميبا استفاده از 
شه عملگر يکه ريمال را بدست آورد به طوريماکس يکنواي
ک يعادل است. ک جواب مسئله تيمال يماکس يکنواي

شه عملگر يبه دست آوردن ر يتم شناخته شده برايالگور
  ]۱۱[لبرت توسط راکافلاريه يمال در فضايماکس يکنواي

شه يتم به ريف الگوريضع ييد. او همگرايمطالعه گرد
  ]۱۲[مال را ثابت نموديماکس يکنوايعملگر 

ن روش و يسندگان، اياز نو يارينکار، بسيپس از انجام ا
اش را مورد مطالعه قرار اصلاح شده يهانسخه
اما و ين، آويو منابع در آنها. همچن ]۱۹-۱۳[دادند

 يهانگاشت يبرا يريتصو يهاهمکاران روش
کردند و  يلبرت معرفيه يد در فضاهاياک يرانبساطيغ
 يهاک دنباله از نگاشتي يبرا يقو ييه همگرايک قضي
ثابت کردند و ن روش يد را با استفاده از اياک يرانبساطيغ

 يکنوايشه عملگر يافتن ريمسئله  يج را براينتا
  .]۲۵-۲۱[مال بکار بردنديماکس

اصلاح  يهاتميالگور ييسندگان همگراياز نو يرا، برخياخ
باناخ را مورد مطالعه قرار  يدر فضا ييشده از نوع مبدا

  . ]۳۱-۲۶[دادند
و اثبات  ]۲۰[ها در دهيشتر اين مقاله، توسعه بيهدف از ا

 يکنوايحلال عملگر  يبرا يقو ييه همگرايک قضي
  ج بدست آمده يباناخ است. از نتا يمال در فضايماکس

  

  م.يکنيدا ميک جواب مسئله تعادل را پياستفاده نموده و 
به   ۲  افته است. بخشير سازمان ين مقاله به شرح زيا

باناخ و  يف هندسه فضاهاياز تعار يبرخ يجمع آور
از يها مورد نبخش يپردازد که در باقيکنوا مي يعملگرها

را ارائه و  يديتم جدي، الگور ۳  خواهد بود. در بخش
تم را به يد شده توسط الگوريدنباله تول يقو ييهمگرا

م. سر انجام، يکنيمال ثابت ميماکس يکنوايشه عملگر ير
حل مسئله تعادل  يرا برا  ۳  بخش يهادهي، ا ۴  در بخش

  .ميبريبکار م
  
 هيف اوليم و تعاريمفاه - ۲

 يفضا   ∗X ،يقيباناخ حق يک فضاي  X  ديفرض کن
باشند.   X  باناخ ياز فضا يرمجموعه ناتهيز  C  و X  دوگان

X  در ينگاشت دوگانگ × X∗  دهند، ينشان م 〈⋅.⋅〉  را با
x  هر يبرا يعني ∈ X  و  x∗ ∈ X∗  م يدار〈x∗. x〉 =

x∗(x). ف دنبالهيضع ييهمگرا  {x୬}  به  x  را با 
 x୬ ⇀ x  بارا يقو ييو همگرا  x୬ → x  م.يدهينشان م  

:F  ک تابعي C × C → ℝ  شود يده ميمضاعف نام
x  هر يهرگاه برا ∈ C  ميداشته باش F(x. x) = 0 . 

دا کردن يم که هدف پيريگير را در نظر ميمسئله تعادل ز
z  ک جوابي ∈ X  م يکه داشته باش ياست به طور   

F(z. y) ≥ 0.				∀y ∈ C                           )۱(  
  

خانواده  يبه تو  X  از  J  نرمال ينگاشت دوگانگ
 دوگان يف ستاره فشرده از فضايضع يهارمجموعهيز

 X∗  هر يرا برا  x ∈ X  به صورت   
J(x) = {x∗ ∈ X∗: 〈x∗. x〉 = ‖x∗‖ଶ = ‖x‖ଶ}  

  
  . ]۳[م يکنيف ميتعر

   
نگاشت   J  باناخ و يک فضاي  X  ديفرض کن  ]۲[.۱لم 

.x  يباشد. آنگاه برادوگان  y ∈ X ميدار   
‖x + y‖ଶ ≤ ‖x‖ଶ + 2〈y. J(x + y)〉  

 
م يناميرا هموار) م  X  نرويو از اگتو ( ريپذرا مشتق  X  نرم

   اگر حد

lim୲⟶଴
‖୶ା୲୷‖ି‖୶‖

୲
                             )۲(  
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.x  هر يبرا  y ∈ U:= {z ∈ X: ∥ z ∥=   موجود   {1
اگر  مينامير گتو ميپذکنواخت مشتقيباشد. نرم را به طور 

y   يبرا ∈ U ي، حد فوق برا  x ∈ U   کنواخت يبه طور
ر ينرم مشتق پذ يدارا  X  يم که فضاييگويد. ميبدست آ

x   هر يفرشه است، اگر برا ∈ X ي) برا۲( ، حد در 
 y ∈ U   يم که فضاييگويد. ميکنواخت بدست آيبه طور 

  X ر فرشه است (ويکنواخت مشتق پذينرم به طور  يدارا 
 X   يبرا )۲کنواخت هموار) اگر حد در (يبه طور 

 (x. y) ∈ U × U   د.يکنواخت بدست آيبه طور  
هموار است اگر و تنها اگر نگاشت   X  است که يهيبد

است که  يهين، بديباشد. همچن يتک مقدار  J  يدوگانگ
ر گتو باشد، يپذکنواخت مشتقينرم به طور  يدارا  X  اگر

وسته يف ستاره پيبه ضع کنواخت نرميبه طور   J  آنگاه
  است.  X  رمجموعه کرندار ازيهر ز يرو

۱کنواخت محدبيرا به طور   X  نرمدار يفضا
م يناميم ٢

ε  هر ياگر برا ∈ δ کي،  (0,2) = δ(ε) > موجود    0
.x  که اگريباشد به طور y ∈ X  صادق در  

 ‖x‖ = 1 ، 	‖y‖ = x‖  و   1 − y‖ ≥ ε  باشد، آنگاه 
 ቛଵ
ଶ
(x + y)ቛ ≤ 1 − δنرمدار ي. فضا  X  دايرا اک 

۲محدب
.x  هر يم اگر برايناميم ٣ y ∈ X ، x ≠ y   و 

 ‖x‖ =  ‖y‖ = λx‖ ميداشته باش  1 + (1 − λ)y‖ <
λ   که در آن  1 ∈ به   X  است که اگر يهيبد .(0.1)

دا محدب، ياک  X  کنواخت محدب باشد آنگاهيطور 
   يکل-کادک يژگيو يو دارا يانعکاس

 يهمگرا  X  در  {x୬}  ک دنبالهينکه يا يعنيباشد، يم
x୬  است هرگاه  x  به يقو ⇀ x  و   ‖x୬‖ ⟶  ‖x‖  .  
  

μ  د يفرض کن  .مثال > c଴و0 = c଴(ℕ)	  .  
x = {x୬} ∈ c଴  را در نظر گرفته و نرم‖⋅‖ஜ  را به

x‖ஜ‖ صورت ≔ ‖x‖ୡబ + μ(∑ (୶౟
୬
)ଶஶ

୧ୀଵ )
భ
మ, 

 lஶ ينرم متداول رو ୡబ‖⋅‖م که در آن يکنيف ميعرت
μ   ياست. برا > .c଴) يفضا0 ‖⋅‖ஜ) دا محدب ياک

 c଴که  يدر حالست يکنواخت محدب نيبه طور  ياست ول
  ست.يدا محدب نياکمتداول خودش  با نرم

                                                
1. Uniformly convex  
2. Strictly Convex  

A:X  ينگاشت چند مقدار  .۲ فيتعر  → 2ଡ଼∗   کنوا يرا   
  

.x  هر يم اگر برايناميم y ∈ X  و هر x∗ ∈ A(x) و  
 y∗ ∈ A(y)ميداشته باش    

〈x∗ − y∗. x − y〉 ≥ 0. 
   
A:X  کنوايک عملگر ي → 2ଡ଼∗   مال يماکس يکنوايرا   
د مشمول در نمودار يطور اکم هرگاه نمودار آن به يناميم

کسان نباشد. دامنه ي يدر فضا يگريد يکنوايهر عملگر 
 موثر عملگر را به صورت

 D(A) = {x ∈ X|A(x) ≠ ∅}   
  

  .ميکنيف ميتعر
  

 يکنوايک عملگر ي   ℝبه  ℝاز  يهر تابع صعود .مثال
  باشد.يممال يماکس

  
:f ديفرض کن .مثال X ⟶ ک تابع ي [∞+.∞−)

ن صورت يباشد. در ا ينييپاوسته يم پيسره محدب ن
  که به صورت f∂ل يفرانسيرديعملگر ز

∂f(x) = {x∗ ∈ X∗: 〈x∗. y − x〉 ≤ f(y) −
f(x)}  

  
 مال است.يماکس يکنوايک عملگر يشود يف ميتعر

باشد.   X  رمجموعه محدب و بسته ازيز  C  ديفرض کن
 م اگر به هريناميک مير متريرا عملگر تصو  Pେ  عملگر

 x ∈ X  ن نقطهيکترينزد  y ∈ C  نسبت دهد به  را
    کهيطور

‖x − y‖ = min{‖x − z‖: z ∈ C}.  
  

 يک فضايدر   Pେ  کير مترياست که عملگر تصو يهيبد
وسته است و علاوه بر يپ  X  کنواخت محدبيباناخ به طور 

 يرو  Pେ  کنواخت هموار باشد آنگاهيبه طور   X  ن اگريا
وسته يکنواخت پيبه طور   X  رمجموعه کرندار ازيهر ز

    C يبه رو  X  کير متريرا تصو  y  ک عضوياست. 
  م.يدهينشان م   Pେx م و بايناميم
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دا محدب ياک يک در هر نقطه از فضاير متريتصو
  .موجود و منحصر به فرد است يانعکاس

  
دا ياک يباناخ انعکاس يک فضاي  X  ديفرض کن  .۳لم 

  X  از ير مجموعه محدب، بسته و ناتهيز  C  محدب و
x  هر  يبراباشد. آنگاه  ∈ X ،z = Pେx    است اگر و تنها

   اگر
〈J(x − z). z − y〉 ≥ 0.		∀y ∈ C.  

    
  محدب، بسته  يهار مجموعهياز ز  {C୬}  ک دنبالهي يبرا

X ، s   باناخ ياز فضا يو ناته − Li୬C୬   و  y ∈ w −
Ls୬C୬  م:يکنيف مير تعريرا به صورت ز  

x  مييگو ∈ s − Li୬C୬  اگر و تنها اگر دنباله 
 {x୬} ⊂ X   کهيباشد به طورموجود  {x୬}  يهمگرا 

n   هر يو برا  x  به يقو ∈ ℕ ،x୬ ∈ C୬  ميداشته باش 
y  مييگويبه طور مشابه م ∈ w− Ls୬C୬   اگر و تنها

{y୧}  ک دنبالهيو  {C୬}  از    {C୬౟} ردنبالهياگر ز ⊂ X  
و   y  ف بهيضع يهمگرا  {y୧}  کهيموجود باشد به طور

i  هر يبرا ∈ ℕ  ميداشته باش   y୧ ∈ C୬౟.  
C଴  يدر تساو  C଴  اگر = s − Li୬C୬ = w−

Ls୬C୬  م دنبالهييگويصدق کند، م  {C୬}   در مفهوم
  باشد و به صورتيم  C଴  مسکو همگرا به

  C଴ = M− lim
୬→ஶ

C୬ ۳۲[م يسينويم[ .  
تحت رابطه   {C୬}  توان نشان داد اگريم يبه راحت

در مفهوم مسکو همگرا   {C୬}  باشد آنگاه يت نزوليشمول
୬ୀଵஶ∩ به  C୬  را  ]۳۲[ شتريات بيجزئ يباشد. برايم

  .ثابت شده است  ]۳۳[ن توسط تسوکادايريد. لم زينيبب
   

 يباناخ انعکاس يک فضاي  X  ديفرض کن ]۳۳[. ۴لم 
 يهار مجموعهيک دنباله از زي  {C୬}  دا محدب وياک

C଴  باشد. اگر  X  از يمحدب، بسته و ناته = M−
lim
୬→ஶ

C୬  هر يباشد، آنگاه برا يموجود و ناته   x ∈ X  ،
 Pେ౤x   ف بهيضع يهمگرا  Pେబx  باشد که در آنيم 

 Pେ౤   C଴  و  C୬  به  X  ک ازير متريب تصويبه ترت  Pେబ  و  
 يکل-کادک يژگيو يدارا  X  ن، اگريباشند. علاوه بر ايم

  .خواهد بود يقو ييباشد، همگرا
   

 ييتم نقطه مبدايالگور -۳
0  حل معادله يبراک روش معروف ي ∈ A(p)   در

 باشديم ييتم نقطه مبدايلبرت روش الگوريه يفضا
xଵ  د) که در آن ينيرا بب ]۱۱[( = x ∈ Hک نقطه ي

x୬ାଵ  دلخواه و = J୰౤x୬ + e୬ که در آن  e୬  ک ي
{r୬} دنباله خطا،  ⊂ r هر  يو برا  (∞.0) > 0  ،

 J୰ = (I + rA)ିଵ يعملگر حلال برا  A  باشديم.  
  

 يباناخ انعکاس يک فضاي  X  ديفرض کن .۵ف يتعر
A:X  دا محدب و هموار وياک → 2ଡ଼∗  يکنوايعملگر   

:J஛  مال باشد. عملگريماکس X → D(A)  ف شده به يتعر
J஛(x) صورت = x஛   ده کهيرا عملگر حلال نام  x஛   در
ଵ  رابطه

஛
J(x − x஛) ∈ A(x஛)  يادآوري( .کنديصدق م 

  ])۳۴از [ ۱از فصل  ۴-۱
  

ر يتم زيد شده توسط الگوريتول  {x୬}  دنباله .۶تم يلگورا 
    ميريگيرا در نظر م

൞

yn = ൫1 − βn൯xn+βnJβn
xn

Cn+1 = ൛z ∈ Cn: 〈yn − z. J(xn − yn)〉 ≥ 0ൟ
xn+1 = PCn+1(x)

  

  
Cଵ  که در آن = C  ير مجموعه محدب، بسته و ناتهيز 

X ، x  از ∈ X   و  {β୬}  مثبت  يقيک دنباله از اعدادحقي  
  .باشنديم
د شده توسط يتول  {x୬}  م که دنبالهيدهيابتدا نشان م 

 م کهيکنيف است. سپس ثابت ميخوش تعر  ۶  تميالگور
 {x୬}  به يقو يهمگرا  P୊(x)   است که  P୊(x)  

   .است  F  به  X  ک ازير متريتصو
  

دا ياک يباناخ انعکاس يک فضاي  X  ديفرض کن  .۷لم 
A:X  محدب و هموار و → 2ଡ଼∗  يکنوايعملگر   

=:F مال بايماکس Aିଵ(0) ≠ Jஒ౤  و عملگر حلال   ∅   
د شده توسط يتول  {x୬}  ن صورت دنبالهيباشد. در ا

   ف است.يخوش تعر  ۶  تميالگور
  هر ينمود که برا يتوان بررسيم يبه راحت برهان:  
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  n ∈ ℕ  ، C୬  ک مجموعه بسته و محدب است. به ي
F  ميوضوح دار ⊂ C = Cଵ  کي يد که براي. فرض کن 
 n ∈ ℕ ، F ⊂ C୬   است  يم، حال کافيرا داشته باش
F  م ينشان ده ⊂ C୬ାଵ .  p ∈ F  م، يريگيرا در نظر م
0  م يو لذا دار ∈ Ap  .ديقرار ده  z୬:= Jஒ౤x୬   با .
   ميف عملگر حلال داريو تعر  A  ييکنوايتوجه به 

〈y୬ − p. J(x୬ − y୬)〉 ≥ 0                      )۳(  
   

   شوديجه مينت  y୬  فياز تعر
x୬ − y୬ = β୬(x୬ − z୬)                       )۴(  

  
   ميآوريبدست م  )۴(  و  )۳(  حال با استفاده از

〈y୬ − p. J(x୬ − y୬)〉	  
= 	β୬〈y୬ − p. J(x୬ − z୬)〉  
= β୬(1 − β୬)〈x୬ − p. J(x୬ − z୬)〉  
+β୬ଶ(1 − β୬)〈z୬ − p. J(x୬ − z୬)〉  
≥ β୬(1 − β୬)(〈x୬ − z୬. J(x୬ − z୬)〉  
+〈z୬ − p. J(x୬ − z୬)〉)  
= β୬(1 − β୬)(∥ x୬ − z୬ ∥ଶ  
+〈z୬ − p. J(x୬ − z୬)〉) ≥ 0,  

   
p  ن يبنابرا ∈ C୬ାଵ .هر يپس برا  n ∈ ℕ   نشان

F   ميداد ⊂ C୬ جه يو در نت  C୬ ≠  پس دنباله. ∅
 {x୬}  ف است.يخوش تعر   

   
دا ياک يباناخ انعکاس يک فضاي  X  ديفرض کن .۸ هيقض

A:X  محدب و هموار و → 2ଡ଼∗  يکنوايعملگر   
=:F  مال بايماکس Aିଵ(0) ≠ Jஒ౤  و عملگر حلال  ∅   

{β୬}باشد. اگر  ⊂  کهيدنباله باشد به طورک ي (0.1)
 liminf
୬→ஶ

β୬ > باشد،  يکل-کادک يژگيو يدارا X  . اگر 0
 يهمگرا  ۶  تميد شده توسط الگوريتول  {x୬}  آنگاه دنباله

 به  X  ک ازير متريتصو  P୊(x)  است که  P୊(x)  به يقو
 F  .است  

w  ديقرار ده  : برهان = P୊(x) . چون   x୬ାଵ =
Pେ౤శభ(x)  و  F ⊂ C୬  ميآوريبدست م   

‖x୬ାଵ − xଵ‖ ≤ ‖w − p‖                      )۵(  
  

) و ۳(  کراندار است. از  {x୬}  دهد دنبالهيکه نشان م
wنکه يا ∈ F ميريگيجه مياست، نت  

  

0 ≤ 〈z୬ −w. J(x୬ − z୬)〉  
= −‖x୬ − z୬‖ଶ + ‖x୬ − z୬‖‖x୬ −w‖.  

  
  نيبنابرا

‖x୬ − z୬‖ ≤ ‖x୬ −w‖.  
  

   ميريگيجه ميپس نت
‖y୬ − x୬‖ = β୬ฮx୬ − Jஒ౤x୬ฮ ≤ ‖x୬ −w‖.  

   
 ديز کراندار است. قرار دهين  {y୬}  دنباله دهديکه نشان م

 D =∩୬ୀଵஶ C୬  .هر يچون برا  n ∈ ℕ ، F ⊂ C୬   
D  است، پس ≠  شود کهيجه مينت ۴  با استفاده از لم  ∅

 x୬ = Pେ౤x → Pୈx = w଴ .نکهيبا توجه به ا 
 w଴ ∈ C୬ାଵ مي، دار   

0 ≤ 〈y୬ −w଴. J(x୬ − y୬)〉  
= −‖x୬ − y୬‖ଶ + 〈x୬ − w଴. J(x୬ − y୬)〉.  

   
  ن،يبنابرا

 ‖x୬ − y୬‖ଶ ≤ 〈x୬ − w଴. J(x୬ − y୬)〉  
≤ ‖x୬ − w଴‖‖x୬ − y୬‖ ⟶ 0.  

  
   مي) دار۴طبق ( ياز طرف

‖x୬ − z୬‖ =
ଵ
ஒ౤
‖x୬ − y୬‖⟶ 0.  

  
x୬  نکهياز رابطه فوق و ا → w଴  جه گرفت يتوان نتيم 

 z୬ → w଴ دي. فرض کن  y∗ ∈ Ay  ف ي. با توجه به تعر
ଵ عملگر حلال،

ஒ౤
J(x୬ − z୬) ∈ Az୬    و با استفاده از

   شوديجه مينت  A  ييکنواي
0 ≤ 〈z୬ − y. ଵ

ஒ౤
J(x୬ − z୬) − y∗〉.  

   
n  از رابطه فوق حد گرفته و → م، پس يدهيل ميم  ∞

   ميدار
0 ≤ 〈w଴ − y. 0 − y∗〉.  

   
 ديمال است پس بايماکس يکنواي  A  و چون عملگر

 0 ∈ Aw଴  يا به عبارتي. w଴ ∈ Aିଵ(0) = F   
w଴  م کهيدهياکنون نشان م = P୊(x)  ميدار ) ۵( از  

lim
୬→ஶ

‖x୬ − x‖ ≤ ‖w − x‖ .  
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w  نکهين، از ايبنابرا = P୊(x)  و  w଴ ∈ F  جه ينت  
    ميريگيم

‖w − x‖ ≤ ‖w଴ − x‖= lim
୬→ஶ

‖x୬ − x‖ ≤
‖w − x‖  

  
P୊(x) ، w଴  ييکتاين به همراه يا = w = P୊(x)    را

  به يقو يهمگرا  {x୬}  ن رو دنبالهيدهد و از ايجه مينت
  

  P୊(x) کندين برهان را کامل ميباشد. ايم.  
 
  کاربرد عملگر حلال در حل مسئله تعادل  - ۴

است تا به بحث در مورد ن ين بخش ايهدف ما در ا
ج به دست آمده در حل مسئله تعادل ياز نتا يکاربرد
 يرا برا ييتم نقطه مبدايم. در حال حاضر الگوريبپرداز

ن رابطه، فرض يم. در ايريگيحل مسئله تعادل در نظر م
ر مجموعه يز  C  و يباناخ انعکاس يک فضاي X   ديکن

:F  باشد. تابع مضاعف  X  از يناته C × C → ℝ  کنوا ي
.x  هر يشود هرگاه برايده مينام y ∈ C  ميداشته باش 

 F(x. y) + F(y. x) ≤ ب يساواس و خط يحاج . 0
 هر تابع مضاعف يرا برا  A୊  يکنوايعملگر  ]۱۰[زاده 

 F  نمودند ير معرفيبه صورت ز 

A୊(x) = ቐ൜
x∗ ∈ X∗: F(x. y) ≥
〈x∗. y − x〉.		∀y ∈ Cൠ . x ∈ C

∅. x ∈ X\C.
 

   
  A୊  نامند هرگاهيمال ميماکس يکنوايرا   F  تابع مضاعف

xത مال باشد. به وضوح،يماکس يکنواي ∈ C   ک جواب ي
  است اگر و تنها اگر   F يبرا )۱(  مسئله تعادل
 0 ∈ A୊(xത) . مفروض يکنوايعملگر  يآنها برا 

 A:X → 2ଡ଼∗    ، تابع مضاعف 
G୅: D(A) × D(A) ⟶ ℝ.  
G୅(x. y) = sup

୶∗∈୅(୶)
〈x∗. y − x〉.  

  
  ر را ثابت نمودند.يه زيف نموده و قضيرا تعر

  
 مال باشد، آنگاهيماکس يکنواي  ܣ  اگر عملگر .۹ هيقض
ಲீܣ قت، يمال است. در حقيماکس يکنوايز ين  ஺ܩ  =  .  ܣ

  مال بودن تابع يماکس يبرا ]۱۰[ ن در يريز يايقضا 
  

  ثابت شده است. ܨ   مضاعف

ܥ  ديفرض کن  .۱۰ه يقض ⊆ ک مجموعه محدب، ي  ܺ
.⋅)ܨ کنوا،ي  ܨ  است. اگر يبسته و ناته  هر يبرا   (ݕ

ݕ  ∈ ݔ  هر يبرا  (⋅.ݔ)ܨو  ييوسته بالايمه پين  ܥ ∈    ܥ
 يکنواي  ܨ  باشد، آنگاه ينييوسته پايم پيمحدب و ن

  مال است.يماکس
  

مال يماکس يکنواي  ܨ  يکنوايتابع مضاعف  .۱۱ه يقض
ߣ  هر ياست اگر و تنها اگر برا > ݔ  و هر  0 ∈ ܺ  

ݕ   هر يبرا  کهيباشد به طورموجود  ఒݔ  عضو ∈  ܥ
.ఒݔ)ܨߣ (ݕ + ݕ〉 − .ఒݔ ఒݔ)ܬ − 〈(ݔ ≥ 0.    )۶(  

   
 شود.يف ميکتا تعريبه طور   ఒݔ  ن عضويا

x   هر يبرا )۶( م کهيکن يتوجه م ∈ X  ،J஛
୅ూ(x) =

x஛  وx஛ ∈ D(A୊) ن، اگريدهد. بنابرايجه مينت را  F  
)، ۶(صدق کند، آنگاه با استفاده از   ۱۰  هيات قضيدر فرض

n  هر يبرا ∈ ℕ  ،x୬  وz୬  درX وجود است به م
  :کهيطور

⎩
⎪
⎨

⎪
௡ݖ)ܨ௡ߚ⎧ . (ݕ + ݕ〉 − ௡ݖ . ௡ݖ − 〈௡ݔ ≥ ݕ∀		.0 ∈ ܥ

௡ݕ = (1 − +௡ݔ(௡ߚ ௡ݖ௡ߚ
௡ାଵܥ = ൛ݖ ∈ :௡ܥ ௡ݕ〉 − .ݖ ௡ݔ)ܬ − 〈(௡ݕ ≥ 0ൟ

௡ାଵݔ = ஼ܲ೙శభ(ݔ)

  )۷(  

 
ن، هر يبنابرا . A   يبه جا  A୊  است با  )۶( که معادل با 

 يبرا  )۶( د شده توسطيدنباله تول يبرا ييجه همگراينت
را   p  ز درست است. پسين  )۷(د شده توسط يدنباله تول

 م هرگاهيريگ يدر نظر م  F  يک جواب مسئله تعادل براي
 {x୬}  به يقو يهمگرا  p ∈ (A୊)ିଵ(0). قت، يدر حق

 .مير را داريه زيقض
  

باناخ به طور  يفضاک ي  X  ديفرض کن .۱۲ هيقض
C  ر گتو ويکنواخت محدب با نرم مشتق پذي ⊆ X  ک ي

ک ي  F  ديباشد. فرض کن يمجموعه محدب، بسته و ناته
.⋅)Fکه يکنوا باشد به طوريتابع مضاعف  y)  هر يبرا 

 y ∈ C   و  ييوسته بالايمه پينF(x.⋅) هر يبرا  x ∈ C 
{β୬}باشد. اگر  ينييوسته پايم پيمحدب و ن ⊂ (0.1) 

liminf که يدنباله باشد به طورک ي
୬→ஶ

β୬ > ، آنگاه  0
 يقو يهمگرا	) ۷تم (يد شده توسط الگوريتول {x୬}  دنباله

        ) است.۱( به جواب مسئله تعادل
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