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 چکیده

 است مشخص ایچندجمله حلقه یک در ایجمله تک ایدآل یک 𝐽(𝐿.𝑀)دو مشبکه متناهی باشند، ایدآل  𝑀و  𝐿فرض کنید 
:𝜙 ایمشبکه هایهمریختی با تناظر در آن ایجمله تک مینیمال مولدهای که 𝐿 → 𝑀 ایدآل ایدآل، قرار دارند. این 

 𝐿2و  𝐿1حاصل ضرب دو مشبکه متناهی  𝐿در حالتی که  𝐽(𝐿.𝑀)در این مقاله به مطالعه  .دارد نام ایمشبکه هایهمریختی
:𝜙 ایمشبکه هایهمریختی همه مجموعه پردازیم. ابتداباشد، میمی (2)زنجیر 𝑀است و  𝐿 →  مجموعه حسب بر را [2]

𝜙 ای مشبکه هایهمریختی همه
1
: 𝐿1 → :𝜙2 ایمشبکه هایهمریختی همه مجموعه و  [2] 𝐿2 →  شناسایی [2]

.𝐽(𝐿های اول وابسته به ایدآل آن از استفاده با سپس. کنیممی .𝐽(𝐿1های اول وابسته به را به کمک ایدآل ([2] و  ([2]
𝐽(𝐿2. 𝐿1کنیم کنیم. در ادامه فرض میمطالعه می ([2] = .𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿و مجموعه  [2]  کنیم. سپسرا شناسایی می (([2]

.𝐽(𝐿2 مینیمال آزاد تحلیل و نگارنده مخروط تکنیک کمک به .𝐽(𝐿برای  آزاد تحلیل یک ،([2]  برای بالا کران یک و ( [2]
  که حالتی برای بالا مفروضات با نهایت، در. آوریممی دست به آن تصویری بعد

𝐿2 = [𝑛] ، مینیمال آزاد تحلیل 𝐽(𝐿.  .کنیممی محاسبه را ([2]
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 مقدمه -1

ها و ایچندجملهای حلقه های تک جملهمطالعه ایدآل
ها و های جبری این ایدآلبیان ارتباط بین ویژگی

های ترکیباتی اشیا ترکیباتی که به آنها نظیر ویژگی
شود از مباحث مهم و جذاب جبر جابجایی است. به می

ک های تعنوان نمونه یک تناظر یک به یک بین ایدآل
.𝕂[𝑥1حلقه  ای از مربع آزادجمله … . 𝑥𝑛]  و

….1}های سادکی روی مجتمع . 𝑛} وجود دارد )ببینید 

 (.(15)از 6.1بخش 
ای از های اخیر، برخی محققین روی دستهدر سال

که به ساختارهای  اندای تمرکز کردههای تک جملهایدآل
 توانشوند. در میان آنها میجبری مرتب نسبت داده می

نسبت  𝑃های هیبی که به مجموعه مرتب جزیی به ایدآل
 2005شود و توسط هرزوگ و هیبی در سال داده می

 2011در سال  .((2))مرجع معرفی شده است اشاره کرد
اند. معرفی شده (3)های هیبی تعمیم یافته درنیز ایدآل

های ها ، ایدآلیک تعمیم دیگر از این ایدآل
(. این 702)ببینید تعریف باشندمی های یکنواهمریختی

 (5)هایاند و در مقالهمعرفی شده (4)الهها در مقایدآل
  اند.بیشتر مطالعه شده (6)و

های یکنوا به یک توجه کنید که هر ایدآل همریختی
. شودجفت مجموعه جزئی مرتب متناهی نسبت داده می

، مشابه مفهوم (7)نویسندگان این مقاله و استاجی در
های یکنوا، به یک جفت مشبکه متناهی ایدآل همریختی

(𝐿.𝑀)، ای از مربع آزاد به نام یک ایدآل تک جمله
اند و آن را با ای نسبت دادههای مشبکهایدآل همریختی

 (.8.2اند. )ببینید تعریف نمایش داده 𝐽(𝐿.𝑀)نماد 
های اول وابسته به اساسا به مطالعه ایدآل( 7)مقاله

𝐽(𝐿.𝑀) دهد پردازد و مباحث مطرح شده نشان میمی
 𝐽(𝐿.𝑀)های اول وابسته به که شناسایی کامل ایدآل

کار نسبتا مشکلی است. در مقاله فوق اعضایی از 
𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿.𝑀))  که کمترین ارتفاع دارند در حالتی که

𝐿 شوندپذیر است کاملا شناسایی مییک مشبکه توزیع 

.𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿امه ( و در اد(7)از 3)قضیه  مطالعه  (([2]
شود. به عنوان مثال یک کران بالا برای ارتفاع می

.𝐽(𝐿های اول وابسته به ایدآل بر حسب  ([2]
( و یک (7)از 10قضیه  شودارائه می 𝐿های مشبکه ویژگی

شرط لازم و کافی برای این که یک ایدآل اول تک 
.𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿ای عضو جمله شود باشد ارائه می (([2]

(. اما کماکان مسئله شناسایی کامل (7)از 11تیجه )ن
𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿.  ماند.حل نشده باقی می (([2]

𝐽(𝐿1در این مقاله، به مطالعه ایدآل  × 𝐿2. که  ([2]
𝐿1  و𝐿2 پردازیم. ابتدا مجموعه اند میدو مشبکه متناهی

:ϕای های مشبکههمریختی 𝐿1 × 𝐿2 → را  [2]
𝐿1ای های مشبکهبرحسب مجموعه همریختی → [2] 

𝐿2ای های مشبکهو مجموعه همریختی → [2] 
(. در ادامه به کمک نتیجه 2.3)نتیجه  کنیمشناسایی می

𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿1 فوق یک کران بالا برای ارتفاع اعضای ×

𝐿2. بر حسب کران بالای ارتفاع اعضای  (([2]
𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿1. اع اعضای و کران بالای ارتف (([2]
𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿2.  (.3.3)قضیه  آوریمبه دست می (([2]

𝐽([2]در بخش چهارم، ایدآل  × 𝐿. را مطالعه  ([2]
𝑎𝑠𝑠(𝐽([2]کنیم و می × 𝐿. را بر حسب  (([2]

𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿. کنیم به طور کامل شناسایی می (([2]
 (1.4)ببینید قضیه 

 های همولوژیکیدر بخش پنجم، ویژگی
 𝐽([2] × 𝐿. .𝐽(𝐿های را بر حسب ویژگی ([2] [2]) 

آوریم. توجه کنید که اساس کار در این بخش به دست می
ترین نتیجه این تکنیک مخروط نگارنده است و مهم

𝐽([2]بخش محاسبه تحلیل آزاد مینیمال  × [𝑛]. [2]) 
 (.2.5باشد )ببینید قضیه می
 

 تعاريف اولیه و پیش نیازها -2

 .یک مجموعه ناتهی باشد 𝑃 ض کنید: فر1-2تعريف 

بازتابی، متعدی  نامیم اگر𝑃 را ترتیب جزیی روی  ≥رابطه 

باشد  𝑃یک ترتیب جزیی روی  ≥و پادمتقارن باشد. اگر 
 ای جزئی مرتب است.مجموعه (≥.𝑃)گوییم که می

 

را زنجیر  (≥.𝑃)مجموعه جزئی مرتب  :2-2تعريف 

.𝑥گوییم اگر برای هر  𝑦𝜖𝑃  روابط دست کم یکی از𝑥 ≤

𝑦  یا𝑦 ≤ 𝑥 1 زنجیر .برقرار باشد < 2 < 3 < ⋯ <

𝑛  را با[n] دهیم.نمایش می 

مجموعه جزئی  یک (≥.𝑃): فرض کنید 3-2تعريف 

𝑋مرتب و  ⊆ 𝑃 عضو .𝑎𝜖𝑃  را مقطع𝑋 و  گوییم 
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𝑎نویسیم می =∧ 𝑋  هرگاه𝑎  بزرگترین کران پایین𝑋 
𝑋باشد. اگر  = {𝑥. 𝑦} گاهآن ∧ 𝑋  را با𝑥 ∧ 𝑦   نشان

گوییم و  𝑋را اتصال  𝑏 دهیم. به همین ترتیبمی
𝑏نویسیم می =∨ 𝑋  هرگاه𝑏  کوچکترین کران بالای
𝑋  باشد و اگر𝑋 = {𝑥. 𝑦} گاهآن ∨ 𝑋  را با𝑥 ∨ 𝑦 

 دهیم.نمایش می
 

را مشبکه  𝐿ی جزئی مرتب یک مجموعه :4-2 تعريف

دارای مقطع  𝐿نامیم هر گاه هر زیرمجموعه متناهی از 
 واتصال باشد. 

وند. شها متناهی فرض میدر سر تا سر این مقاله مشبکه
دارای بزرگترین عضو و کوچکترین  𝐿هر مشبکه متناهی 

نمایش  0𝐿و  1𝐿عضو است که آنها را به ترتیب با 
 دهیم.می
 

دو مجموعه جزئی  𝑄و  𝑃 فرض کنید :2-5 تعريف

𝜙:𝑃مرتب باشند نگاشت  → 𝑄  را همریختی حافظ
.𝑎یا یکنوا گوییم هرگاه برای هر  ترتیب 𝑏𝜖𝑃  که𝑎 ≤

𝑏 داشته باشیم 𝜙(𝑎) ≤ 𝜙(𝑏) 
را با  𝑄به  𝑃های یکنوا از مجموعه تمام همریختی

𝐻𝑜𝑚𝑃𝑜𝑠(𝑃. 𝑄) دهیم.نشان می 

 

دو مشبکه باشند  𝑀و  𝐿فرض کنید  :6-2تعريف 

:𝜙نگاشت  𝐿 → 𝑀 ای گوییم را یک همریختی مشبکه
حافظ مقطع و اتصال متناهی باشد یعنی برای  𝜙هرگاه 

.𝑙1هر  𝑙2𝜖𝐿  
𝜙(𝑙1و  ∧ 𝑙2) = 𝜙(𝑙1) ∧ 𝜙(𝑙1) 

𝜙(𝑙1 ∨ 𝑙2) = 𝜙(𝑙1) ∨ 𝜙(𝑙2) 
 

را با 𝑀 به  𝐿ای از های مشبکههمریختی مجموعه تمام
𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿.𝑀) دهیم.نشان می 

های جزیی مرتب در ادامه، قصد داریم متناظر به مجموعه
 𝑃های یکنوا وابسته به ، ایدآل همریختی𝑄و  𝑃متناهی 

، ایدآل 𝑀و  Lهای متناهی و نیز متناظر به مشبکه 𝑄و 
را تعریف  𝑀و  Lای وابسته به های مشبکههمریختی

های تک ها، ایدآلکنیم و چون هر دوی این ایدآل
هستند نیاز داریم که مفاهیم اساسی مربوط به ای جمله

 ای را یادآوری کنیم.ایدآل های تک جمله

های اییک میدان باشد و حلقه چندجمله 𝕂فرض کنید 
𝑅 = 𝕂[𝑥1. … . 𝑥𝑛]  را در نظر بگیرید هر

𝑥1ضرب حاصل
𝛼1 …𝑥𝑛

𝛼𝑛  که𝛼𝑖 ∈ ℤ≥0   یک تک
𝐼ایدآل  .شودای نامیده میجمله ⊆ 𝑅  را که توسط تک
 ای گوییمشود یک ایدآل تک جملهها تولید میایجمله

هر ایدآل اول وابسته به ایدآل [1] از 1.3.9و طبق نتیجه 
.𝑥1}توسط یک زیرمجموعه از  𝐼ای تک جمله … . 𝑥𝑛} 
 شود. تولید می

𝑥1ای یک تک جمله
𝛼1 …𝑥𝑛

𝛼𝑛  از مربع آزاد نامیده
1شود اگر برای هر می ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،𝛼𝑖 ∈ ، یک {0.1}

ای از مربع آزاد را ایدآل تک جمله 𝐼ای ایدآل تک جمله
های از مربع آزاد تولید ایگوییم هرگاه توسط تک جمله

 شود.
 

های جزئی مجموعه 𝑄و  𝑃فرض کنید  :2-7 تعريف

در این صورت حلقه  .مرتب متناهی باشند
که  xp.qدر متغیرهای  𝕂های روی میدان ایچندجمله

نامیم و برای هر می 𝑆را  𝑞𝜖𝑄و  𝑝𝜖𝑃ن آدر 
𝜙𝜖𝐻𝑜𝑚𝑃𝑜𝑠(𝑃. 𝑄) ای جملهتک 

𝑢𝜙 =∏𝑥𝑝.𝜙(𝑝)
𝑝𝜖𝑃

 

ه های یکنوا وابسته بگیریم. ایدآل همریختیرا درنظر می
𝑃  و𝑄 کنیم را به صورت زیر تعریف می 

𝐼(𝑃. 𝑄) = (𝑢𝜙; 𝜙𝜖𝐻𝑜𝑚𝑃𝑜𝑠(𝑃. 𝑄)) 

 

های همانند تعریف بالا برای مشبکه: 2-8 تعريف

ای وابسته های مشبکهایدآل همریختی 𝑀و  𝐿متناهی 
 کنیمرا به صورت زیر تعریف می 𝑀و  𝐿به 

𝐽(𝐿.𝑀) = (𝑢𝜙; 𝜙𝜖𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿.𝑀)) 
 

های خاصی در این مقاله ایدآل فوق را برای مشبکه
𝐽(𝐿.𝑀) کنیم. توجه کنید کهبررسی می ⊆ 𝐼(𝐿.𝑀) 

ای از مربع آزاد هستند های تک جملههر دو آنها ایدآلو 
های ، هر دو ایدآل(1)از 1.2.5و بنابراین طبق نتیجه 

اند، بنا بر ایهای فوق تک جملهاند. چون ایدآلرادیکال
های اول وابسته به آنها )اعضای ، ایدآل(1)از 9.3.1نتیجه 

𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿.𝑀))  و𝑎𝑠𝑠(𝐼(𝐿.𝑀))های تک ( ایدآل
توسط برخی  𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿.𝑀))اند. پس هر عضو ایجمله
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شود. به علاوه بنا بر رادیکال متغیرهای حلقه تولید می

𝑀𝑖𝑛(𝐽(𝐿.𝑀))، همواره داریم 𝐽(𝐿.𝑀)بودن  =

𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿.𝑀)). 

.𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿،در بحث شناسایی  ، (7)لم ساده زیر از (([2]
 حائز اهمیت است.

 

یک مشبکه متناهی باشد. اگر  𝐿. فرض کنید 9-2لم

(𝑥𝑙1.𝑚1 . … . 𝑥𝑙𝑛.𝑚𝑛)𝜖𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿. آنگاه  (([2]
𝑎. 𝑏𝜖𝐿  1و ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛  موجودند که𝑥𝑙𝑖.𝑚𝑖 =

𝑥𝑎.1  و𝑥𝑙𝑗.𝑚𝑗 = 𝑥𝑏.2 
در آخرین بخش این مقاله به بررسی تحلیل آزاد مینیمال 

𝐽([2] × 𝐿. . برای آشنایی کامل و پردازیممی ([2]
های مدرج روی حلقه چند قیق با تحلیل آزاد مدولد

مراجعه کرد.  (8)توان به کتاب بسیار زیبایها میایجمله
توجه کنید که مطالعه پایاهای عددی نظیر شده به تحلیل 
آزاد مینیمال نظیر بعد تصویری، اعداد بتی و عدد نظم در 

 های مدول بسیار موثر است.درک ویژگی
یادآوری مفهوم تحلیل آزاد مینیمال، بعد در ادامه به 

تصویری، اعداد بتی و تکنیک مخروط نگارنده 
پردازیم. توجه کنید که تکنیک مخروط نگارنده به می

 شود.صورت موثر در بخش آخر این مقاله استفاده می
 

𝑅فرض کنید : 10-2تعريف  = 𝕂[𝑥1. … . 𝑥𝑛]  و

𝑀   یک𝑅-  مدول مدرج متناهی تولید شده و𝑚  ایدآل
باشد یک دنباله مدرج دقیق به صورت  𝑅ماکسیمال مدرج 

0 → 𝐹𝑡
𝛿𝑡
→…

𝛿2
→𝐹1

𝛿1
→ 𝐹0

𝛿0
→𝑀 → 0 

تحلیل  – Rاند، های آزاد مدرجمدول -Rها، 𝐹𝑖که در آن 
های از ها همریختی𝛿𝑖نام دارد هرگاه  Mآزاد مینیمال 

𝑖 ،𝐼𝑚 𝛿𝑖درجه صفر باشند و برای هر  ⊆ 𝑚𝐹𝑖−1 .
𝐹𝑖به صورت  𝐹𝑖توجه کنید که هر  =⊕𝑅(−𝛽𝑖𝑗) 

نام دارد بعد  𝑀دنباله اعداد بتی  {𝛽𝑖𝑗}باشد که می
 عبارت است از  𝑀تصویری 

.𝑝𝑑(𝑀) = max {𝑖⎹ 𝐹𝑖 ≠ 0} 

 

 .تکنیک مخروط نگارنده

های اییک ایدآل همگن از حلقه چندجمله 𝐼فرض کنید 
𝑅 = 𝕂[𝑥1. … . 𝑥𝑛]  باشد و 𝑓  یک عضو همگن از

𝑅  باشد که𝑓 ∉ 𝐼 در این صورت دنباله دقیق زیر . 

0 →
𝑅

(𝐼: 𝑓)
→
𝑅

𝐼
→

𝑅

𝐼 + (𝑓)
→ 0 

.𝔽)وجود دارد. اگر  𝜹)  یک𝑅-  تحلیل آزاد از𝑅

𝐼
و  

(𝔾. 𝑅تحلیل آزاد از  -𝑅یک  (��

(𝐼:𝑓)
 گاهباشند آن 

توانیم با استفاده از تکنیک مخروط نگارنده متناظر می
𝜓:𝔾بافتی همریختی هم → 𝔽  که بالابر همریختی

𝑅

(𝐼:𝑓)
→

𝑅

𝐼
.𝕄(𝜓))است، یک تحلیل   𝜸)  از𝑅

𝐼+(𝑓)
را  

 𝕄(𝜓)به دست آوریم. در واقع مخروط نگارنده 
 همبافتی است که 

(𝕄(𝜓))
𝑖
= 𝔽𝑖⊕𝔾𝑖−1 

 های دیفرانسیل و نگاشت

𝛾𝑖(𝑥. 𝑦) = (𝜓𝑖−1(𝑦) + 𝛿𝑖(𝑥). 𝜕𝑖−1(𝑦)) 
. این همبافت دقیق است 𝑦𝜖𝔾𝑖−1و  𝑥𝜖𝔽𝑖که در آن 

𝑅بنابراین یک تحلیل آزاد برای 

𝐼+(𝑓)
) ببینید صفحه .است 

 (.9)از مرجع A.3.19و گزاره  650
 

𝑱(𝑳𝟏مطالعه. 3 × 𝑳𝟐. با استفاده از  ([𝟐]

𝑱(𝑳𝟏. .𝑱(𝑳𝟐و  ([𝟐] [𝟐]) 

دو مشبکه متناهی باشند. در این  𝐿1 و 𝐿2 فرض کنید 
𝐿1صورت  × 𝐿2  نیز یک مشبکه متناهی است. توجه

𝐿1کنید که در  ×  𝐿2  به صورت زیر  ∨و  ∧اعمال
 شوند. تعریف می

(𝑙1. 𝑙2) ∧ (𝑙
′
1. 𝑙′2) = (𝑙1 ∧ 𝑙′1. 𝑙2 ∧ 𝑙′2) 

.𝑙1)و 𝑙2) ∨ (𝑙
′
1. 𝑙

′
2) = (𝑙1 ∨ 𝑙

′
1. 𝑙2 ∨ 𝑙′2). 

.𝐿2اگر 𝐿1  پذیر باشند، آنگاه و مشبکه توزیع𝐿1 × 𝐿2 
 پذیر است.ای توزیعنیز مشبکه

 

𝐽(𝐿1 این بخش قصد داریم در × 𝐿2. را با   ([2]
.𝐽(𝐿1استفاده از .𝐽(𝐿2و  ([2]  .مطالعه کنیم ([2]

𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿1ابتدا اعضای  × 𝐿2. را بر حسب  ([2]
.𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿1اعضای  .𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿2و  ([2] [2]) 

 کنیم.شناسایی می
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:φنگاشت  .1-3لم  𝐿1 × 𝐿2 → یک  [2]

در یکی از   φای است اگر و فقط اگر همریختی مشبکه
 های زیر صدق کند.شرط

.𝜑1𝜖𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿1الف( نگاشت  موجود باشد به  ([2]
 که برای هرطوری

 (𝑙1. 𝑙2)𝜖𝐿1 × 𝐿2، 
    𝜑(𝑙1. 𝑙2) = 𝜑1(𝑙1) 

 

.𝜑2𝜖𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿2ب( نگاشت  موجود باشد که  ([2]

.𝑙1)برای هر  𝑙2)𝜖𝐿1 × 𝐿2 .داشته باشیم 

  𝜑(𝑙1. 𝑙2) = 𝜑2(𝑙2) 
 

:φابتدا فرض کنید  برهان. 𝐿1 × 𝐿2 → یک  [2]

ای دلخواه باشد. در این صورت همریختی مشبکه
:𝜑1 هایهمریختی 𝐿1 → :𝜑2و  [2] 𝐿2 → را  [2]

 کنیمبه صورت زیر تعریف می

𝜑1(𝑙1) = 𝜑(𝑙1. 1𝐿2)  
𝜑2(𝑙2)و  = 𝜑(1𝐿1 . 𝑙2). 

.𝜑2واضح است که  𝜑1 ای های مشبکههر دو همریختی
دهیم که یکی از دو شرط زیر برقرار هستند. نشان می

 است.
.𝑙1) برای هر                    (1 𝑙2)𝜖𝐿1 × 𝐿2 

.𝜑(𝑙1. 𝑙2) = 𝜑1(𝑙1) 
 (𝑙1. 𝑙2)𝜖𝐿1 × 𝐿2 2 ) برای هر 

𝜑(𝑙1. 𝑙2) = 𝜑2(𝑙2) 
 

.𝑙1)فرض کنید چنین نباشد. بنابراین  𝑙2)𝜖𝐿1 × 𝐿2 

.𝑙′1)و  𝑙′2)𝜖𝐿1 × 𝐿2 موجودند که 

    𝜑(𝑙1. 𝑙2) ≠ 𝜑(𝑙1. 1𝐿2) 
 و

   .φ(𝑙′1. 𝑙′2) ≠   𝜑(1𝐿1 . 𝑙′2) 
 

.φ(𝑙1بنابراین  𝑙2) = .𝜑(𝑙1و  1 1𝐿2) = و  2

.𝜑(𝑙′1علاوه بر این  𝑙′2) = 𝜑(1𝐿1و  1 . 𝑙′2) = 2. 
 در نتیجه 

φ(𝑙1. 𝑙2)   ∨  𝜑(𝑙
′
1. 𝑙

′
2) = 𝜑(𝑙1 ∨ 𝑙

′
1. 𝑙2 ∨ 𝑙

′
2)

= 1                                                                (1)   
 همچنین داریم 

𝜑(𝑙1. 1𝐿2) ∧ 𝜑(1𝐿1 . 𝑙
′
2) = 𝜑(𝑙1. 𝑙

′
2) = 2      (2) 

 داریم: 2و  1از روابط 
𝜑(𝑙1. 𝑙2

′ ) ∧  𝜑(𝑙1 ∨ 𝑙
′
1. 𝑙2 ∨ 𝑙2

′ ) = 1 
 ای است داریم:یک همریختی مشبکه 𝜑و چون 

𝜑(𝑙1 ∧ (𝑙1 ∨ 𝑙′1) . 𝑙2
′ ∧ (𝑙2 ∨ 𝑙

′
2)) = 1 

⟹ φ(𝑙1. 𝑙′2) = 1 
 

( است. بنابراین فرض خلف 2که این متناقض با رابطه)
 باشد.باطل است و حکم برقرار می

:𝜑1برعکس فرض کنید  𝐿1 → یک همریختی  [2]

:φنگاشت  .ای باشدمشبکه 𝐿1 × 𝐿2 → را با  [2]
.φ(𝑙1ضابطه  𝑙2) = 𝜑1(𝑙1)  کنیم. نشان تعریف می

 ای است. داریم:همریختی مشبکه φدهیم که می

φ((𝑙1. 𝑙2) ∧ (𝑙′1. 𝑙′2))

=  φ(𝑙1 ∧ 𝑙
′
1. 𝑙2 ∧ 𝑙′2)

= 𝜑1(𝑙1 ∧ 𝑙′1)
= 𝜑1(𝑙1) ∧ 𝜑1(𝑙′1)

= φ(𝑙1. 𝑙2) ∧ φ(𝑙′1. 𝑙′2). 
 توان دید که به طور مشابه می

φ((𝑙1. 𝑙2) ∨ (𝑙′1. 𝑙′2))

= φ(𝑙1. 𝑙2) ∨ φ(𝑙′1. 𝑙′2) 
  .ای استیک همریختی مشبکه φپس 

 

:𝜑2حال فرض کنید  𝐿2⟶ یک همریختی  [2]

φ: 𝐿1نگاشت  ای باشد ومشبکه × 𝐿2 → را با  [2]

.φ(𝑙1تعریف  𝑙2) = 𝜑2(𝑙2) گیریم. در نظر می

همریختی  φتوان دید که همانند بالا، به سادگی می
 ای است.مشبکه

 

.𝐿2. فرض کنید 2-3نتیجه  𝐿1  دو مشبکه متناهی

 دلخواه باشند در این صورت موارد زیر برقرارند.
 الف(

|𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿1 × 𝐿2. [2])|= 
|𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿1. [2])| + |𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿2. [2])| − 2 

 

.𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿1ب( اگر  [2]) = {𝜃1. … . 𝜃𝑚}  
 

.𝜃2 و  𝜃1و 1ای ثابت های مشبکهبه ترتیب همریختی 
 باشند و  2

𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿2.[2]) = {𝜓1. … . 𝜓𝑛} 
.𝜓2 و  𝜓1 و  1ای ثابت های مشبکهبه ترتیب همریختی
 آنگاه باشند 2
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𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿1 × 𝐿2. [2])
= {𝜙1. … . 𝜙𝑚. 𝜙𝑚+1. … . 𝜙𝑚+𝑛−2}  

1که در این جا برای هر   ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  و برای هر

(𝑙1. 𝑙2)𝜖𝐿1 × 𝐿2 
𝜙𝑖(𝑙1. 𝑙2) = 𝜃𝑖(𝑙1) 

𝑚برای هر  و + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 + 𝑛 − 2 
𝜙𝑖(𝑙1. 𝑙2) = 𝜓𝑖−𝑚+2(𝑙2). 

 

ای های مشبکهابتدا توجه کنید که همریختی .برهان

.𝜓2القایی از  𝜓1  به ترتیب همان𝜙2. 𝜙1 باشند. و می
، واضح است که هر عضو 1.3با توجه به لم 

𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿1 × 𝐿2. باید به صورت یکی از  ([2]
𝜙𝑖 ها باشد. پس ب( به وضوح برقرار است. برای اثبات

های داده شده دو 𝜙𝑖الف( تنها کافی است نشان دهیم که 
 به دو متمایزند.

1فرض کنیم  ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  .     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 و 

𝜙: 𝐿1 × 𝐿2 → [2] 
(𝑙1. 𝑙2) ⟼ 𝜃𝑖(𝑙1) 

  و

𝜙′: 𝐿1 × 𝐿2 → [2] 
. (𝑙1. 𝑙2) ⟼ 𝜓𝑗(𝑙2) 

 

.′𝜙ای اگر دو همریختی مشبکه 𝜙  مساوی باشند داریم 
∀(𝑙1. 𝑙2)𝜖𝐿1 × 𝐿2 
ϕ(𝑙1. 𝑙2) = 𝜙′(𝑙1. 𝑙2) ⟹ 
   ∀ 𝑙1𝜖𝐿1. ∀𝑙2𝜖𝐿2 . 𝜃𝑖(𝑙1)

= 𝜓𝑗(𝑙2)       (3)   
𝜓𝑗(0𝐿2)حال اگر  = ( برای هر 3آنگاه طبق رابطه) 1

𝑙1𝜖𝐿1  داریم𝜃𝑖(𝑙1) = 1 . 
 

است و به علاوه  1ای ثابت همریختی مشبکه 𝜃𝑖در نتیجه 

 :داریم 𝑙2𝜖𝐿2( برای هر 3با استفاده مجدد از رابطه)
𝜓𝑗(𝑙2) =  است. 1ای ثابت همریختی مشبکه 𝜓𝑗و  1

𝜓𝑗(0𝐿2)به طور مشابه اگر  = توان دید که هر می 2

𝜃𝑖دوی  . 𝜓𝑗 شند.ابمی 2ای ثابت های مشبکههمریختی 
𝐽(𝐿1 طورکه گفتیم هدف ما بیان ارتباط همان ×

𝐿2. .𝐽(𝐿1با  ([2] .𝐽(𝐿2و  ([2] است. فرض  ([2]
.𝑆2کنید  𝑆1. 𝑆 ای زیر های چند جملهبه ترتیب حلقه
 باشند.

𝑆1 = 𝕂 [𝑥𝑙1.𝑚  .  𝑙1𝜖𝐿1.𝑚𝜖[2]] 

𝑆2 = 𝕂 [𝑥𝑙2.𝑚  .  𝑙2𝜖𝐿2.𝑚𝜖[2]] 

𝑆 = 𝕂[𝑥(𝑙1.𝑙2).𝑚 . (𝑙1. 𝑙2)𝜖𝐿1 × 𝐿2.𝑚𝜖[2]] 
 

.𝐽(𝐿1صورت به وضوح  در این .𝐽(𝐿2و  ([2]  و ([2]

 𝐽(𝐿1 × 𝐿2. ، 𝑆1های های حلقهبه ترتیب ایدآل ([2]

𝑆2 و 𝑆 .هستند 
 

 قرار دهید 𝐿  برای هر مشبکه دلخواه 
𝑊(𝐿) = 𝑚𝑎𝑥 {ℎ𝑡𝑃|𝑃𝜖𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿. [2]))}. 

 

𝑊(𝐿1در قضیه زیر یک کران بالا برای  × 𝐿2)  برحسب

𝑊(𝐿1)  وW(𝐿2)  دهیم.می ارائه 
 

.𝐿2فرض کنید  :3-3قضیه 𝐿1  دو مشبکه متناهی

 باشند. در این صورت 
𝑊(𝐿1 × 𝐿2) ≤ 𝑊(𝐿1) +𝑊(𝐿2). 

 

و با  2.3. ابتدا توجه کنید که با توجه به نتیجه برهان

 های آناستفاده از نمادگذاری

𝐽(𝐿1. [2]) = (𝑢𝜃1 . … . 𝑢𝜃𝑚) ⊆ 𝑆1  
𝐽(𝐿2. [2]) = (𝑢𝜓1 . … . 𝑢𝜓𝑛) ⊆ 𝑆2  

 همچنین 
𝐽(𝐿1 × 𝐿2. [2])

= (𝑢𝜙1 . … . 𝑢𝜙𝑚 . 𝑢𝜙𝑚+1 . … . 𝑢𝜙𝑚+𝑛−2) ⊆ 𝑆 
 حال فرض کنید 

𝑃 = (𝑥(𝑙1.𝑙1′ ).𝜆1 . … . 𝑥(𝑙𝑡.𝑙𝑡′).𝜆𝑡) 𝜖 
𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿1 × 𝐿2. [2])). 

 

1که در آن برای هر  ≤ j ≤ 𝑡 ،(𝑙𝑗. 𝑙′𝑗)𝜖𝐿1 × 𝐿2  و
𝜆𝑗𝜖[2] اما چون .𝐽(𝐿1 × 𝐿2. [2]) ⊆ 𝑃برای هر ، 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 + 𝑛 − 1یک    2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡  موجود
 .𝑥(𝑙𝑗.𝑙′𝑗).𝜆𝑗|𝑢𝜙𝑖که است به طوری

 

1همچنین برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 با توجه به تعریف ،

𝜙𝑖 داریم ،𝑥
(𝑙𝑗.𝑙𝑗

′).𝜆𝑗
|𝑢𝜙𝑖  ⟺ 𝜆𝑙𝑗.𝜆𝑗|𝑢𝜃𝑖. 

.𝐽(𝐿1 بنابراین [2]) ⊆

(𝑥𝑙1.𝜆1 . … . 𝑥𝑙𝑡.𝜆𝑡)                   (4)  
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.𝜙2توجه کنید که  𝜙1 های مشبکهتوان همریختیرا می

.𝜓2ای القایی از  𝜓1  در نظر گرفت. بنابراین 

. 𝑥(𝑙𝑗.𝑙′𝑗).𝜆𝑗 |𝑢𝜙1 ⇔ 𝑥𝑙𝑗
′ .𝜆𝑗
|𝑢𝜓1  

  𝑥
(𝑙𝑗.𝑙𝑗

′).𝜆𝑗
|𝑢𝜙2 ⇔ 𝑥𝑙𝑗

′.𝜆𝑗
|𝑢𝜓2 . 

.𝜙𝑛+1و در نهایت تعاریف  … . 𝜙𝑚+𝑛−2 دهد نشان می
𝑚که برای هر  + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 + 𝑛 −  ؛ 2

   𝑥
(𝑙𝑗.𝑙𝑗

′).𝜆𝑗
|𝑢𝜙𝑖  ⟺ 𝑥𝑙𝑗

′.𝜆𝑗
|𝑢𝜓𝑖−𝑚+2   

 در مجموع داریم  و
.𝐽(𝐿2. [2]) ⊆

(𝑥𝑙′1.𝜆1 . … . 𝑥𝑙′𝑡.𝜆𝑡)                 (5) 
 

.𝑃1𝜖𝑎𝑠𝑠( 𝐽(𝐿1(، 4)از طرفی طبق رابطه موجود  (([2]

𝑃1. است که ⊆ (𝑥𝑙1.𝜆1 . … . 𝑥𝑙𝑡.𝜆𝑡) 
ای از توسط زیر مجموعه 𝑃1واضح است که 

{𝑥𝑙1.𝜆1 . … . 𝑥𝑙𝑡.𝜆𝑡}  که حداکثر𝑊(𝐿1)  عضو دارد
 شود. اکنون فرض کنید تولید می

𝑃1 = (𝑥𝑙𝑖1.𝜆𝑖1 . … . 𝑥𝑙𝑖𝑡′.𝜆𝑖𝑡′) که 𝑡′ ≤ 𝑊(𝐿1) 
.𝑃2𝜖𝑎𝑠𝑠( 𝐽(𝐿2(، 5مشابه طبق رابطه) به طور [2])) 

𝑃2موجود است که  ⊆ (𝑥𝑙′1.𝜆1 . … . 𝑥𝑙′𝑡.𝜆𝑡). 
 

ای از توسط زیر مجموعه 𝑃2واضح است که 

{𝑥𝑙′1.𝜆1 . … . 𝑥𝑙′𝑡.𝜆𝑡}  که حداکثر𝑊(𝐿2)  عضو دارد
 شود. فرض کنیدتولید می

 𝑃2 = (𝑥𝑙′𝑗1.𝜆𝑗1 . … . 𝑥𝑙′𝑗𝑡′′.𝜆𝑗𝑡′′)  که 

𝑡′′ ≤ 𝑊(𝐿2) اکنون قرار دهید 
𝑃′ = (𝑥(𝑙𝑖1.𝑙′𝑖1).𝜆𝑖1 . … . 𝑥(𝑙𝑖𝑡′ .𝑙

′
𝑖𝑡′).𝜆𝑖𝑡′

. 

𝑥(𝑙𝑗1.𝑙′𝑗1).𝜆𝑗1 . … . 𝑥(𝑙
𝑗𝑡′′
.𝑙′
𝑗𝑡′′
).𝜆

𝑗𝑡′′
).  

 

 است که ارتفاع 𝑆ایدآل اولی از حلقه  ′𝑃با این تعریف، 

′𝑡 حداکثر برابر  آن + 𝑡′′است.  
𝐽 (𝐿1 های بالا،با توجه به بحث × 𝐿2. [2]) ⊆ 𝑃′ ⊆

𝑃  و چون𝑃 یک ایدآل اول مینیمال 𝐽 (𝐿1 × 𝐿2. [2]) 
′𝑃است داریم  = 𝑃 دهد کهو این نشان می 

 ℎ𝑡𝑃 ≤ 𝑡′ + 𝑡′′ ≤ 𝑊(𝐿1) +𝑊(𝐿2). 
 

𝐿1فرض کنید . 4-3مثال = 𝐿2و  [2] = [𝑛] در .

𝑊(𝐿1، (7)از مقاله (19)این صورت طبق قضیه ×

𝐿2) = 𝑊(𝐿1). در حالی که 3 = 𝑊(𝐿2) = 2 .

، [7]از مقاله 5هر دو زنجیرند و طبق نتیجه  𝐿2و  𝐿1زیرا 
𝐽(𝐿1. .𝐽(𝐿2و  ([2] اند که هر های ناآمیختهایدآل ([2]

 است. در این جا  2اول وابسته آنها از ارتفاع 
𝑊(𝐿1 × 𝐿2) < 𝑊(𝐿1) +𝑊(𝐿2) 

𝐿1 اگر  = [𝑚]  و𝐿2=[𝑛]  که𝑚. 𝑛 > گاه طبق آن 2
 داریم: (7)مقاله 2.5قضیه 

𝑊(𝐿1 × 𝐿2) = 𝑊(𝐿1) +𝑊(𝐿2) = 4 
 

𝑱([𝟐]مطالعه  .4بخش  × 𝑳. [𝟐]) 
های های همریختیدر این بخش تمرکز خود را روی ایدآل

دهیم که در آنها مشبکه دامنه به صورت ای قرار میمشبکه
[2] × 𝐿  است و𝐿 باشدیک مشبکه دلخواه متناهی می. 

 فرض کنید 
𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿. [2])) = {𝑃1. … . 𝑃𝑟}. 

 

1برای هر  10.2لم  طبق ≤ 𝑖 ≤ 𝑟های ناتهی ، مجموعه

𝐵𝑖 . 𝐴𝑖  چنان موجودند که𝐵𝑖 ⊆ 𝐿 و 𝐴𝑖 ⊆ 𝐿 و 
𝑃𝑖 = (𝑥𝑎.1. 𝑥𝑏.2 ;  𝑎𝜖𝐴𝑖 . 𝑏𝜖𝐵𝑖) 

 

 اگر  2.3کنیم که با توجه به نتیجه یادآوری می

𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿. [2]) = {𝜃1. … . 𝜃𝑚} 
 آنگاه

𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡([2] × 𝐿. [2])
= {𝜙1. … . 𝜙𝑚. 𝜙𝑚+1} 

 

1که در این جا برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  و(𝑗. 𝑙)𝜖[2] × 𝐿 
.𝜙𝑖(𝑗  داریم: 𝑙) = 𝜃𝑖(𝑙. 

 

:𝜙𝑚+1و  [2] × 𝐿 → ای است همریختی مشبکه [2]

.𝑙 ϵ 𝐿 𝜙𝑚+1(1   ،که در آن برای هر  𝑙) =  و  1
𝜙𝑚+1(2. 𝑙) = 2. 

 

𝑎𝑠𝑠(𝐽([2]در گزاره زیر مجموعه  × 𝐿. را به  (([2]
.𝑎𝑠𝑠(𝐽(𝐿کمک   کنیم.شناسایی می (([2]

 

ای یک ایدآل اول تک جمله 𝑃فرض کنید  .1-4قضیه 

𝑆حلقه  = 𝕂[𝑥(𝑖.𝑙).𝑗 ; 𝑖𝜖[2] . 𝑗𝜖[ 2]. 𝑙𝜖𝐿]  باشد. در
𝐽([2]یک ایدآل اول وابسته  𝑃این صورت  × 𝐿. [2]) 
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های توصیف توسط یکی از مجموعه 𝑃است اگر و فقط اگر 
 .شده در زیر تولید شود

 
 الف. 

{𝑥(1.𝑎).1 ; 𝑎𝜖𝐴}  ∪ {𝑥(2.𝑎).1 ; 𝑎𝜖𝐴′}

∪ {𝑥(1.𝑏).2 ; 𝑏𝜖𝐵} 

∪ {𝑥(2.𝑏).2 ; 𝑏𝜖𝐵′} 

′𝐵که در آن  ≠ 𝐴یا  ∅ ≠ 1و برای یک  ∅ ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 ،
𝐴 ∪ 𝐴′ = 𝐴𝑖  و𝐵 ∪ 𝐵′ = 𝐵𝑖 همچنین 

 𝐴 ∩ 𝐴′ = ∅ و   𝐵 ∩ 𝐵′ = ∅. 
 

 است. 𝑃𝑖یک ایدآل اول هم ارتفاع با   𝑃در این حالت 

;  𝑥(2.𝑎).1}ب.    aϵA} ∪ {𝑥(1.𝑏).2  ;  𝑏𝜖𝐵} ∪

{𝑥(1.𝑎′).1 } 

1و  𝑎′𝜖𝐿که در این جا  ≤ 𝑖 ≤ 𝑟   موجود است که𝐵 =

𝐵𝑖     .  𝐴 = 𝐴𝑖  و برای هر 𝑎′′𝜖𝐴  و برای هر𝑏′𝜖𝐵 
 :داریم

𝐽(𝐿. [2]) ⊈ (𝑥𝑎.1; 𝑎𝜖(𝐴\ {𝑎
′′}) ∪ {𝑎′})

+ (𝑥𝑏.2 ; bϵB). 
 

 همچنین
 𝐽(𝐿. [2]) ⊈ (𝑥𝑎.1 ;  𝑎𝜖𝐴 ∪ {𝑎

′}) +
(𝑥𝑏.2 ; bϵB\{b′}). 

 .ج

{𝑥(2.𝑎).1 ;  𝑎𝜖𝐴} ∪ {𝑥(1.𝑏).2  ; 𝑏𝜖𝐵}

∪ {𝑥(2.𝑏′).2}. 

1که در اینجا  ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  و  𝑏′𝜖𝐿  موجود است که𝐴 =

𝐴𝑖  و𝐵 = 𝐵𝑖  و برای هر𝑏′′𝜖𝐵  و𝑎′𝜖𝐴  :داریم 
𝐽(𝐿. [2]) ⊈ (𝑥𝑎.1; 𝑎𝜖𝐴)

+ (𝑥𝑏.2;  bϵB\{b
′′}

∪ {𝑏′}). 
 همین طور 

𝐽(𝐿. [2]) ⊈ (𝑥𝑎.1 ; 𝑎𝜖𝐴\{𝑎
′}) +

(𝑥𝑏.2 ; bϵB ∪ {𝑏
′})  

 

توسط یکی از  𝑃ابتدا فرض کنید که ایدآل  برهان.

های توصیف شده در بندهای الف و ب و ج  تولید مجموعه
یک ایدآل اول  𝑃دهیم که شود. در هر حالت نشان میمی

𝐽([2] وابسته به  × 𝐿.  است.  ([2]

′𝐵چون  .الف ≠ 𝜙 یا 𝐴 ≠ 𝜙  پس 𝑥(1.𝑎).1𝜖𝑃 

یا  𝑥(1.𝑎).1|𝑢𝜙𝑚+1 موجود است به قسمی که 

𝑥(2.𝑏).2𝜖𝑃  وجود دارد که𝑥(2.𝑏).2|𝑢𝜙𝑚+1. 
 

1از طرفی برای هر  ≤ 𝜆 ≤ 𝑚  و برای𝑗 = 1.2 

(6    )               𝑥(𝑗.𝑎).1|𝑢𝜙𝜆 ⟺ 𝑥𝑎.1|𝑢𝜃𝜆  

 (7) و 

𝑥(𝑗.𝑎).2|𝑢𝜙𝜆 ⟺ 𝑥𝑎.2|𝑢𝜃𝜆  
 

1چون برای یک  و ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  داریم𝐴 ∪ 𝐴′ = 𝐴𝑖 و 
𝐵 ∪ 𝐵′ = 𝐵𝑖 

 توان نتیجه گرفت که می

(𝑢𝜙1 . … . 𝑢𝜙𝑚) ⊆ 𝑃. 

 و در مجموع  𝑢𝜙𝑚+1ϵ𝑃در بالا نشان دادیم که 
𝐽([2] × 𝐿. [2]) ⊆ 𝑃. 

 

𝐴حالا چون  ∩ 𝐴′ = 𝜙  و𝐵 ∩ 𝐵′ = 𝜙  پس هرگاه
𝑃 از  ایدآل اول مینیمال𝐽([2] × 𝐿. نباشد. آنگاه   ([2]

 توان یک ایدآل اول شامل ( می7( و)6طبق روابط)

𝐽(𝐿. ; 𝕂[𝑥𝑙.𝑗در حلقه ([2]  𝑙𝜖𝐿. 𝑗𝜖[2]]  یافت که به
باشد که این یک تناقض است  𝑃𝑖طور اکید مشمول در 

𝑃𝜖𝑎𝑠𝑠(𝐽([2]پس  × 𝐿. [2])) 

 𝑥(1.𝑎′).1|𝑢𝜙𝑚+1ابتدا توجه کنید که  .ب
چنان  Bو  Aبه علاوه مشابه قسمت الف، نحوه تعریف 

𝐽([2]است که  × 𝐿. [2]) ⊆ 𝑃 

 

𝐽([2]یک ایدآل اول مینیمال  𝑃اگر  × 𝐿. نباشد  ([2]
𝐽([2]در این صورت  × 𝐿. مشمول در یک ایدآل  ([2]

 توسط یک زیر مجموعه اکید از  ′𝑃است که  ′𝑃اول مانند 

{𝑥(2.𝑎).1 ;  𝑎𝜖𝐴} ∪ {𝑥(1.𝑏).2 ;  𝑏𝜖𝐵}

∪ {𝑥(1.𝑎′).1} 

 

توجه کنید که با توجه به نحوه تعریف  شود.تولید می
. ′𝑥(1.𝑎′).1𝜖𝑃پس  ′𝑢𝜙𝑚+1𝜖𝑃مجموعه بالا و این که 

 بنابراین 
𝐽([2] × 𝐿. [2]) ⊆ 𝑃′ ⊆ 
(𝑥(2.𝑎).1 ; 𝑎𝜖𝐴\{𝑎

′′}) + (𝑥(1.𝑏).2; 𝑏𝜖𝐵)

+ (𝑥(1.𝑎′).1) 
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 . یا این که 𝑎′′𝜖𝐴برای یک 
𝐽([2] × 𝐿. [2]) ⊆ 𝑃′ ⊆  
(𝑥(2.𝑎).1 ; 𝑎𝜖𝐴) + (𝑥(1.𝑏).2 ; 𝑏𝜖𝐵\{𝑏

′}))

+ (𝑥(1.𝑎′).1) 
 

 .𝑏′𝜖𝐵برای یک 
 ( داریم:7( و)6در این صورت با توجه به روابط)

𝐽(𝐿. [2]) ⊆ (𝑥𝑎.1 ; 𝑎𝜖𝐴\{𝑎
′′} ∪ {𝑎′}) +

(𝑥𝑏.2 ; 𝑏𝜖𝐵).  
 یا

𝐽(𝐿. [2]) ⊆ (𝑥𝑎.1; 𝑎𝜖𝐴 ∪ {𝑎
′})

+ (𝑥𝑏.2 ; 𝑏𝜖𝐵\{𝑏
′}). 

 

یک  𝑃با مفروضات ب است. پس  اما این یک تناقض
𝐽([2]ایدآل اول وابسته  × 𝐿.  است. ([2]

 شود.ج( مشابه ب. ثابت می
 یک ایدآل اول وابسته به 𝑃برعکس فرض کنید که 

𝐽([2] × 𝐿. در یکی  𝑃دهیم که باشد. نشان می  ([2]
 کند. از شرایط الف، ب یا ج صدق می

موجودند   𝐿مشمول در  ′𝐵و  𝐵و  ′𝐴و  𝐴های مجموعه
 که 

𝑃 = (𝑥(1.𝑎).1 ;  𝑎𝜖𝐴) + (𝑥(2.𝑎).1 ;  𝑎𝜖𝐴
′) + 

(𝑥(1.𝑏).2 ;  𝑏𝜖𝐵) + (𝑥(2.𝑏).2 ;  𝑏𝜖𝐵′). 

A، پس 𝑢𝜙𝑚+1𝜖𝑃چون  ≠ 𝜙  یاB′ ≠ 𝜙. 
 

 ( 7( و )6به علاوه طبق روابط)
 𝐴 ∩ 𝐴′ = 𝜙  و𝐵 ∩ 𝐵′ = 𝜙  

𝐽(𝐿. [2]) ⊆ (𝑥𝑎.1 ;  𝑎𝜖𝐴 ∪ 𝐴
′)

+ (𝑥𝑏.2 ;  𝑏𝜖𝐵 ∪ 𝐵
′). 

 

1بنابراین  ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  موجود است که 

𝐵𝑖 ⊆ 𝐵 ∪ 𝐵
𝐴𝑖  و ′ ⊆ 𝐴 ∪ 𝐴′ 

 

𝐴در نتیجه برای  ∪ 𝐴′  و𝐵 ∪ 𝐵′  یکی از حالات زیر
 دهد.رخ می

. .حالت اول 𝐵𝑖 ∩ 𝐵
′ ≠ 𝜙 یا 𝐴𝑖 ∩ 𝐴 ≠ 𝜙  که در

 این حالت 
𝑃1 = (𝑥(1.𝑎).1; 𝑎𝜖𝐴𝑖 ∩ 𝐴)

+ (𝑥(2.𝑎).1; 𝑎𝜖𝐴𝑖 ∩ 𝐴
′) 

+(𝑥(1.𝑏).2; 𝑏𝜖𝐵𝑖 ∩ 𝐵) + (𝑥(2.𝑏).2; 𝑏𝜖𝐵𝑖
∩ 𝐵′) 

 

و  (7( و)6)است و اما طبق 𝑃یک ایدآل اول مشمول در 

𝐽([2]پس  𝑢𝜙𝑛+1𝜖𝑃1 این که  × 𝐿. [2]) ⊆ 𝑃1 
𝑃1بنابراین  = 𝑃  لذا 𝑃  به شکل توصیف شده در الف

 است.

𝐴𝑖 حالت دوم. ⊆ 𝐴′  و𝐵𝑖 ⊆ 𝐵  علاوه بر این هیچ

𝑗 ای که در حالت اول صدق کند وجود ندارد. در این صورت
  𝑎′𝜖𝐴توان دید که برای هر به سادگی می

𝑃1 = (𝑥(1.𝑎′).1) + (𝑥(2.𝑎).1; 𝑎𝜖𝐴𝑖)

+ (𝑥(1.𝑏).2; 𝑏𝜖𝐵𝑖) 
 

𝐽([2]یک ایدآل اول شامل  × 𝐿. باشد که می ([2]
𝑃1 ⊆ 𝑃  بنابراین𝑃1 = 𝑃  و𝑃1  در شرایط ب صدق

 توانکند زیرا در غیر این صورت مشابه حالت اول میمی
𝐽([2]یک ایدآل اول وابسته از  × 𝐿. چنان یافت  ([2]

باشد و همچنین برای هر  𝑃که به طور اکید مشمول در 
𝑏′𝜖𝐵′  

𝑃2 = (𝑥(2.𝑏′).2) + (𝑥(2.𝑎).1; 𝑎𝜖𝐴𝑖)

+ (𝑥(1.𝑏).2; 𝑏𝜖𝐵𝑖) 
 

𝐽([2]یک ایدآل اول شامل  × 𝐿. 𝑃2است که  ([2] ⊆

𝑃  بنابراین𝑃2 = 𝑃 توان دید که در این و مشابه قبل می
 کند. در شرط ج صدق می 𝑃حالت 

 

یک مشبکه دلخواه متناهی  𝐿فرض کنید  .2-4نتیجه 

𝑊([2]باشد. در این صورت  × 𝐿) = 𝑊(𝐿) + 1. 
 

𝑱([𝟐]مطالعه تحلیل آزاد  -5 × 𝑳. به کمک  ([𝟐]

.𝑱(𝑳ايدآل  [𝟐]) . 

𝐽([2]در این بخش به مطالعه تحلیل آزاد  × 𝐿. [2])  
.𝐽(𝐿به کمک تحلیل آزاد   .پردازیممی ([2]

 ابتدا قرار دهید 
𝑆1 = 𝕂[𝑥𝑙.𝑗; 𝑙𝜖𝐿. 𝑗𝜖[2]] 

𝑆 و = 𝕂[𝑥(𝑖.𝑙).𝑗; 𝑖. 𝑗𝜖[2]. 𝑙𝜖𝐿] 

.𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡(𝐿اگر  [2]) = (𝜃1. … . 𝜃𝑚) گاه به آن
.𝐽(𝐿وضوح  [2]) = (𝑢𝜃1 . … . 𝑢𝜃𝑚)  ایدآل حلقه𝑆1  
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 و
𝐽([2] × 𝐿. [2]) = (𝑢𝜙1 . … . 𝑢𝜙𝑚 . 𝑢𝜙𝑚+1) 

برای هر  3.2است که در آن طبق نتیجه  𝑆ایدآل حلقه 
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚، 

𝑢𝜙𝑖 = 𝜇(𝑢𝜃𝑖)𝜋(𝑢𝜃𝑖) 

.𝜇و  𝜋: 𝑆1 → 𝑆 های هستند که به ترتیب با همریختی
 شوند.ضوابط زیر بیان می

𝜇(𝑥𝑙.𝑗) = 𝑥(2.𝑙).𝑗 

 و

 π(𝑥𝑙.𝑗) = 𝑥(1.𝑙).𝑗 
 

𝑢𝜙𝑚+1همچنین  = ∏ 𝑥(1.𝑙).1∏ 𝑥(2.𝑙).2𝑙𝜖𝐿𝑙𝜖𝐿 
𝐼حال قرار دهید  = (𝑢𝜙1 . … . 𝑢𝜙𝑚)  و همریختی

:𝜓ای حلقه 𝑆1 𝜓(𝑥𝑙.1)را که  → = 𝑥(2.𝑙).1  و 
𝜓(𝑥𝑙.2) = 𝑥(1.𝑙).2 گیریم. با توجه به گزاره در نظر می

 (8)توان دید کهمی [1]کتاب 2.2.1
𝐽 = 𝐼: 𝑢𝜙𝑚+1 = (𝜓(𝑢𝜃1). … . 𝜓(𝑢𝜃𝑚))) 

 

 دنباله دقیق کوتاه زیربا در نظر گرفتن 

0 →
𝑆

𝐽
(−𝑑𝑒𝑔 𝑢𝜙𝑚+1) →

𝑆

𝐼

→
𝑆

𝐽([2] × 𝐿. [2])
→ 0 

 

𝑆توان پایاهای عددی می

𝐽([2]×𝐿.[2])
را به کمک پایاهای  

𝑆عددی 

𝐼
𝑆و  

𝐽
 محاسبه نمود. 

 در ادامه در مورد تحلیل آزاد مینیمال 
𝑆

𝐽([2]×𝐿.[2])
بحث  

 کنیم.می
 فرض کنید 

…
𝑑3
→ ⊕ S1(−𝛽2.𝑗)

𝑑2
→ ⊕ 𝑆1(−𝛽1.𝑗)

𝑑1
→ 𝑆1

→
𝑆1

𝐽(𝐿. 2])
→ 0 

 

𝑆1-  تحلیل آزاد مینیمال𝑆1

𝐽(𝐿.[2])
باشد. برای محاسبه  

𝑆تحلیل آزاد مینیمال 

𝐼
های کافی است در ماتریس 

 با 𝑥𝑙.𝑗های دیفرانسیل تحلیل فوق هر متغیر نگاشت
 𝑥(1.𝑙).𝑗𝑥(2.𝑙).𝑗 = 𝜇(𝑥𝑙.𝑗)𝜋(𝑥𝑙.𝑗)  

 جایگزین شود.
 

𝑆بنابراین تحلیل آزاد مینیمال 

𝐼
 .به صورت زیر است 

(9) 

… →⊕ 𝑆(−𝛽′2.2𝑗)
�̃�2
→ ⊕ 𝑆(−𝛽′1.2𝑗)

�̃�1
→ 𝑆 →

𝑆

𝐼
→ 0  

𝛽′𝑖.2𝑗که در آن  = 𝛽𝑖.𝑗 

. لذا  𝑝𝑑 (
𝑆

𝐼
) = 𝑝𝑑(

𝑆1

𝐽(𝐿.[2])
) 

𝑆و اعداد بتی مدرج 

𝐼
به سادگی با مراجعه به اعداد بتی  

𝑆1

𝐽(𝐿.[2])
 قابل استخراج هستند.  

𝑆همچنین برای محاسبه تحلیل آزاد مینیمال 

𝐽
با توجه به  

های های نگاشت، کافی است در ماتریس(8)رابطه

𝑆1دیفرانسیل تحلیل 

𝐽(𝐿.[2])
و  𝑥(2.𝑙).1با  𝑥𝑙.1هر متغیر  

 جایگزین شود.  𝑥(1.𝑙).2با  𝑥𝑙.2هر متغیر 

𝑆در نتیجه تحلیل آزاد مینیمال 

𝐽
 عبارت است از  

…⊕ 𝑆(−𝛽′′2.𝑗)
�̌�2
→⊕ 𝑆(−𝛽′′1.𝑗)

�̌�1
→ 𝑆 →

𝑆

𝐽
→ 0                                                                (10) 

 

𝛽′′𝑖.𝑗که در آن  = 𝛽𝑖.𝑗. 
 

𝑆اما برای محاسبه یک تحلیل آزاد از 

𝐽([2]×𝐿.[2])
توان می 

 از تکنیک مخروط نگارنده استفاده کرد.

𝑆توجه کنید که تحلیل آزادی که برای 

𝐽([2]×𝐿.[2])
به  

شود لزوما مینیمال کمک مخروط نگارنده محاسبه می
 باشد اما همواره داریم: نمی

𝑝𝑑(
𝑆

𝐽([2]×𝐿.[2])
) ≤

max {𝑝𝑑 (
𝑆

𝐼
) . 𝑝𝑑(

𝑆

𝐼:𝑢𝜙𝑚+1
) + 1}  

 

𝑠1با داشتن اعداد بتی 

𝐽(𝐿.[2})
(، اعداد بتی 10)( و9)، با توجه

𝑆

𝐼
𝑆و  

𝐼:𝑢𝜙𝑚+1
 به ویژه  .شوندبه سادگی محاسبه می 

𝑝𝑑 (
𝑆

𝐼
) = 𝑝𝑑 (

𝑆

𝐼: 𝑢𝜙𝑚+1
) = 𝑝𝑑(

𝑆1
𝐽(𝐿. [2])

) 

 پس
 

یک مشبکه متناهی باشد. در  𝐿فرض کنید . 1-5نتیجه 

 این صورت 

.𝑝𝑑 (
𝑆

𝐽([2]×𝐿.[2])
) ≤ 𝑝𝑑 (

𝑆1

𝐽(𝐿.[2])
) + 1 
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𝑝𝑑. فرض کنید برهان (
𝑆1

𝐽(𝐿.[2])
) = 𝑡  و𝛽𝑖.𝑗  و𝛽′𝑖.𝑗 

همان اعداد بتی باشند که پیش از نتیجه معرفی  𝛽′′𝑖.𝑗و 

𝑆1دنباله اعداد بتی  {𝛽𝑖.𝑗}شدند، یعنی 

𝐽(𝐿.[2])
 ،{𝛽′𝑖.𝑗} 

𝑆دنباله اعداد بتی 

𝐼
𝛽′𝑖.2𝑗که   = 𝛽𝑖.𝑗  و{𝛽′′𝑖.𝑗}  دنباله

𝑆اعداد بتی 

𝐼:𝑢𝜙𝑚+1
𝛽′′𝑖.𝑗که   = 𝛽𝑖.𝑗صورت  . در این

طبق تکنیک مخروط نگارنده یک تحلیل آزاد مینیمال 

𝑆برای 

𝐽([2]×𝐿.[2])
 آید.به صورت زیر به دست می 

0 →⊕ 𝑆 (−(𝛽′′
𝑡.𝑗
+ 2⎹𝐿⎹ )) → 

⊕𝑆(−𝛽′𝑡.2𝑗)⊕ 𝑆(−(𝛽′′𝑡−1.𝑗 + 2|𝐿|))

→ ⋯ 

→⊕𝑆(−𝛽′2.2𝑗) ⊕⊕ 𝑆(−(𝛽′′1.𝑗
+ 2|𝐿|))
→⊕ 𝑆(−𝛽′1.2𝑗)

⊕ 𝑆(−2|𝐿|) → 𝑆

→
𝑆

𝐽([2] × 𝐿. [2])
→ 0  

 

tطول  که یک تحلیل آزاد با + است پس  1

𝑝𝑑 (
𝑆

𝐽([2]×𝐿.[2])
 ) ≤ 𝑡 + 1. 

𝑆در ادامه تحلیل آزاد مینیمال 

𝐽([2]×[𝑛].[2])
را به کمک  

 کنیم.مخروط نگارنده به طور صریح حساب می

 

𝑆 تحلیل آزاد مینیمال. 5-2 قضیه

𝐽([2]×[𝑛].[2])
عبارت   

 است از 
0 → 𝑆𝑛(−(3𝑛 + 1)) → 
𝑆𝑛(−(2𝑛 + 2))⊕ 𝑆𝑛+1(−3𝑛) → 

𝑆𝑛+2(−2𝑛) → 𝑆 →
𝑆

𝐽([2] × [𝑛]. [2])
→ 0 

 

. بنا به مطالب پیش از قضیه ابتدا باید برهان

𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡([𝑛]. د توان دیرا بیابیم. به سادگی می ([2]
 که 

𝐻𝑜𝑚𝐿𝑎𝑡([𝑛]. [2]) = {𝜃0. … . 𝜃𝑛} 
0که در آن برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ، 

𝜃𝑖: [𝑛] → [2] 

𝑗 ⟼ {
2        𝑖 > 𝑗
1        𝑖 ≤ 𝑗

 

 پس

𝐽([𝑛]. [2]) = (𝑢𝜃0 . … . 𝑢𝜃𝑛) =

(∏ 𝑥𝑖.1
𝑖=𝑡
𝑖=1 ∏ 𝑥𝑗.2

𝑛
𝑗=𝑡+1   ; 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛)  

0در این صورت به وضوح برای  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛، 

(𝑢𝜃0 . … . 𝑢𝜃𝑖): 𝑢𝜃𝑖+1 = (𝑥𝑖+1.2) 
 

.𝐽([𝑛]بنابراین ایدآل  دارای کسرهای خطی نسبت  ([2]
 از 2.7به مجموعه مولد داده شده است و طبق نتیجه 

𝑆1تحلیل آزاد مینیمال  ،[10]مقاله

𝐽([𝑛].[2])
به صورت زیر  

 است.
0 → 𝑆1

𝑛(−𝑛 − 1) → 𝑆1
𝑛+1(−𝑛) → 𝑆1

→
𝑆1

𝐽([𝑛]. [2])
→ 0        

 

𝑆(، تحلیل آزاد مینیمال 9از طرفی بنا به رابطه)

𝐼
به صورت  

 زیر است.
0 → 𝑆𝑛(−(2𝑛 + 2)) → 𝑆𝑛+1(−2𝑛) → 𝑆

→
𝑆

𝐼
 

𝑆همچنین تحلیل آزاد مینیمال از 

𝐽
(−deg ( 𝑢𝜙𝑛+1)) 

deg(𝑢𝜙𝑛+1)جا  ( و این که در این10با توجه) = 2𝑛 ،
 عبارت است از 

0 → 𝑆𝑛(−(3𝑛 + 1)) → 𝑆𝑛+1(−3𝑛)

→ 𝑆(−2𝑛) →
𝑆

𝐽
(−2𝑛)

→ 0 
 

 اگر تکنیک مخروط نگارنده را برای دنباله کوتاه دقیق

0 →
𝑆

𝐽
(−2𝑛) →

𝑆

𝐼
→

𝑆

𝐽([2]×[𝑛].[2])
→ 0  

 به کار ببریم، به تحلیل آزاد مدرج
0 → 𝑆𝑛(−(3𝑛 + 1)) → 𝑆𝑛(−(2𝑛 +
2))⊕ 𝑆𝑛+1(−3𝑛) → 𝑆𝑛+2(−2𝑛) → 𝑆 →

𝑆

𝐽([2]×[𝑛].[2])
→ 0  

 

𝑆برای 

𝐽([2]×[𝑛].[2])
یابیم. حال چون در تحلیل دست می 

های آزاد مدرج فوق در درجات همولوژی متوالی مدول
آزاد با شیفت درجه یکسان وجود ندارد، پس با توجه به 

تحلیل فوق یک تحلیل مینیمال  ،(8)مرجع 7.5قضیه 
  است.
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