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 11/11/1603تاريخ پذيرش مقاله:    90/90/1603تاريخ ارسال مقاله: 

 چکيده

در اين مقاله يک مسأله برنامه ريزی چند هدفه کسری خطي با متغيرها و بردار منابع فازی مورد مطالعه قرار مي 

گيرد و الگوريتمي با رويکرد پارامتری جهت حل آن ارائه مي شود. فرآيند حل پيشنهاد شده برای تعيين جواب بهينه 

ر ضمن انطباق بيشتر جواب با واقعيت، اطلاعات جامع تری مسأله مبتني بر رويکرد پارامتری خواهد بود که اين ام

را در اختيار تصميم گيرنده قرار خواهد داد. سادگي روش مطرح شده يکي از مزيت های الگوريتم پيشنهادی است 

که امکان درک مطلوب تر فرآيند حل را توسط کاربر فراهم مي آورد. همچنين جهت توصيف فرآيند حل روش 

 يک مثال عددی ارائه مي شود.   پيشنهاد شده، 
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 مقدمه -0

جمله ( از LFP) 2برنامه ريزی کسری خطي

موضوعات مورد توجه در برنامه ريزی رياضي است. 

طيف گسترده ای از مسائل دنيای واقعي ما بر پايه 

نسبت های نسبي از مقادير فيزيکي و يا اقتصادی 

هستند. در برنامه ريزی از نسبت توليد به کارمندان، 

در حوزه مراقبت های بهداشتي و بيمارستان از نسبت 

ين در برنامه ريزی مالي از هزينه به بيمار و همچن

نسبت بدهي به حقوق مالکين شرکت مي توان به 

عنوان مثال های کاربردی  از اين نوع برنامه ريزی نام 

 برد.

[ يک نمونه از مسائل 0برای اولين بار ايزبل و مارلو ]   

برنامه ريزی کسری خطي را شناسايي کردند و آن را 

برنامه ريزی خطي با استفاده از دنباله ای از مسائل 

حل کردند. بعد از آن يک روش تبديل متغير توسط 

[  جهت حل اين گونه مسائل ارائه 5چارنز و کوپر ]

[ و سواراپ 7[، مارتوس ]3] شد. گيلمور و گوموری

[، يک مسأله برنامه ريزی کسری خطي را با 0]

استفاده از روشهای مختلف بر پايه روش سيمپلکس 

حل  -[ 0ه توسط دانتزيک ]مطرح شد -بهبوديافته 

[ يک روش برای حل 19کردند. پس از اينکه چادها ]

مسأله برنامه ريزی کسری خطي با توابع قدرمطلق 

[ يک رويکرد برنامه 11مقدار پيشنهاد کرد، چان ]

ريزی آرماني فازی را برای حل اين گونه مسائل مطرح 

[ دو رويکرد متفاوت جهت 16،12کرد. طنطاوی ]

يکرد دوگاني را برای حل ا ين مسائل شدني و رو

[، يک 10پيشنهاد کرد. اخيراً نيز مجتبي و همکاران ]

مسأله برنامه ريزی کسری خطي با ضرايب بازه ای را 

با استفاده از يک تابع هدف بر پايه روش چارنز و کوپر 

 حل کردند.

در مدلسازی واقعي يک مسأله برنامه ريزی کسری    

خطي همانند ساير مدلسازی های حقيقي ابهام و يا 

نادقيق بودن پارامترهای مسأله ناشي از ارزيابي های 

                                                 
2. Linear Fractional Programming 

تجربي يا ذهني متخصصين و ساير عوامل محيطي، 

امری رايج و گريزناپذير است. از اين رو، پارامترهای 

ع بينانه در مدلسازی اين فازی به عنوان ابزاری واق

[ ايده 15گونه مسائل به کار گرفته شد. بلمن و زاده ]

بيشينه کردن تصميمات را برای مسائل تصميم گيری 

فازی مطرح کردند. نظريه کلي برنامه ريزی خطي 

[ ارائه 13فازی نخستين بار توسط تاناکا و همکاران ]

شد و پس از آن محققين بسياری روش های مختلفي 

[(. 17 ,10, 10, 29در اين حوزه مطرح کردند. )] را

[ يک روند برنامه ريزی آرماني را 21پال و همکاران ]

برای يک مسأله برنامه ريزی چندهدفه کسری خطي 

فازی مورد مطالعه قرار دادند. از تلاش های اخير 

محققين در زمينه برنامه ريزی کسری فازی مي توان 

اشاره کرد که  [22ار ]به کار چاينادورای و موتوکوم

يک مسأله برنامه ريزی کسری خطي با ضرايب و 

متغيرهای فازی تحت عنوان مسأله برنامه ريزی 

کسری خطي کاملاً فازی را مورد مطالعه قرار داده و 

برای  (α, r) روشي برای محاسبه يک جواب بهينه 

آن ارائه کردند. آن ها با استفاده از تبديل مسأله مورد 

يک مسأله برنامه ريزی دو هدفه که خود نظر به 

تبديل به يک مسأله برنامه ريزی خطي خواهد شد 

رويکرد خود را مطرح کردند. همچنين ناصری و 

[( ضمن ارائه يک رويکرد 1],[ 26خزائي کوه پر )]

بهبوديافته در حل مسائل برنامه ريزی خطي با 

 ضرايب فازی و ضرايب بازه ای، کاربرد آن را در مسأله

برنامه ريزی چندهدفه کسری خطي با ضرايب فازی 

به صورت يک الگوريتم يکپارچه مطرح کردند. يکي 

 مدلاز کاربردهای برنامه ريزی کسری در چارچوب 

 خروجي های و ورودی ها با داده ها پوششي تحليل

 [ ملاحظه کرد. 6را مي توان در منبع ] فازی تصادفي

ريزی چندهدفه  در اين مقاله يک مسأله برنامه    

کسری خطي با متغيرها و بردار منابع فازی مورد 

مطالعه قرار مي گيرد و با يک رويکرد پارامتری، 
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الگوريتمي جهت حل اين گونه از مسائل ارائه مي شود 

که جواب بهينه نهايي را به صورت پارامتری نتيجه 

خواهد داد. اين مقاله به صورت زير سازماندهي شده 

 است:

دوم، برخي تعاريف و مفاهيم اوليه مورد نياز در بخش 

را بيان مي کنيم. در بخش سوم، برنامه ريزی کسری 

خطي را در محيط های قطعي و فازی مورد توجه قرار 

خواهيم داد. در بخش چهارم، الگوريتم مورد نظر برای 

حل مسأله ارائه مي شود. در نهايت يک مثال عددی 

يتم پيشنهادی در جهت توصيف فرآيند حل با الگور

 اين بخش مطرح خواهد شد.           

      

 ه يم اوليف و مفاهيتعار -8

در اين بخش برخي تعاريف و مفاهيم اوليه ای که  

 مورد نياز است را ارائه مي کنيم.

 

𝑓نگاشت  [.84] 0تعريف  ∶ ℝ را يک  [9,1] ⟶

عدد فازی گوييم به شرطي که در موارد زير صدق 

 کند:

1) 𝑓 .نيم پيوسته بالايي است 

,𝑐]در نقاط خارج از بازه  (2 𝑑] ⊂ ℝ :داريم ،

𝑓(𝑥) = 9. 

, 𝑎اعداد حقيقي  (6 𝑏  وجود دارند بطوريکه𝑐 ≤

𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑑  و تابع𝑓(𝑥)  روی[𝑐, 𝑎] ⊂ ℝ به ،

,𝑏]طور يکنواخت صعودی و روی  𝑑] ⊂ ℝ به طور ،

𝑥يکنواخت نزولي است. همچنين به ازای هر  ∈

[𝑎, 𝑏] :داريم ،𝑓(𝑥) = 1 . 

 

مجموعه همه اعداد فازی )معرفي شده در  :0قرارداد 

 م.ينشان مي ده 𝐹(ℝ)( را با  1تعريف 

اکنون تعريف ديگری از يک عدد فازی با ديدگاه 

پارامتری را معرفي مي کنيم که در ادبيات فازی، 

 مي باشد. 1معادل با تعريف 

 

يک عدد فازی دلخواه را در شکل  [.88] 8تعريف 

ن به صورت زوج مرتبي از توابع  پارامتری مي توا

( 𝑓(𝑟), 𝑓(𝑟)) , 9 ≤ r ≤  هيکش داد بطورينما 1

 در شرايط زير صدق کنند:

1) 𝑓(𝑟)  يک تابع کراندار، صعودی يکنواخت و از

 مي باشد. [9,1]چپ پيوسته روی 

2) 𝑓(𝑟)  يک تابع کراندار، نزولي يکنواخت و از چپ

 مي باشد. [9,1]پيوسته روی 

6) 𝑓(𝑟) ≤  𝑓(𝑟), 9 ≤ r ≤ 1 . 

 

حساب روی اعداد فازی پارامتری و رابطه  -8-0

 ن آن هايبي بيترت

�̃�د ي، فرض کن2ف يبر اساس تعر =

( 𝑥(𝑟), 𝑥(𝑟))  و�̃� = ( 𝑦(𝑟), 𝑦(𝑟))  دو عدد

قي يک اسکالر حقي 𝑘ش پارامتری، و يفازی در نما

ن اعداد فازی ين صورت حساب روی ايباشد. در ا

 ,[25)]م يف مي کنير تعريپارامتری را به صورت ز

2 )]:   

i. �̃� ≈ �̃�  ⇔   𝑥(𝑟) =  𝑦(𝑟) ,   𝑥(𝑟) =

𝑦(𝑟)  
ii. �̃� + �̃� = (𝑥(𝑟) + 𝑦(𝑟) , 𝑥(𝑟) +

 𝑦(𝑟)) 

iii. k�̃� = (𝑘 𝑥(𝑟), 𝑘𝑥(𝑟)) , 𝑘 ∈ ℝ, 

iv. �̃� ∙ �̃� = (𝑚𝑖𝑛 {𝑥𝑦, 𝑥𝑦, 𝑥 𝑦, 𝑥 𝑦} ,   

                       𝑚𝑎𝑥 {𝑥𝑦, 𝑥𝑦, 𝑥 𝑦, 𝑥 𝑦})  

v. �̃� �̃�⁄ = (𝑚𝑖𝑛 {
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
} ,   

 𝑚𝑎𝑥 {
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
}),    �̃� ≉ 9̃  

 

در فضای همه مجموعه های فازی در نمايش . 0تذکر 

9̃پارامتری تعريف مي کنيم:  = 1̃و              (9,9) =

(1,1). 

�̃�دو عدد فازی  = ( 𝑥(𝑟), 𝑥(𝑟))              و�̃� =

( 𝑦(𝑟), 𝑦(𝑟))  معرفي را در نظر بگيريد. برای
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ترتيب روی اين اعداد فازی، با الگوگيری از رويکرد 

را به صورت  𝑜ℎ[، شاخص 23گوتچل و واکسمن ]

 زير تعريف مي کنيم:

𝑜ℎ(�̃�, �̃�) = 

∫ 𝑟[(𝑥(𝑟) − 𝑦(𝑟)) + (𝑥(𝑟) −
1

9

𝑦(𝑟))] 𝑑𝑟  
 

 در اين صورت ترتيب زير را تعريف مي کنيم:

�̃� ≾ �̃�  ⇔  𝑜ℎ(�̃�, �̃�) ≤ 9  
�̃� ≺ �̃�  ⇔  𝑜ℎ(�̃�, �̃�) < 9  

 

�̃�همچنين مي نويسيم  ≿ �̃� (�̃� ≻ �̃� اگر و تنها )

�̃� اگر ≾ �̃� (�̃� ≺ �̃�.) 

روی مجموعه همه اعداد فازی  𝑑حال اگر متر 

 پارامتری را به صورت
                                                       

𝑑(�̃�, �̃�) = 

𝑑((𝑥(𝑟), 𝑥(𝑟)), (𝑦(𝑟), 𝑦(𝑟)) =

sup {𝑚𝑎𝑥  
{|𝑥(𝑟) − 𝑦(𝑟)|, |𝑥(𝑟) − 𝑦(𝑟)|}; 9 ≤

𝑟 ≤ 1}  
 

ک مجموعه ي، کرانداری روی [(23در نظر بگيريم )]

 م.  يف مي کنير تعرياز اعداد فازی را به صورت ز

 

يک مجموعه از اعداد فازی را کراندار . 3تعريف 

وجود داشته باشد  𝑀گوييم هرگاه يک عدد حقيقي 

متعلق به اين  �̃�به طوری که به ازای هر عدد فازی 

 مجموعه داشته باشيم:

𝑑(�̃�, 9̃) < 𝑀  
 

 زی کسری خطييبرنامه ر -3

برنامه ريزی   در اين بخش، شکل کلي از مسائل

کسری خطي را معرفي نموده و سپس روش چارنز و 

[ را که مبتني بر تبديل خطي جهت حل اين 5کوپر ]

گونه مسائل است، ارائه خواهيم کرد. در زيربخش 

دوم، مسأله برنامه ريزی کسری خطي فازی در دو 

ک هدفه و چندهدفه مورد مطالعه قرار خواهد حالت ت

 گرفت.

 

  مسأله برنامه ريزی کسری خطي -3-0

يک مسأله برنامه ريزی کسری خطي [. 8] 3تعريف 

 توان به صورت زير در نظر گرفت: را مي

𝑚𝑎𝑥   𝑍(𝑥) =
∑ 𝑐𝑗 𝑥𝑗+𝑝
𝑛
𝑗=1

∑ 𝑑𝑗 𝑥𝑗+𝑞
𝑛
𝑗=1

=
𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
          

s.t.   

𝑥 ∈ 𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 , 𝑥 ≥ 9},    (1)  

                                       

𝐴 مجموعه ای ناتهي و کراندار است،  𝑆که در آن  ∈

ℝ𝑚×𝑛  ،𝑏 ∈ ℝ𝑚 ،𝑐 , 𝑑 ∈ ℝ𝑛 و𝑝 , 𝑞 ∈ ℝ  

 𝐷(𝑥)، ممکن است 𝑥برای برخي از مقادير اکنون  .

برابر با صفر شود. از اين رو جهت جلوگيری از وقوع 

 اين شرايط، بايد داشته باشيم:

{𝑥 ≥ 9, 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 ⇒ 𝐷(𝑥) > 𝑥}و يا  {9 ≥

9, 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 ⇒ 𝐷(𝑥) < . بدون از دست {9

دادن کليت برای سهولت، فرض مي کنيم شرط زير 

برای مسأله برنامه ريزی کسری خطي داده شده در 

 ( برقرار باشد:1)
𝑥 ≥ 9, 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 ⇒ 𝐷(𝑥) > 9.          

(2         )   

                                                      

دو مسأله برنامه ريزی رياضي زير را  [.82] 4تعريف 

 در نظر بگيريد:

𝑚𝑎𝑥   𝐹(𝑥)             و          𝑚𝑎𝑥   𝐺(𝑥)     
 s.t.   𝑥 ∈ 𝑆  (i)                     s.t.   𝑥 ∈ 𝑄 

(ii)                                                                  
معادل هم هستند  (ii)و  (i)ن صورت مسائل يدر ا

از مجموعه  𝑓 اگر و فقط اگر يک نگاشت يک به يک

 (ii)به روی مجموعه شدني مسأله  (i)مسأله  شدني

𝑥وجود داشته باشد بطوريکه برای همه  ∈ 𝑆 داشته ، 

 باشيم :

 𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑓(𝑥))  .  
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,𝑦)فرض کنيد که هيچ نقطه  [.8, 85] 0قضيه  9) 

𝑦با  ≥  برای مسأله برنامه ريزی خطي 9

𝑚𝑎𝑥    𝑐𝑇𝑦 + 𝑝𝑡                     
s.t.       𝑑𝑇𝑦 + 𝑞𝑡 = 1, 
            𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 9,                        (6)  

𝑡 ≥ 9 ,   𝑦 ≥ 9,   𝑦 ∈ ℝ𝑛 , 𝑡 ∈ ℝ  
 

 شدني نباشد. در اين صورت با فرض برقراری شرط 

( 6( با مسأله برنامه ريزی خطي )1(، مسأله )2)

 معادل است.

 [ رجوع کنيد.20برای اثبات به منبع ]اثبات: 

 اکنون دو مسأله مرتبط زير را در نظر بگيريد :

max        𝑡𝑁 (
𝑦

𝑡
)   

      s.t.    A (
𝑦

𝑡
) − 𝑏𝑡 ≤ 9  ,   

               𝑡𝐷 (
𝑦

𝑡
) = 1 ,      

               𝑡 > 9 , 𝑦 ≥ 9 ,                   (0)   

 و

max        𝑡𝑁 (
𝑦

𝑡
)   

       s.t.    A (
𝑦

𝑡
) − 𝑏𝑡 ≤ 9  ,                  

               𝑡𝐷 (
𝑦

𝑡
) ≤ 1 ,                    

              𝑡 > 9 , 𝑦 ≥ 9 ,                    ( (5   

                                                           

𝑡( با استفاده از تبديل 0که در آن مسأله ) =
1

𝐷(𝑥)
 

𝑦و  = 𝑡𝑥 ( از 5( بدست آمده و مسأله )1در )

𝑡𝐷جايگذاری محدوديت تساوی  (
𝑦

𝑡
) = با  1

𝑡𝐷محدوديت نامساوی  (
𝑦

𝑡
) ≤ ( بدست 0در ) 1

 آمده است.

 

𝑁(𝜂)برای برخي  [.82] 8قضيه  ≥ 9, 𝜂 ∈ 𝑆  ،

𝑥 ( در1اگر مسأله ) = 𝑥∗ )به مقدار بيشينه )مطلق

,𝑡)( در يک نقطه 6برسد، آنگاه مسأله ) 𝑦) =

(𝑡∗, 𝑦∗) رسد که در به مقدار بيشينه )مطلق( مي

 آن 
𝑦∗

𝑡∗
= 𝑥∗  و مقدار توابع هدف در اين نقاط با هم

 برابر است.

 

مسأله برنامه ريزی کسری خطي  [.82] 8تعريف 

( يک 1( در نظر بگيريد. مسأله )2ط )( را با شر1)

محدب استاندارد است،  -برنامه ريزی کسری مقعر

.)𝑁هرگاه  مقعر بوده و به ازای برخي از  𝑆روی  (

𝑥مقادير  ∈ 𝑆 داشته باشيم ،𝑁(𝑥) ≥ و  9

.)𝐷همچنين   مثبت و محدب باشد. 𝑆روی  (

 

( يک برنامه ريزی 1اگر مسأله ) [.82, 31] 3قضيه 

محدب استاندارد باشد که در يک نقطه  -کسری مقعر

𝑥∗  به مقدار بيشينه )مطلق( برسد، آنگاه مسأله

 (، همان مقدار بيشينه را در5تبديل يافته مرتبط )

,∗𝑡)يک نقطه  y∗) آورد، که در آن بدست مي  

𝑦∗ 𝑡∗⁄ = 𝑥∗( يک تابع 5. علاوه بر اين، مسأله )

 هدف مقعر و يک مجموعه شدني محدب دارد.

𝑥 برای هر 𝑁(𝑥)( فرض کنيد 1در مسأله ) ∈ 𝑆 ،

مقعر و مثبت است.  𝑆روی  𝐷(𝑥)مقعر و منفي و 

 در اين صورت داريم:
 

𝑚𝑎𝑥
𝑥∈𝑆

𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
 ⇔ 𝑚𝑖𝑛

𝑥∈𝑆

−𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)

⇔ 𝑚𝑎𝑥
𝑥∈𝑆

𝐷(𝑥)

−𝑁(𝑥)
, 

 

، محدب و مثبت است. بنابراين،  𝑁(𝑥)−که در آن 

 يزی کسری استاندارد( به يک مسأله برنامه ر1مسأله )

محدب تبديل شده است. از اين رو با استفاده -مقعر

( به مسأله برنامه ريزی خطي 1، مسأله )1از قضيه 

 زير تبديل مي شود:

max  𝑡𝐷 (
𝑦

𝑡
)   

    s.t.    A (
𝑦

𝑡
) − 𝑏𝑡 ≤ 9  ,  

            −𝑡𝑁 (
𝑦

𝑡
) ≤ 1 , 

            𝑡, 𝑦 ≥ 9 . 
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در بخش بعد يک مسأله برنامه ريزی کسری خطي 

فازی در دو حالت تک هدفه و چندهدفه معرفي مي 

شود. سپس يک الگوريتم برای حل اين گونه مسائل 

 تشريح مي شود. 

   

 مسأله برنامه ريزی کسری خطي فازی -3-8

در اين بخش ابتدا يک مسأله برنامه ريزی کسری 

مي شود و  خطي تک هدفه در محيط فازی معرفي

سپس برنامه ريزی کسری خطي را در حالت 

 چندهدفه مورد بررسي قرار مي دهيم.  

 

مسأله برنامه ريزی کسری خطي فازی  -3-8-0

 تک هدفه

يک مسأله برنامه ريزی کسری  [.85] 6تعريف 

خطي فازی در حالت تک هدفه را که در آن متغيرها 

ي نشان م  6FLFPو بردار منابع فازی هستند، با 

 دهيم و به صورت زير تعريف مي کنيم:

max        �̃�(�̃�) =
�̃�(�̃�)

�̃�(�̃�)
=

∑ 𝑐𝑗 �̃�𝑗

𝑛

𝑗=1
+𝑝

∑ 𝑑𝑗 �̃�𝑗

𝑛

𝑗=1
+𝑞

 

s.t.      �̃� ∈ �̃� ,                             (3)   

 

, 𝑐  بطوريکه 𝑑 ∈ ℝ𝑛 و𝑝 , 𝑞 ∈ ℝ ني. همچن 

S̃ = {�̃�  ∈ (F(ℝ))𝑛: 𝐴 �̃� ≾ �̃�, �̃�  ≿ 9̃} ،

𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 ،�̃� ∈ (F(ℝ))𝑚  .  

 

استدلالي مشابه حالت قطعي شرط زير را برای مدل با 

 ( در نظر مي گيريم:3)

�̃� ≿ 9̃, 𝐴 �̃� ≾ �̃� ⇒ �̃�(�̃�) ≻ 9̃          

(7         )   

روابط زير را  �̃�و  �̃� ،�̃�برای اعداد فازی . [ 30]0لم 

 داريم:
i. �̃�(�̃� + �̃� ) ≈ �̃��̃� + �̃��̃� 

ii. �̃�(�̃� − �̃� ) ≈ �̃��̃� − �̃��̃� 

                                                 
6. Fuzzy Linear Fractional Programming  

در  2و  1دو قضيه زير نشان مي دهند که قضايای 

حالتي که متغيرها و بردار منابع مسأله فازی هستند 

 نيز برقرار است.

 

,�̃�)فرض کنيد که هيچ نقطه . 4قضيه  �̃�با  (9̃ ≿

 برای مسأله برنامه ريزی خطي فازی 9̃

𝑚𝑎𝑥    𝑐𝑇�̃� + 𝑝�̃�                     
   s.t.    𝑑𝑇�̃� + �̃�𝑞 ≈ 1̃, 
            𝐴�̃� − �̃��̃� ≾ 9̃,                        (0)  

�̃� ≿ 9̃ ,   �̃� ≿ 9̃,   �̃� ∈ (F(ℝ))𝑛 , �̃� ∈
F(ℝ)   
 

 شدني نباشد. در اين صورت با فرض برقراری شرط 

( با مسأله برنامه ريزی خطي 3) FLFP(، مسأله 7)

 ( معادل است.0فازی  )

(، تعريف مي کنيم 3شدني از مسأله ) �̃�برای اثبات: 

𝑞(�̃�) = (�̃�, �̃�)  به طوری که�̃� ≈

1̃
(𝑑𝑇�̃� + 𝑞)⁄  و�̃� ≈ �̃��̃� در نتيجه .�̃� ≿

9̃, �̃� ≻  ، داريم:1. همچنين با استفاده از لم  9̃

𝐴�̃� − �̃��̃� ≈ �̃�(𝐴�̃� − �̃�) ≾ 9̃ 

 و

𝑑𝑇�̃� + �̃�𝑞 ≈ �̃�(𝑑𝑇�̃� + 𝑞) ≈ 1̃ 
 

,�̃�)بنابراين  �̃�) ( شدني است. بعکس 0برای مسأله )

,�̃�)اگر   �̃�) ( شدني باشد و هيچ نقطه 0برای مسأله )
(�̃�, �̃�( شدني نباشد، آنگاه 0ی برای )(9̃  ≈

�̃�

�̃�
 , �̃� ≻  در رابطه زير صدق مي کند: 9̃

  �̃� ≿ 9̃, 𝐴�̃� − �̃� ≈
𝐴�̃�−�̃��̃�

�̃�
≈ 9̃ 

 

.)𝑞در نتيجه  ( را به 3مجموعه جواب شدني مدل ) (

صورت يک به يک به روی مجموعه جواب شدني مدل 

( مي نگارد. بعلاوه تابع هدف مرتبط به صورت زير 0)

 است:
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𝑐𝑇�̃� + 𝑝

𝑑𝑇�̃� + 𝑞
≈
𝑐𝑇�̃� + 𝑝�̃�

𝑑𝑇�̃� + 𝑞�̃�
≈
𝑐𝑇�̃� + 𝑝�̃�

1̃
≈ 𝑐𝑇�̃� + 𝑝�̃� 

 

 در نتيجه معادل بودن مورد نظر نتيجه مي شود.

 

�̃�(�̃�)برای برخي مقادير . 8قضيه  ≿ 9̃, �̃� ∈ �̃�  ،

�̃� ( در3اگر مسأله ) = �̃�∗ )به مقدار بيشينه )مطلق

,�̃�)( در يک نقطه 0برسد، آنگاه مسأله ) �̃�) =

( �̃�∗, �̃�∗) رسد که در به مقدار بيشينه )مطلق( مي

 آن 
�̃�∗

�̃�∗
≈ �̃�∗ بع هدف در اين نقاط با هم و مقدار توا

 برابر است.

و با استفاده از روابط  6با تعميم اثبات قضيه اثبات: 

 حساب فازی  نتيجه مورد نظر بدست مي آيد.

 

مسأله برنامه ريزی چندهدفه کسری  -3-8-8

 خطي فازی

  

يک مسأله برنامه ريزی چندهدفه  [.85] 2تعريف 

کسری خطي فازی را که در آن متغيرها و بردار منابع 

نشان مي دهيم و به   0FMOLFPفازی هستند، با 

 صورت زير تعريف مي شود:

max        {�̃�1(�̃�), �̃�2(�̃�),… , �̃�𝑘(�̃�)} 
     s.t.      �̃� ∈ �̃� ,                             (0)   

 

𝑙بطوريکه برای هر  ∈ {1, … , 𝑘} :داريم �̃�𝑙(�̃�) =

�̃�𝑙(�̃�)

�̃�𝑙(�̃�)
=

∑ 𝑐𝑙𝑗 �̃�𝑗

𝑛

𝑗=1
+ 𝑝𝑙

∑ 𝑑𝑙𝑗 �̃�𝑗

𝑛

𝑗=1
+ 𝑞𝑙

  ،𝑐𝑙 , 𝑑𝑙 ∈ ℝ
𝑛 

, 𝑝𝑙و 𝑞𝑙 ∈ ℝ  . 
 

 نيهمچن

                                                 
0. Fuzzy  Multi-Objective Linear Fractional 

Programming  

S̃ = {�̃�  ∈ (F(ℝ))𝑛: 𝐴 �̃� ≾ �̃�, �̃�  ≿ 9̃} ،

𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 ،�̃� ∈ (F(ℝ))𝑚 . 

 دو مجموعه انديس زير را در نظر بگيريد:

𝐿 = {𝑙 |�̃�𝑙(�̃�) ≿ 9̃, for some �̃� ∈ �̃�}, 
𝐿𝑐 = {𝑙 |�̃�𝑙(�̃�) ≺ 9̃, for each �̃� ∈ �̃�}, 
 

𝐿.بطوريکه  ∪ 𝐿𝑐 = {1, … , 𝑘} 

که مجموعه  �̃�روی  (∙)𝑙 ،D̃𝑙فرض کنيد به ازای هر 

ای ناتهي و کراندار است، مثبت باشد. همچنين فرض 

حداقل مقدار  �̃�کنيد 
1̃

dlx̃+ql
و   

−1̃

clx̃+pl
به ترتيب  

𝑙برای  ∈ 𝐿  و𝑙 ∈ 𝐿𝑐  برای باشد. در اين صورت

𝑙 ∈ 𝐿    :داريم�̃�  ≾
1̃

dlx̃+ql
𝑙و برای   ∈ 𝐿𝑐 

�̃�خواهيم داشت:   ≾
−1̃

clx̃+pl
 . 

�̃�برای   ≻ �̃�، قرار دهيد:  9̃ ≈ �̃� �̃�  اکنون با .

، مي و نامساوی های ياد شده 5، 0استفاده از قضايای 

زی چندهدفه خطي معادل يک مسأله برنامه ريتوان 

 ر در نظر گرفت:يبه صورت ز (0)را برای مسأله 

max   {�̃��̃�𝑙 (
�̃�

�̃�
) , for 𝑙 ∈

𝐿 ;  �̃��̃�𝑙 (
�̃�

�̃�
) , for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}   

      s.t.     �̃��̃�𝑙 (
�̃�

�̃�
) ≾ 1̃,  for 𝑙 ∈ 𝐿  , 

                −�̃��̃�𝑙 (
�̃�

�̃�
) ≾ 1̃,  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   ,     

                 A (
�̃�

�̃�
) − �̃��̃� ≾ 9̃  ,       

                 �̃� ≿ 9̃ , �̃� ≿ 9̃              (19)  

 

[ برای مدل قطعي نشان 20که در ]مشابه استدلالي 

داده شده است و همچنين با استفاده از خواص 

مجموعه های فازی، مجموعه محدوديت های مسأله 

( نيز همواره مجموعه ای ناتهي محدب است که 19)

دارای جواب شدني مي باشد )جهت مشاهده جزئيات 

بيشتر در رابطه با خواص مجموعه های فازی محدب 
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[ 66[ و ]62ی محدب فازی، منابع ]و برنامه ريز

 پيشنهاد مي گردد(.
( را مي توان به صورت 19صورت پارامتری مسأله )

 زير در نظر گرفت:

 max      {(𝑡, 𝑡)�̃�𝑙 (
(𝑦,𝑦)

(𝑡,𝑡)
) , for 𝑙 ∈ 𝐿 ;  

                (𝑡, 𝑡)�̃�𝑙 (
(𝑦,𝑦)

(𝑡,𝑡)
) , for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}   

s.t.     (𝑡, 𝑡)�̃�𝑙 (
(𝑦,𝑦)

(𝑡,𝑡)
) ≾ 1̃,  for 𝑙 ∈ 𝐿  ,    

        −(𝑡, 𝑡)�̃�𝑙 (
(𝑦,𝑦)

(𝑡,𝑡)
) ≾ 1̃,  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   ,       

A(
(𝑦,𝑦)

(𝑡,𝑡)
) − (𝑏(𝑟), 𝑏(𝑟))(𝑡, 𝑡) ≾ 9̃  ,       

            𝑦, 𝑦 ≥ 9 , 𝑡 , 𝑡 ≥ 9,   

            9 ≤ r ≤ 1 ,                       (11)  

 

 تم حليالگور -4

در اين بخش با توجه به مقدمات بيان شده در بخش 

های قبل، يک الگوريتم با رويکرد برنامه ريزی 

 م.ي( ارائه مي کن0)پارامتری جهت حل مسأله 

( را به 0مسأله پارامتری معادل با مسأله ) گام اول :

(، 11د. در مدل )يري( در نظر بگ11صورت مدل )

𝑟ر يمقاد = 𝑟و  9 = ئل را جهت يافتن مسا 1

کمکي اعمال کنيد. برای اين منظور به گام بعدی 

 برويد.

𝑟(، قرار دهيد 11در مسأله )گام دوم :  = . در  9

 اين صورت خواهيم داشت:

 max   {(𝑡9, 𝑡
9
)�̃�𝑙 (

(𝑦9,𝑦
9
)

(𝑡9,𝑡
9
)
) , for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

      (𝑡9, 𝑡
9
)�̃�𝑙 (

(𝑦9,𝑦
9
)

(𝑡9,𝑡
9
)
) , for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}  

  s.t. (𝑡9, 𝑡
9
)�̃�𝑙 (

(𝑦9,𝑦
9
)

(𝑡9,𝑡
9
)
) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿  , 

    −(𝑡9, 𝑡
9
)�̃�𝑙 (

(𝑦9,𝑦
9
)

(𝑡9,𝑡
9
)
) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐    

(
(𝑦9,𝑦

9
)

(𝑡9,𝑡
9
)
) − (𝑏(9), 𝑏(9)) (𝑡9, 𝑡

9
) ≤ 9  ,       

   𝑦9, 𝑦
9
≥ 9 , 𝑡9 ,  𝑡

9
≥ 9                (12)    

 

، دو �̃�و  �̃�با توجه به ماهيت متغيرهای  گام سوم :

مدل  زيرمسأله چندهدفه قطعي زير را جهت حل

 ( تشکيل دهيد:12)

 max    {𝑡
9
𝑁𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) , for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

               𝑡
9
𝐷𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) , for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐} 

   s.t.    𝑡
9
𝐷𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿  , 

           −𝑡
9
𝑁𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   ,       

            A (
𝑦9

𝑡
9) − 𝑏(9)𝑡

9
≤ 9  ,       

            𝑦9, 𝑡
9
≥ 9 ,                    (16)                                                        

 و

max   {𝑡9𝑁𝑙 (
𝑦

9

𝑡9) , for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

             𝑡9𝐷𝑙 (
𝑦

9

𝑡9) , for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}   

    s.t.     𝑡9𝐷𝑙 (
𝑦

9

𝑡9) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿  , 

             −𝑡9𝑁𝑙 (
𝑦

9

𝑡9) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   ,       

              A(
𝑦

9

𝑡9) − 𝑏(9)𝑡
9 ≤ 9  ,       

                𝑦
9
, 𝑡9 ≥ 9 .                   (10)  

 

( توسط عملگر 10( و )16با حل جداگانه مسائل )

min [ به ترتيب به جواب های 60زيمرمن ،]

{𝑦1
9, 𝑦2

9, … , 𝑦𝑛
9, 𝑡

𝑦1{ و 9
9
, 𝑦2

9
, … , 𝑦𝑛

9
, 𝑡9} }

𝑟متناظر با  =         مي رسيم. 9

 

زيمرمن، ابتدا  minجهت بکارگيری عملگر  :8تذکر 

برای هر يک از توابع هدف مسأله مورد نظر يک تابع 

عضويت معرفي مي کنيم. در اينجا روند حل با 

( بيان مي 16استفاده از روش مذکور را برای مدل )

کنيم. به طريق مشابه اين روند قابل تعميم برای مدل 

 ( خواهد بود:17( و )13(، )10های )

ابتدا تابع عضويت را برای هريک از توابع هدف مدل 

  (، به صورت زير تعريف مي کنيم: 16)

𝑙برای  ∈ 𝐿 : 
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𝜇𝑙 (𝑡
9
𝑁𝑙 (

𝑦9

𝑡
9)) =  

{
 
 

 
 9                    𝑡

9
𝑁𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) ≤ 9 

𝑡
9
𝑁𝑙(

𝑦9

𝑡
9)−9

𝑍𝑙
9−9

        9 < 𝑡
9
𝑁𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) < 𝑍𝑙

9

1                     𝑡
9
𝑁𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) ≥ 𝑍𝑙

9

  

 

𝑙و برای  ∈ 𝐿𝑐 : 

𝜇𝑙 (𝑡
9
𝐷𝑙 (

𝑦9

𝑡
9)) =  

{
 
 

 
 9                    𝑡

9
𝐷𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) ≤ 9 

𝑡
9
𝐷𝑙(

𝑦9

𝑡
9)−9

𝑍𝑙
9−9

        9 < 𝑡
9
𝐷𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) < 𝑍𝑙

9

1                   𝑡
9
𝐷𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) ≥ 𝑍𝑙

9

  

 

𝑍𝑙که در آن ماکسيمم سطح آرماني 
به صورت زير  9

 تعيين مي شود:

( را با توجه به 16هر يک از توابع هدف مدل ) 

محدوديت های مسأله ماکسيمم سازی کنيد. فرض 

𝑙کنيد به ازای  = 1,2, … , 𝑘 ،𝑍𝑙
ماکسيمم مقدار  ∗9

𝑙 ( باشد. 16امين تابع هدف مدل ) 

𝑙اگر  ∈ 𝐿 :آنگاه قرار دهيد ،𝑍𝑙
9 = 𝑍𝑙

𝑙و اگر  ∗9 ∈

𝐿𝑐 :آنگاه قرار دهيد ،𝑍𝑙
9 = −

1

𝑍𝑙
9∗  . 

اکنون با توجه به توابع عضويت معرفي شده در بالا و 

[، مدل زير را 60] minهمچنين با استفاده از عملگر 

 خواهيم داشت: 
max   𝜆 

s.t.     𝜆 ≤  𝜇𝑙 (𝑡
9
𝑁𝑙 (

𝑦9

𝑡
9)) ;  𝑙 ∈ 𝐿 

𝜆 ≤ 𝜇𝑙 (𝑡
9
𝐷𝑙 (

𝑦9

𝑡
9))  ;  𝑙 ∈ 𝐿𝑐  

𝑡
9
𝐷𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) ≤ 1  ;  𝑙 ∈ 𝐿    

−𝑡
9
𝑁𝑙 (

𝑦9

𝑡
9) ≤ 1  ;  𝑙 ∈ 𝐿𝑐  

A (
𝑦9

𝑡
9) − 𝑏(9)𝑡

9
≤ 9        

 𝑦9, 𝑡
9
≥ 9       

 

با حل مدل اخير به جواب بهينه مطلوب خواهيم 

 رسيد. 

 

𝑟(، قرار دهيد11در مسأله )گام چهارم :  = . در  1

 اين صورت خواهيم داشت:

max     {(𝑡1, 𝑡
1
)�̃�𝑙 (

(𝑦1,𝑦
1
)

(𝑡1,𝑡
1
)
) , for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

(𝑡1, 𝑡
1
)�̃�𝑙 (

(𝑦1,𝑦
1
)

(𝑡1,𝑡
1
)
) , for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}  

s.t. (𝑡1, 𝑡
1
)�̃�𝑙 (

(𝑦1,𝑦
1
)

(𝑡1,𝑡
1
)
) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿  , 

−(𝑡1, 𝑡
1
)�̃�𝑙 (

(𝑦1,𝑦
1
)

(𝑡1,𝑡
1
)
) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   ,       

A(
(𝑦1,𝑦

1
)

(𝑡1,𝑡
1
)
) − (𝑏(1), 𝑏(1)) (𝑡1, 𝑡

1
) ≤ 9  ,       

   𝑦1, 𝑦
1
≥ 9 , 𝑡1 ,  𝑡

1
≥ 9 .           (15)      

    

دو زيرمسأله چندهدفه قطعي زير را  گام پنجم :

 ( تشکيل دهيد:15جهت حل مدل )

max     { 𝑡
1
�̃�𝑙 (

𝑦1

 𝑡
1) , for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

             𝑡
1
�̃�𝑙 (

𝑦1

 𝑡
1) , for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐} 

s.t.      𝑡
1
�̃�𝑙 (

𝑦1

 𝑡
1) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿  , 

             − 𝑡
1
�̃�𝑙 (

𝑦1

 𝑡
1) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   ,       

            A(
𝑦1

 𝑡
1) − 𝑏(1) 𝑡

1
≤ 9  ,       

                 𝑦1,  𝑡
1
≥ 9 ,           (13)                                                                          

 و

max     {𝑡1�̃�𝑙 (
𝑦

1

𝑡1) , for 𝑙 ∈ 𝐿 ; 

               𝑡1�̃�𝑙 (
𝑦

1

𝑡1) , for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐}  

s.t.     𝑡1�̃�𝑙 (
𝑦

1

𝑡1) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿  , 

              −𝑡1�̃�𝑙 (
𝑦

1

𝑡1) ≤ 1,  for 𝑙 ∈ 𝐿𝑐   ,       

             A(
𝑦

1

𝑡1) − 𝑏(1)𝑡
1 ≤ 9  ,       
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             𝑦
1
, 𝑡1 ≥ 9 .                   (17)                                                                                

   

( توسط عملگر 17( و )13با حل جداگانه مسائل ) 

min [ به60زيمرمن ،]هایترتيب به جواب 

{{𝑦1
1, 𝑦2

1, … , 𝑦𝑛
1,  𝑡

1
و   

𝑦1
1
, 𝑦2

1
, … , 𝑦𝑛

1
, 𝑡1} متناظر با ،}𝑟 = مي  1

 رسيم.

 

با استفاده از جواب های بدست آمده در گام ششم : 

 گام های سوم و پنجم، قرار دهيد:

𝑦𝑗
∗ = (𝑦j

1 − 𝑦j
9) r + 𝑦j

9, 

y
j

∗
= (𝑦

j

1
− 𝑦

j

9
) r + 𝑦

j

9
, 

𝑡∗ = (t1 − t9)r + t9, 

t
∗
= (t

1
− t

9
) r + t

9
, 

 

�̃�jو در نتيجه 
∗ = (𝑦𝑗

∗, 𝑦
𝑗

∗
)  t̃∗ = (𝑡∗, 𝑡

∗
) , 

 ( خواهد بود.11يک جواب برای مسأله )

 

�̃�با توجه به تبديل گام هفتم :  =
�̃�

�̃�
، به جواب  

 مسأله اصلي مي رسيم:

�̃�𝑗
∗ = (

𝑦𝑗
∗

𝑡
∗ ,
𝑦
𝑗

∗

𝑡∗
) 

 

�̃�𝑗و در نهايت با جايگذاری مقادير 
 (، مقادير 3در ) ∗

 

�̃�𝑙(�̃� هر يک از توابع هدف 
∗),   𝑙 = 1, … , 𝑘 

 بدست خواهد آمد.

 

شايان ذکر است که در الگوريتم ياد شده،  :0نکته 

جهت سادگي در گام های های سوم و پنجم، روش 

[ را برای حل مسأله برنامه ريزی 60زيمرمن ]

استفاده کرده ايم، در حالي چندهدفه خطي قطعي 

که اين انتخاب هيچ گونه محدوديتي را در فرآيند حل 

ايجاد نمي کند و هر روش ديگری که جواب را بدست 

دهد، مي تواند جهت حل اين گونه مسائل در مراحل 

 ياد شده به کار گرفته شود.

 

توجه به اين نکته حائز اهميت است که در  :8نکته 

الگوريتم پيشنهادی همواره فرض بر اين بوده که 

و يا به عبارتي ماهيت  𝐿𝑐و   𝐿مجموعه انديس های 

�̃�𝑙(�̃�)  به ازای𝑙 = 1, … , 𝑘  معلوم مي باشد. در

م ين نباشند، اما بدانيح معيصورتي که آن ها بطور صر

مثبت است، در  که مخرج توابع هدف در فضای جواب

و   𝐿مجموعه انديس های افتن ين صورت جهت يا

𝐿𝑐 م: ين گونه عمل مي کنيا 

را با توجه به  �̃�𝑙(�̃�) ک از توابع هدفيهر  (1

ی ريت ها و صورت پارامتری مسأله، با بکارگيمحدود

 د. به ازایيينه سازی نمايشيب [5]روش چارنز و کوپر 

𝑙 هر = 1, … , 𝑘 ، �̃�𝑙
 نهيشيب ررا به عنوان مقدا ∗

�̃�𝑙(�̃�) د.يريدر نظر بگ 

�̃�𝑙 اگر (2
∗ ≿ 𝑙باشد، آنگاه  9̃ ∈ 𝐿 اگر و  �̃�𝑙

∗ ≺

𝑙، آنگاه 9̃ ∈ 𝐿𝑐 . 

 

  مثال عددی -8

 ند حل مدليح فرآيبه منظور تشردر اين بخش 

به ارائه يک مثال عددی مي پردازيم که  پيشنهادی

که به صورت مدل  FMOLFPدر آن يک مسأله 

( تعريف شده است، با الگوريتم ارائه شده در اين 0)

مقاله حل خواهد شد. همچنين جهت بررسي اعتبار 

روش، جواب را در حالت قطعي با جواب بدست آمده 

 [ مقايسه مي کنيم. 20از روش چاکرابورتي ]

مسأله برنامه ريزی چندهدفه کسری خطي فازی زير 

 را در نظر بگيريد.

max      {�̃�1(�̃�) , �̃�2(�̃�) , �̃�6(�̃�)} 
                =

(
�̃�1+�̃�2

2�̃�1+�̃�2+1
 ,

0�̃�1+6�̃�2

3�̃�1+2�̃�2+1
 ,

2�̃�1+0�̃�2+1

�̃�1+2�̃�2+6
)   

    s.t.     2�̃�1 − �̃�2 ≿ (𝑟, 2− 𝑟)  ,  
�̃�1 + 0�̃�2 ≾ (10+ 𝑟, 29− 𝑟)  ,      
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2�̃�1 + 0�̃�2 ≿ (19+ 𝑟, 10− 6𝑟)  ,   
  �̃�1 ≿ (0+ 𝑟, 7− 2𝑟)  , 
  �̃�1 , �̃�2 ≿ 9̃  ,9 ≤ 𝑟 ≤ 1                (10)  

 

ر ي( را به صورت ز10مسأله پارامتری معادل با مسأله )

 م:يريدر نظر مي گ
max   {(𝑦1, 𝑦1) + (𝑦2, 𝑦2), 0(𝑦1, 𝑦1) 

+6 (𝑦2, 𝑦2) , 2 (𝑦1, 𝑦1) + 0(𝑦2, 𝑦2) +

(𝑡, 𝑡)}   

s.t. 2(𝑦1, 𝑦1) + (𝑦2, 𝑦2) + (𝑡, 𝑡) ≤ 1 ,  

3(𝑦1, 𝑦1) + 2(𝑦2, 𝑦2) + (𝑡, 𝑡) ≤ 1 ,  

(𝑦1, 𝑦1) + 2(𝑦2, 𝑦2) + 6(𝑡, 𝑡) ≤ 1 , 

 2 (𝑦1, 𝑦1) − (𝑦2, 𝑦2) 

−(𝑟, 2− 𝑟)(𝑡, 𝑡) ≥ 9  ,  

(𝑦1, 𝑦1) + 0 (𝑦2, 𝑦2)  

 −(10+ 𝑟, 29− 𝑟)(𝑡, 𝑡) ≤ 9  ,       
2(𝑦1, 𝑦1) + 0(𝑦2, 𝑦2) − (19+ 𝑟, 10 

−6𝑟)(𝑡, 𝑡) ≥ 9  ,                       (10)  

 (𝑦1, 𝑦1) − (0+ 𝑟, 7− 2𝑟)(𝑡, 𝑡) ≥ 9  , 

𝑦1, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦2 ≥ 9  , 𝑡, 𝑡 ≥ 9, 9 ≤ 𝑟 ≤ 1  

 

تم مطرح يگام دوم و سوم در الگور حال با توجه به

𝑟ن بخش و با قرار دادن يشده در ا = ر را يج زينتا 9

 م داشت:يخواه

𝑦1
9 = 9.125, 𝑦1

9
= 9.1010101,  

𝑦2
9 = 9.1906759,

𝑦2
9
= 9.93535357, 

𝑡9 = 9.92929292, 𝑡
9
= 9.96125 . 

 

ر يج زيو پنجم نتا ری گام چهارميبا بکارگ همچنين

 حاصل خواهد شد:

𝑦1
1 = 9.1615700,

𝑦1
1
= 9.1615700,  

𝑦2
1 = 9.90219523,

𝑦2
1
= 9.90219523, 

𝑡1 = 9.92361570,

𝑡
1
= 9.92361570 . 

 

 م:يبا اعمال گام ششم دار
𝑦1
∗ = 9.9935700r + 9.125, 

𝑦1
∗
= −9.9900652𝑟 + 9.1010101, 

𝑦2
∗ = −9.91723070r + 9.1906759, 

𝑦2
∗
= 9.92300030𝑟 + 9.93535357, 

𝑡∗ = 9.99311677r + 9.92929292, 

𝑡
∗
= −9.99006021𝑟 + 9.96125. 

 

�̃�اکنون از رابطه  =
�̃�

�̃�
، جواب مسأله اصلي به صورت 

 ر است:يز

�̃�1
∗ = (𝑥1

∗, 𝑥1
∗
) = (

𝑦1
∗

𝑡
∗ ,
𝑦1
∗

𝑡∗
) 

= (
9.9935700r + 9.125

−9.99006021𝑟 + 9.96125
, 

                                   
−9.9900652𝑟+9.1010101

9.99311677r+9.92929292
),   

 

�̃�2
∗ = (𝑥2

∗, 𝑥2
∗
) = (

𝑦2
∗

𝑡
∗ ,
𝑦2
∗

𝑡∗
) 

= (
9.92300030𝑟 + 9.93535357
−9.99006021𝑟 + 9.96125

, 
−9.91723070r+9.1906759

9.99311677r+9.92929292
),   
 

�̃�1 که با جايگذاری مقادير 
�̃�2 و∗

(، مقادير 13در )∗

 :بدست خواهد آمد توابع هدف به صورت زير

�̃�1
∗
(�̃�∗) = 

(
9.96690r + 9.10933

−9.99006021𝑟 + 9.96125

× 
9.99311677r + 9.92929292
−9.96970r + 9.0120

 

,
−9.9271r + 9.2590

9.99311677r + 9.92929292

×
−9.99006021𝑟 + 9.96125

9.96071r + 9.60301
), 

�̃�2
∗
(�̃�∗) = 
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(
9.19572r + 9.307

−9.99006021𝑟 + 9.96125

×
9.99311677r + 9.92929292
−9.90720r + 1.9070

 

,
−9.9011r + 9.0060

9.99311677r + 9.92929292

×
−9.99006021𝑟 + 9.96125

9.90755r + 9.01257
), 

�̃�6
∗
(�̃�∗) = 

(
9.11096r + 9.51230

−9.99006021𝑟 + 9.96125

×
9.99311677r + 9.92929292
−9.92390r + 9.0290

 

,
−9.90230r + 9.7290

9.99311677r + 9.92929292

×
−9.99006021𝑟 + 9.96125

9.90030r + 9.65997
). 

 

ر يج بدست آمده را مي توان در شکل های زينتا

 مشاهده کرد. 

 اول تصميم متغير بهينهمقدار  -0شکل

 

 دوم تصميم متغير بهينهمقدار  -8شکل

 اول تابع هدف بهينهمقدار  -3شکل

 دوم تابع هدف بهينهمقدار  -4شکل 

 
 سوم تابع هدف بهينهمقدار  -8شکل

اکنون جهت بررسي اعتبار روش، جواب بدست آمده 

در مثال مطرح شده را در حالت قطعي )با قرار دادن 

𝑟 =  [20]( با روش مطرح شده توسط چاکرابورتي 1

 م.يسه مي کنيمقا

 د:يرير در نظر بگي( را در حالت قطعي ز10مسأله )
max      {𝑍1(𝑥) , 𝑍2(𝑥) , 𝑍6(𝑥)} 
                =

(
𝑥1+𝑥2

2𝑥1+𝑥2+1
 ,

0𝑥1+6𝑥2

3𝑥1+2𝑥2+1
 ,

2𝑥1+0𝑥2+1

𝑥1+2𝑥2+6
)   
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    s.t.     2𝑥1 − 𝑥2 ≥ 1  ,  
              𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 10  ,      
              2𝑥1 + 0𝑥2 ≥ 11  ,   
              𝑥1 ≥ 5  , 
              𝑥1 , 𝑥2 ≥ 9                  (29)  

 

(، به 29) طبق روش چاکرابورتي، مسأله معادل با

 ر خواهد بود:يصورت ز
max      {𝑦1 + 𝑦2 , 0𝑦1 + 6𝑦2 , 2𝑦1 +
0𝑦2 + 𝑡}   
    s.t.     2𝑦1 + 𝑦2 + 𝑡 ≤ 1 

              3𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑡 ≤ 1 

              𝑦1 + 2𝑦2 + 6𝑡 ≤ 1 

              2𝑦1 − 𝑦2 − 𝑡 ≥ 9 ,  
              𝑦1 + 0𝑦2 − 10𝑡 ≤ 9 ,      
              2𝑦1 + 0𝑦2 − 11𝑡 ≥ 9 ,   
              𝑦1 − 5𝑡 ≥ 9 , 
              𝑦1 , 𝑦2 ≥ 9 , 𝑡 ≥ 9.              

 

پس از اعمال مدل مطرح شده توسط چاکرابورتي، به 

 م:ير مي رسيمدل ز
max      𝜆 

    s.t.    𝜆 ≤
1

9.5032930
(𝑦1 + 𝑦2) 

             𝜆 ≤
1

9.0923613
(0𝑦1 + 6𝑦2) 

             𝜆 ≤
1

1.772727
(2𝑦1 + 0𝑦2 + 𝑡) 

              2𝑦1 + 𝑦2 + 𝑡 ≤ 1 

              3𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑡 ≤ 1 

              𝑦1 + 2𝑦2 + 6𝑡 ≤ 1 

              2𝑦1 − 𝑦2 − 𝑡 ≥ 9 ,  
              𝑦1 + 0𝑦2 − 10𝑡 ≤ 9 ,      
              2𝑦1 + 0𝑦2 − 11𝑡 ≥ 9 ,   
              𝑦1 − 5𝑡 ≥ 9 , 
              𝑦1 , 𝑦2 ≥ 9 , 𝑡 ≥ 9.        (21)  

  

ر مي ي(، به صورت ز21جواب حاصل از حل مدل )

 باشد:

𝜆∗ = 9.6711292 

𝑦1
∗ = 9.1615700 
𝑦2
∗ = 9.90219523               
t∗ = 9.92361570 

 

 جهيو در نت
     

𝑥1
∗ = 0.0000001,     𝑥2

∗ = 6.00000001, 
𝑍1(𝑥

∗) = 9.5032,   𝑍2(𝑥
∗) = 9.0923,   

𝑍6(𝑥
∗) = 1.3337 

 

که مطابق با جواب بدست آمده از روش مطرح شده 

𝑟ن مقاله در حالت قطعي )به ازای يدر ا = (  مي  1

 باشد.

 

 نتيجه گيری -6

همان طور که در مقاله اشاره شد، برنامه ريزی کسری 

خطي يکي از مباحث کاربردی را در مسأله برنامه 

در اين مقاله . ريزی رياضي مورد توجه قرار مي دهد

يک مسأله برنامه ريزی چند هدفه کسری خطي با 

متغيرها و بردار منابع فازی مورد مطالعه قرار گرفت 

و الگوريتمي با رويکرد پارامتری جهت حل آن ارائه 

شد. با توجه به فرآيند حل تشريح شده، ملاحظه شد 

از جمله مزيت های روش اين است که با اعمال اين 

بهينه مسأله به صورت پارامتری  الگوريتم، جواب

خواهد بود که اين امر ضمن اعتبار و انطباق بيشتر 

جواب با واقعيت، اطلاعات جامع تری را در اختيار 

تصميم گيرنده قرار خواهد داد. سادگي روش مطرح 

شده از مزيت های ديگر الگوريتم پيشنهادی است که 

امکان درک مطلوب تر فرآيند حل را توسط کاربر 

فراهم مي آورد. همچنين يک مثال عددی جهت 

درک بهتر رويکرد ارائه شده و کاربرد روش، ارائه شد 

تا توصيف عددی مناسبي از فرآيند حل را روشن 

نمايد. همچنين با توجه به تحقيقات اندکي که در 

راستای حل اين گونه مسائل انجام شده است، توسعه 

ی آن در مدل مطرح شده در اين مقاله و بکارگير

مسائل دنيای واقعي جهت ارائه يک مطالعه تطبيقي 

مؤثر در اين حوزه  جهت پژوهش های آتي پيشنهاد 

 مي شود. 
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