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 چکیده
.𝑋)فرض کنیم  𝜏)  یک فضای توپولوژیک باشد. گراف اشتراکی روی فضای توپولوژیک(𝑋. 𝜏) که با ،𝐺𝜏(𝑋)  نمایش داده

باشند، هم وصل می هستند و دو رأس به 𝑋های باز های آن، زیرمجموعهدار است که مجموعه رأسشود، یک گراف غیرجهتمی
بررسی شده  𝐺𝜏(𝑋)های گرافی و ویژگی 𝑋  های توپولوژیکیاگر اشتراک آنها ناتهی باشد. در این مقاله روابط بین ویژگی

گری ای بر روی احاطههعبیان شده است و در نهایت مطال 𝐺𝜏(𝑋)برای گراف  هاییها و نمایشبندیی ردهاست. همچنین برخ
 آن صورت گرفته است.
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 مقدمه -6
گراف است که توسط  کی یگراف، گراف اشتراک هیدر نظر

 شیها نماخانواده از مجموعه کی یهااز اشتراک ییالگو کی
راف گ کی یگراف اشتراک کی ،ترقیقدطور  . بهشودیداده م

خانواده از  کیاز  ییهاندهیآن در واقع نما یهااست که رأس
 اگر قطف و ها هستند و دو رأس با هم مجاورند اگرمجموعه
 .باشند یاشتراک ناته یمتناظرشان دارا یهامجموعه

 به توانی[ نشان داده شده است که هرگراف را م9در مرجع]
است  تهسیشا نیداد. بنابرا شیانم یگراف اشتراک کیصورت 

که  ییهاخانواده از مجموعه کی یرا برا یکه گراف اشتراک
( یکی)مثلاً توپولوژ یجبرریغ ای یساختار جبر کی یدارا

 .میکن یهستند بررس
 یفضا کی یکیخواص توپولوژ ریمقاله ما تأث نیا در

اصل از ح یگراف اشتراک یگراف یهایژگیرا بر و کیتوپولوژ
  ,Erdos کرد. بعد از میخواه یبررس ک،یتوپولوژ یآن فضا

 کیخواص  ریدر مطالعه تأث یسع یادی[، افراد ز9در مرجع]
 ،یگراف یهایژگی( در ویخواص جبر ژهیو )به یاضیساختار ر

 هاگروهمین ینمودند. از آن جمله، گراف اشتراک یگراف اشتراک
 و Csakang مطالعه شد. سپسBosak[9 ] توسط

Pollak [گراف اشتراک2در ]یگروه متناه کی یهارگروهیز ی 
 یهاگراف یکار بر روZlinka[0 ] کردند و یرا بررس
اد. را ادامه د یآبل روهگ کیاز  یهینابد یهارگروهیز یاشتراک

 یبر رو Chakrabart[4] هم از مطالعه یادیمدت زمان ز
 .گذردیحلقه نم کی یهاآلدهیحاصل از ا یگراف اشتراک

 یافض ،یفوق ما را بر آن داشت که گراف اشتراک یهاپژوهش
طور  بهو  میکرده و به مطالعه آن بپرداز فیرا تعر کیتوپولوژ

 .میردازبپ ریز لاتاسئو رینظ یسئوالات یبه بررس یعیطب
 وجود کیتوپولوژ یفضا کی ای، آ𝐺 گراف مورد نظر یرا( ب9

اصل ح یگراف اشتراک ایحاصل از آن  یدارد که گراف اشتراک
 .باشد ختیکری 𝐺 آن با یتوپولوژ یرمجموعهیز کیاز 

که  دیکن دایپ کیتوپولوژ یفضاها یبرا ییهایبندرده( 2
اشد. ب ... ایکامل و  ایحاصل، همبند  یتحت آن گراف اشتراک

مانند قطر و کمر و  یگراف یپارامترها توانیم ایآ نیهمچن
 .بدست آورد ی... را در گراف اشتراک

 

  تعاريف و مقدمات -8

 یوژگراف و توپول هیو مقدمات نظر میاز مفاه یفصل برخ نیدر ا
 یشده است. برا یبعد گردآور یهادر فصل ازین مورد هیپا

به  دیتوانیها مگراف نهیدر زم یو اطلاعات اضاف شتریمطالعه ب
 [9]عبه مراج دیتوانیم کیتوپولوژ یفضاها نهیدر زم[ و 5]مرجع

 .دیمراجعه کن[ 9]و
 

𝐺 زوج مرتب به صورت کی، 𝐺 گراف :6تعريف  =

(𝑉. 𝐸) است که 𝑉 = 𝑉(𝐺) و ،یناته یمجموعه کی 
𝐸 = 𝐸(𝐺) یدو عضو یهارمجموعهیمجموعه از ز کی 

𝑉 است. هر عضو 𝑉  رأس، و هر عضو کیرا 𝐸 مانند {𝑢. 𝑣} 
 شینما زین  𝑢𝑣 و آن را به صورت نامندیگراف م الی کی را
 یهاالی یرا مجموعه 𝐸 رئوس، و یمجموعه𝑉 .دهندیم

را دو رأس مجاور هم  𝑣 و 𝑢 . دو رأسنامندیم 𝐺 گراف
.𝑢} هرگاه نامند،یم 𝑣} ∈ 𝐸. رئوس گراف تعداد 𝐺  را
« 𝐺 اندازه گراف»آن را  یهاالیو تعداد  «𝐺 گراف یمرتبه»
ه ب یهندس یهااز شکل ها با استفاده. معمولاً گرافنامندیم

رئوس آن دو  یکه همه یگراف .شوندیداده م شینما یسادگ
 یرأس 𝑛 . گراف کاملنامندیبه دو مجاور باشند را گراف کامل م

 در گراف 𝑣 رأس مانند کی یدرجهد. دهنیم شینما 𝑘𝑛 را با

𝐺 به صورت𝑑𝐺(𝑣)   به اختصار ایو  𝑑(𝑣)داده  شینما
بر   𝑣 است که رأس 𝐺 از گراف ییهاالیو برابر تعداد  شودیم

 نیموجود در ب یدرجه نیشتریب معمولاً. آنها واقع شده است

 δ(𝐺) آنها را با نیکمتر و Δ(𝐺) را با 𝐺 تمام رئوس گراف
آن برابر صفر باشد را رأس  یکه درجه یرأس .دهندیم شینما

𝐻 گرافد. نامنیم زولهیرأس ا ایتنها  = (𝑉9. 𝐸9)، کی 
𝐺 از گراف رگرافیز = (𝑉. 𝐸) هرگاه باشد،یم 𝑉9 ⊆ 𝑉 

𝐸9 و ⊆ 𝐸. گراف ریفراگ رگرافِیز 𝐺 از یرگرافیز 𝐺  است که
 .برابر است  𝐺 مجموعه رئوس آن با مجموعه رئوس گراف

 

𝐺  اگر :8تعريف  = (𝑉. 𝐸)گراف و کی 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑉، هر 

𝑥3𝑥9𝑥2  دنباله به صورت … 𝑥𝑛رئوس گراف که از 𝑎 =

𝑥3 و 𝑏 = 𝑥𝑛 و 𝑥𝑖𝑥𝑖+9 ∈ 𝐸 هر یبرا 𝑖 =

3.9.2. … . 𝑛 −  به ریمس کینباشد را  یتکرار ها𝑥{𝑖} و 9
که تنها از  ی. معمولاً گرافنامندیم 𝑏 و 𝑎 دو رأس نیب 𝑛 طول

 شینما 𝑃𝑛 شده باشد را با لیرأس تشک 𝑛 به طول ریمس کی
 ع واق یهاالی و تعداد نامندیبسته را دور م ریمس هر. دهندیم
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 کیکه تنها از  ی. معمولاً گرافنامندیبر دور را طول دور م
 .دهندیم شینما 𝐶𝑛 شده باشد را با لیتشک 𝑛 دور به طول

وجود  ریمس کیهر دو رأس آن حداقل  نیکه ب یگراف
باشد که همبند ن ی. گرافنامندیداشته باشد را گراف همبند م

ل مایهمبند ماکس رگرافیهر ز. به نامندیرا گراف ناهمبند م
 𝐺 همبندِ گرافِ رگرافِیز کیاز  یاسره رگرافیز یعن)ی

 .ندیآن گراف گو یمؤلفه همبند کیگراف،  کیز ( انباشد

 

از 𝑏 و𝑎 دو رأس نیب ریمس نیترکوتاه طول :9تعريف 

  و به صورت نامندیم 𝑏 و𝑎  ی را فاصله 𝐺 گراف
𝑑𝐺(𝑎. 𝑏) دهندیم شینما. 

 𝑣 که مجاور با رأس 𝐺 از گراف یتمام رئوس یمجموعه

 𝑣 باز رأس یگیهمسا ایو  هاهیهمسا یباشند را مجموعه

 یبسته یگی. همسادهندیم شینما 𝑁(𝑣) و با نامندیم
  میو دار دهندیم شینما 𝑁[𝑣] را به صورت 𝑣 رأس

𝑁[𝑣] = 𝑁(𝑣) ∪ {𝑣} 

 

. نامندیجنگل م کیگراف بدون دور را  هر :4ريف تع

 هر .نامندیدرخت م کیگراف همبند و بدون دور را  کی
 کیدرخت باشد را  کیکه  𝐺 از گراف ریفراگ رگرافیز

 .نامندیم 𝐺 از ریدرخت فراگ

 

برگ و رأس  کیرا  کیرأس با درجه  هر :8تعريف 

 .نامندیم یتیرأس حما کیبرگ را  کیمتصل به 
𝑆 میکن فرض ⊆ 𝑉(𝐺) توسط ییالقا رگرافیز 𝑆 که ،

> ای𝐺[𝑆]  آن را با 𝑆 است  یگراف دهند،یم شینما <
 از ییهاالیآن  یهاالیباشند و  𝑆 یکه رئوس آن اعضا

𝐺  از یباشند که هر دو سر آنها به رئوس 𝑆 وصل باشد. 

 

𝑣 میکن فرض :1تعريف  ∈ 𝑉(𝐺)نیشتری، به ب 

 مییگو 𝑣 خروج از مرکز رأس 𝑣 از رأس 𝐺 رئوس یفاصله
و شعاع  صورت قطر نی. در امیدهیم شینما 𝑒(𝑣) و با

 .شودیم فیتعر ریبه صورت ز 𝐺 گراف
diam(𝐺) = max{𝑒(𝑣)|𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)} 

rad(𝐺) =  min{𝑒(𝑣)|𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)} 

 نیتربرابر است با طول کوتاه 𝐺 گراف کمر :7تعريف 

 .میدهیم شینما 𝑔(𝐺) و آن را با 𝐺 دور در گراف

 یا معرفر کیکلاس یتوپولوژ یمقدمات میمفاه یاکنون برخ
توان در یبخش را م نیا یایکرد. اثبات قضا میخواه

 .افت[ ی9[ و]9مراجع]
 

 مانند یاهیگردا 𝑋 در مجموعه یتوپولوژ کی :5تعريف 

𝜏𝑋 یاهمجموعه ریاز ز 𝑋 صدق  ریز طیاست که در شرا
 :کندیم

(9 )X  و𝜙 به 𝜏𝑋 .تعلق دارند 
تعلق  𝜏𝑋به  𝜏𝑋ی اجتماع دلخواه هر خانواده از اعضا( 2)

 دارد.
 تعلق دارد. 𝜏𝑋به  𝜏𝑋ی از اعضا یاشتراک متناه( 0)

طور ه ب ای) 𝜏𝑋 مانند یآن توپولوژ یرا که برا 𝑋 مجموعه
 میمنایم کیتوپولوژ یشخص شده است، فضا( م𝜏 اختصار

.𝑋) و معمولاً آن را با نماد 𝜏𝑋) میدهیم شینما .
باشند را 𝜏𝑋  که متعلق به 𝑋ی هامجموعهریز
 یهامجموعهریو متمم آنها را ز 𝑋 باز یهامجموعهریز

𝜏𝑋 . واضح است کهمینامیم 𝑋 بسته ⊆ 𝑝(𝑋)  که در
 است. اگر𝑋 ی هارمجموعهیمجموعه همه ز 𝑝(𝑋) آن

𝜏𝑋 = 𝑝(𝑋)  ،آنگاه  𝜏𝑋گسسته و اگر یرا توپولوژ 
𝜏𝑋 = { 𝜙 . 𝑋} ،آنگاه  𝜏𝑋مینامیم هیمایب یرا توپولوژ .

.𝜙 یهامجموعهریز 𝑋 ی هیباز بد یهامجموعهریرا ز𝑋 و 
𝜏∗

𝑋 = 𝜏𝑋\{ 𝜙. 𝑋} ی هیباز نابد یهامجموعه ریرا ز
𝑋 مینامیم. 
 

است از  یاهی،گردا 𝑋 در یکیتوپولوژ هیپا کی: 3تعريف 

 :کهیطوره ب𝛽  مانند 𝑋ی هامجموعه ریز
𝑥 هر یازاالف( به  ∈ 𝑋  مانند هیعنصر پا کی، حداقل 𝐵 

𝑥 موجود باشد که ∈ 𝐵. 
.𝐵9 ب( اگر 𝐵2 باشند و هیدو عضو پا 𝑥 ∈ 𝐵9 ∩ 𝐵2، 

ه وجود داشته باشد ب 𝐵0 مانند هیاز پا یآنگاه عضو
𝑥 کهیطور ∈ 𝐵0 ⊆ 𝐵9 ∩ 𝐵2. 

 

باشد،  𝑋 در یتوپولوژ هیپا کی 𝛽 اگر :6۱تعريف 

 𝑋ی هامجموعهریرا تمام ز 𝛽 شده توسط دیتول یتوپولوژ
𝑥 هر یکه به ازا میریگیدر نظر م 𝑢 مانند ∈ 𝑢ی، عضو 
𝐵 مانند هیاز پا ∈ 𝛽 وجود داشته باشد که 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑢  
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 است 𝑋 مجموعه باز در ریز کی هیوضوح هر عضو پاه ب
(𝛽 ⊆ 𝜏𝑋) 

 

 یتک عضو یهامجموعه ریهمه ز هیگردا .66مثال 

 ییالقا یاست که توپولوژ 𝑋ی برا هیپا کی، 𝑋 مجموعه
 .گسسته است یآن همان توپولوژ

را  𝑋 مجموعه از ریز کیبستار و درون  میخواهیحال م
 .میکن یمعرف

 

 یاز فضا یامجموعهریز 𝐴 میفرض کن :68تعريف

 °𝐴 که آن را با𝐴  باشد. درون مجموعه 𝑋 کیتوپولوژ
 یهاعبارت است از اجتماع همه مجموعه میدهیم شینما

 شینما 𝐴 که آن را با 𝐴 و بستار مجموعه 𝐴 باز مشمول در
بسته  یهاعبارت است از اشتراک همه مجموعه میدهیم

 .𝐴 شامل

 

 یاز فضا یامجموعهریز 𝐴 میفرض کن .69قضیه 

 .است 𝑋 کیتوپولوژ

𝑥( الف ∈ 𝐴 اگر و فقط اگر هر مجموعه باز شامل 𝑥 ،
 .را قطع کند 𝐴 مجموعه

.𝑋) کیتوپولوژ یفضا یبرا یاهیپا  𝛽ر ب( اگ 𝜏𝑋)  ،باشد

𝑥 آنگاه ∈ 𝐴  مانند هیاگر و فقط اگر هر عضو پا 𝐵  که
 د.را قطع کن  𝐴است مجموعه 𝑥ل شام

 

 یاز فضا یامجموعه ریز𝐴  میفرض کن :64تعريف 

𝑥 و 𝑋 کیتوپولوژ ∈ 𝐴 باشد.  𝑥 ینقطه حد کیرا 
  مجموعه باز شامل ریاگر هر ز میخوانیم𝐴  مجموعه

𝑥مجموعه  𝐴از خود ریغ یارا در نقطه  𝐴 .قطع کند
 .میدهیم شینما′𝐴  را با یمجموعه نقاط حد

 

.𝑋) از یامجموعه ریز 𝐴 اگر .68قضیه  𝜏𝑋)  ،باشد

𝐴 آنگاه = 𝐴 ∪ 𝐴′. 

 

 کیتوپولوژ یفضا کیاز  یامجموعهریز .61نتیجه 

 .دخود باش یبسته است اگر و فقط اگر شامل همه نقاط حد

 

.𝑋) کیتوپولوژ یف( فضاال :67تعريف  𝜏𝑋) یفضا را 

 زیهر دو نقطه متما یکه به ازا یدر صورت میخوان هاسدورف

𝑥9. 𝑥2 از 𝑋مانند ییهایگی، همسا  𝑢9. 𝑢2 از بیبه ترت  
𝑥9. 𝑥2 باشد یشوند که اشتراکشان ته افتی. 

.𝑋) کیتوپولوژ یب( فضا 𝜏) ی را فضا 𝑇9در  میخوان
.𝑥9 زیکه هر دو نقطه متما یصورت 𝑥2 از 𝑋 ییهایگیهمسا 

 .نباشد گریداشته باشند که شامل نقطه د
.𝑋)  کیتوپولوژ یج( فضا 𝜏)ی را فضا 𝑇3یدر صورت میخوان 

.𝑥9 هر دو نقطه یکه به ازا 𝑥2 از  𝑋 از یکی، حداقل 

𝑥9. 𝑥2باشدن گریباشد که شامل نقطه د یگیهمسا کی یدارا. 
 کیتوپولوژ یشود که هر فضایم دهید یبراحت 97 فیاز تعر

 .است𝑇3 ی فضا کی𝑇9 ی و هر فضا 𝑇9 ییهاسدورف، فضا
 

 بسته یمجموعه متناهری، هر ز𝑇9ی در هر فضا .65قضیه 

 .است

باشد.  کیتوپولوژ ییفضا𝑋  میفرض کن :63تعريف 

.𝑢  از زوجعبارتست 𝑋  از یجداساز 𝑣باز  یهامجموعهریاز ز
ی است. فضا 𝑋 ی که اجتماعشان مساو𝑋  جدا از هم یناته
𝑋 یجداساز چیآن ه یهمبند خوانند که برا یرا در صورت 

 د.وجود نداشته باش
 

 ریهمبند است اگر و فقط اگر تنها ز 𝑋ی فضا .8۱لم 

 یهااند مجموعههم باز و هم بسته 𝑋 که در 𝑋ی هامجموعه
 د.باشن 𝑋 و خود یته

 سته،ویهمبند تحت نگاشت پ یهر فضا ریتصو .86قضیه 

 .همبند است
 

 يکيتوپولوژ یفضاها یرو يگراف اشتراک -9

 یفضا کی نیروابط موجود ب یبخش به بررس نیا در
 یرتباط. امیپردازیحاصل از آنها م یو گراف اشتراک کیتوپولوژ

.𝑋) کیتوپولوز یفضا یکیخواص توپولوژ نیکه ب 𝜏)  و
آن وجود دارد،  یدر گراف اشتراک یمتناظر گراف یهایژگیو

 ییهایبندطور خاص، رده مورد مطالعه قرار گرفته است. به
کامل بودن، قطر و کمر گراف  ،یمانند همبند یخواص یبرا

 .شده است یفصل بررس نیدر ا
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.𝑋) دیکن فرض :88تعريف  𝜏𝑋) یکیتوپولوژ یفضا کی 

 فیتعر ریز صورته ب 𝐺(𝑋)ی دلخواه باشد. گراف اشتراک
  :شودیم

 کیدار و ساده است که جهتریگراف غ کی 𝐺(𝑋) گراف
باز  یهامجموعهریآن و ز یهارأس نیب کیبه  کیتناظر 

دو رأس از گراف مجاور  کهیطوره دارد ب وجود 𝑋ی هینابد
.𝑋) باز متناظر با آنها در یهامجموعهریهستند، اگر ز 𝜏) 

 .باشند یاشتراک ناته یدارا
𝑢 مجموعه بازرینوشتار رأس متناظر با ز نیا در ∈ 𝜏𝑋 را با 

𝑎𝑢  ی هارأس نیب الیو𝑎𝑢 و 𝑎𝑣 را با 𝑎𝑢𝑎𝑣 شینما 
𝜏𝑋 از نماد نی. همچنمیدهیم

 یهامجموعهریز شینما یبرا ∗
𝜏𝑋ی عنی 𝑋ی هیباز نابد ∖ { 𝜙. 𝑋} به  .میکنیاستفاده م

𝐺(𝑋)  عنوان مثال = 𝐾9مجموعه ریز کیگر و فقط اگر ا
𝜙ی هیبد ریغ ≠ 𝑢 ≠ 𝑋 کهیطوره وجود داشته باشد ب 

𝜏𝑋 = {𝜙. 𝑢. 𝑋}، شود،یم دهینام ینسکیسرپ یفضا که 

𝐺(𝑋) که نیا گریو مثال د = 𝐾2 گر و فقط اگر ا
𝑢ی هیبدریغ یهامجموعهریز ⊆ 𝑣 وجود داشته باشند که 

𝜏 = {𝜙. 𝑢. 𝑣. 𝑋}. اگر 𝜏𝑋 ناگسسته باشد  یتوپولوژ
𝑎 اگر نیگراف پوچ است. همچن 𝐺(𝑋) آنگاه ∈ 𝑋  وجود

𝑢 هر یبه ازا کهیطوره داشته باشد ب ∈ 𝜏𝑋
 میداشته باش ∗

𝑎 ∈ 𝑢صورت نی، در ا 𝐺(𝑋) کامل است یگراف. 

 

.𝑋) دلخواه کیتوپولوژ یفضا یبرا .89قضیه  𝜏𝑋) 
𝑢 هر یاست اگر و فقط اگر به ازاکامل  𝐺(𝑋) گراف ∈

𝜏𝑋
𝑢 میداشته باش ∗ = 𝑋 

 

 کامل باشد و یگراف 𝐺(𝑋) میفرض کن (⇐)برهان.

𝑢 ∈ 𝜏𝑋
𝑢 میدانیم ∗ ∩ (𝑢)𝑐 = 𝜙 و (𝑢)𝑐 ∈ 𝜏𝑋 .

𝑐(𝑢) اگر ≠ 𝜙 متناظر با یهاآنگاه رأس(𝑢)𝑐 و 𝑢  با هم
 دارد. پس 𝐺(𝑋) که تناقض با کامل بودن ستندیمجاور ن

(𝑢)𝑐 = 𝜙 جهینتدر  و 𝑢 = 𝑋. 
 و 𝑢 و 𝐺(𝑋) دو رأس دلخواه از 𝑏 و 𝑎 میفرض کن (⇒)

𝑣 باز متناظر با یهامجموعهریز بیترت به 𝑎  و𝑏 در 𝜏𝑋
∗ 

𝑦  عضو باشند. ∈ 𝑣 طبق فرضدیریرا در نظر بگ . 𝑦 ∈

𝑋 = 𝑢 .مجموعه بازریبستار، اشتراک هر ز فیطبق تعر 
𝑢  است. پس یناته 𝑢 با 𝑦 حول ∩ 𝑣 ≠ 𝜙  جهیدر نتو 𝑎 

 .باشدیکامل م 𝐺(𝑋)ی عنیمجاور هستند.  𝑏 و

 طیکه در واقع شرا 20 هیچند حالت خاص از قض ریز جهیدر نت
 .شده است انیهستند ب 𝐺(𝑋) کامل بودن یبرا یکاف

 

 یک  𝐺(𝑋) گراف ریز یهااز حالت کیدر هر  .84نتیجه 

 :گراف کامل است

⋂)اگر( 9) 𝑢𝑢∈𝜏𝑋
∗ )

°
≠ 𝜙. 

(2 )𝜏𝑋
∗  شد.با ریزنج کیتحت رابطه شمول  

(0 )𝜏𝑋 مشمول در هر  یهیمجموعه باز نابدریز کی
 د.داشته باش یمجموعه باز ناتهریز

 

𝑣 ( به ازای 9) برهان. ∈ 𝜏𝑋
𝜙 واضح است که∗ ≠

(⋂ 𝑢𝑢∈𝜏𝑋
)

°
⊆ 𝑣° = 𝑣 هر یپس به ازا 𝑢. 𝑣 ∈ 𝜏𝑋

∗  

𝜙 میدار ≠ (⋂ 𝑢𝑢∈𝜏𝑋
)

°
⊆ 𝑢 ∩ 𝑣  جهیو در نت 

𝐺(𝑋) کامل است. 
.𝑢 اگر( 2) 𝑣 ∈ 𝜏𝑋

𝜏𝑋  ، چون∗
 ریزنج کیتحت رابطه شمول ∗

𝑢 است،  ⊆ 𝑣 ای 𝑣 ⊆ 𝑢 باشد. پسیم 𝑢⋂𝑣 ≠ 𝜙  و
 ست.کامل ا یگراف 𝐺(𝑋) جهیدر نت

 .باشدی( م9از قسمت) یحالت، حالت خاص نیا( 0)
𝑢  که دیتوجه کن ∈ 𝜏𝑋

 چیاگر شامل ه مینامیم مالینیرا م∗
 .نباشد یاز ته ریغ 𝑋 در یامجموعه باز سرهریز

 

 یاز فضا 𝐺(𝑋)ی گراف اشتراک میفرض کن .88قضیه 

.𝑋)  کیتوپولوژ 𝜏𝑋)صورت نیکامل باشد. در ا یگراف: 
.𝑋)  اگر( 9) 𝜏𝑋)کیتوپولوژ یفضا  𝑇3یباشد که دارا 
  صورت نیاست، در ا 𝑋 در مالینیباز م یهامجموعهریز

𝜏𝑋 یدارد که تک عضو مالینیمجموعه باز مریز کیفقط 
 .(2)باشدیم گریمجموعه باز دریاست و مشمول در هر ز

.𝑋) اگر 𝜏𝑋) کیتوپولوژ یفضا  𝑇9یباشد که دارا 
 صورت نیاست، در ا 𝑋 در مالینیباز م یهامجموعهریز

|X| = 9. 
.𝑋)  اگر (0) 𝜏𝑋)هاسدورف باشد، آنگاه کیتوپولوژ یفضا 

|𝑋| = 9. 

 

 مالینیمجموعه باز مریز کی 𝑢 میفرض کن .(6برهان )

. باشد که 𝑋 در |𝑢| > دو 𝑏 و𝑎  میفرض کن نیهمچن 9
.𝑋)  باشند. چون 𝑢 عضو مختلف 𝜏𝑋)کیتوپولوژ یفضا 
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𝑇3 مجموعه بازریاست، ز 𝑣𝑏 ∈ 𝜏𝑋
وجود دارد 𝑏  شامل ∗

𝑎 که ∉ 𝑣𝑏 مجموعه بازریز )یا 𝑢𝑎 ∈ 𝜏𝑋
وجود دارد   ∗

𝑏 که ∉ 𝑢𝑎) .صورت نیدر ا 𝑏 ∈ 𝑢 ∩ 𝑣𝑏 ⊆ 𝑢 . پس
𝑢 ∩ 𝑣𝑏 است و چون یناته 𝑢 میاست دار مالینیم 𝑢 =

𝑢 ∩ 𝑣𝑏 . بنابراین𝑢 ⊆ 𝑣𝑏  دهدیم جهیکه نت 𝑎 ∈ 𝑣𝑏 
𝑎 با فرض نیو ا ∉ 𝑣𝑏 در تناقض است. پس |𝑢| = 9 .

 𝑋نیمال در تنها زیرمجموعه باز می 𝑢دهیم حال نشان می
𝑣است. فرض کنیم  ∈ 𝜏𝑋

 مالینیمجموعه باز مریز کی  ∗

قضیه گراف کامل است، طبق  𝐺(𝑋)باشد. چون  𝑋 در

89. 𝑣 = 𝑋 پس .𝜙 ≠ 𝑢 ∩ 𝑣 ⊆ 𝑣  و در نتیجه𝑢 ∩

𝑣 = 𝑣  پس .v ⊆ u و چون 𝑢 میاست دار مالینیم زین 
𝑣 = 𝑢 . پس𝑢 در مالینیمجموعه باز مریتنها ز 𝜏𝑋

∗  
𝑢است. حال فرض کنیم  = {𝑎}  و𝑣 ∈ 𝜏𝑋 کی 

کامل  𝐺(𝑋)باشد. چون گراف  𝑋 از یمجموعه باز ناتهریز
𝑢است، پس  ∩ 𝑣 ≠ 𝜙. 𝑋.  بنابراین𝑎 ∈ 𝑣  و در نتیجه

𝑢 ⊆ 𝑣 . 

𝜏𝑋(، 9بق قسمت )ط (8)
مجموعه باز  ریز کیتنها  یدارا ∗

𝑢 مانند کیاز مرتبه  مالینیم = {𝑎}  در𝑋 باشد. یم
.𝑋) چون 𝜏𝑋) کیتوپولوژ یفضا 𝑇9 هر یاست، به ازا 

𝑏 ≠ 𝑎 مجموعه بازریز  𝑣𝑏 ∈ 𝜏𝑋
𝑎 وجود دارد که ∗ ∉

𝑣𝑏  بنابراین𝑢 ∩ 𝑣 = 𝜙 با فرض کامل بودن نیو ا 
𝐺(𝑋) نیدر تناقض است. بنابرا 𝑋 = {𝑎}  یعنی

|𝑋| = 9. 
 باشند. چون𝑋  دو عضو مجزا در𝑏  و 𝑎 میفرض کن (9)

(𝑋. 𝜏𝑋) باز یهامجموعهریهاسدورف است. پس ز  𝑢𝑎 
 دارند کهوجود  𝑋 در 𝑏 و 𝑎 شامل بیترته ب 𝑣𝑏 و

𝑢𝑎⋂𝑣𝑏 = 𝜙با کامل بودن نی، که ا 𝐺(𝑋)  در تناقض
|𝑋| است. پس = 9.  

دهد با وجود یآورده شده است که نشان م یمثال ریدر ز
|𝑋|(، لزوماً 9) 25 هیقض طیشرا یبرقرار =  باشد.نمی 9

 

𝑋یم فرض کن .81مثال  = {𝑎. 𝑏. 𝑐}  و𝜏𝑋 =

{𝜙. {𝑎}. {𝑎. 𝑏}. {𝑎. 𝑏. 𝑐}} کیتوپولوژ یباشند. فضا 
(𝑋. 𝜏𝑋) یولکند (، صدق می9) 25 هیقض طیدر شرا 

|𝑋| واضح است که ≠ 9. 

در  یدر گراف و همبند یهمبند نیروابط ب یبه بررس حال
 .میپردازیم یکیتوپولوژ یفضاها

.𝑋) کیتوپولوژ یفضا یابر .87لم  𝜏𝑋)گراف ، 𝐺(𝑋) 

𝜏𝑋 باشد اگر و فقط اگرینم یهمبند گراف
∗ = {𝑢. 𝑣}  به

)به عبارت دیگر  باشند 𝑋 افراز از کی 𝑣و  𝑢که طوری

𝐺(𝑋) = 𝐾2.) 

 

نباشد. در  یهمبند گراف 𝐺(𝑋) فرض کنیم (⇐) برهان.

وجود دارند که 𝐺(𝑋)  در 𝑏 و𝑎  دو رأس صورت نیا
 یباز ناته یهامجموعهری. پس زگذردیاز آن دو نم یریمس

اشتراک  یدارا میدهیم شینما 𝑢𝑏 و 𝑢𝑎 متناظر آنها که با
𝑢𝑎ر اگ. باشندیم یته ∪  𝑢𝑏 ≠ 𝑋  صورت نیدر ا 

𝑎 صورته ب یریمس − 𝑐 − 𝑏 که 𝑐 رأس متناظر  
𝑢𝑎 ∪ 𝑢𝑏است، در 𝐺(𝑋) باشد. یوجود دارد که تناقض م

𝑢𝑎 پس ∪ 𝑢𝑏 = 𝑋 ی عنی 𝑢𝑎و 𝑢𝑏 ی افراز برا کی𝑋 
𝜏𝑋  میدهیدهند. حال نشان میم لیتشک

عضو  یدارا∗
𝑢9 میفرض کن. باشدینم 𝑢𝑏 و𝑢𝑎 از ریبه غ یگرید ∈

𝜏𝑋
∗ \{𝑢𝑎. 𝑢𝑏} چون  𝑢𝑎و  𝑢𝑏ی افراز برا کی 𝑋لیتشک 

𝜙 دهند، پسیم ≠ 𝑢9 ∩ 𝑢𝑎  ⫋ 𝑢𝑎 𝜙 ای   ≠ 𝑢9 ∩

𝑢𝑏  ⫋ 𝑢𝑏 .مسئله کاسته شود،  تیاز کل که نیبدون ا
𝜙یم فرض کن ≠ 𝑢9 ∩ 𝑢𝑎  ⫋ 𝑢𝑎. صورت نیدر ا 

(𝑢9 ∩ 𝑢𝑎) ∪ 𝑢𝑏 ≠ 𝑋 .صورته ب یریمس نیبنابرا 
𝑎 − 𝑐 − 𝑏 که 𝑐 رأس متناظر (𝑢9 ∩ 𝑢𝑎) ∪ 𝑢𝑏 

 باشد. پسیوجود دارد که تناقض م𝐺(𝑋)  است، در
𝜏𝑋

∗ = {𝑢𝑎. 𝑢𝑏}. 

𝜏𝑋 اگر(⇒) 
∗ = {𝑢. 𝑣}  و 𝑢  و 𝑣 افراز از کی 𝑋  ،باشند

𝐺(𝑋) واضح است که = 𝐾2̅̅  .باشدینم یهمبند گراف ̅

 

.𝑋) کیتوپولوژ یاگر فضا .85قضیه  𝜏𝑋)  همبند

همبند  𝐺(𝑋)ی باشد، آنگاه گراف اشتراک کیتوپولوژ
diam(𝐺(𝑥)) است و یگراف ≤ 2. 

 

باشند 𝐺(𝑋)  دو رأس در𝑏  و𝑎  میض کنفر برهان.

𝜏𝑋  باز آنها در یهامجموعهریز 𝑣𝑏 و𝑢𝑎 و
از  یکیباشند. ∗

 .افتدیاتفاق م ریز یهاحالت

(6) 𝑢𝑎 ∩ 𝑣𝑏 = 𝜙   و𝑢𝑎 ∪ 𝑣𝑏 = 𝑋حالت  نی، که ا

.𝑋)ی تناقض با فرض همبند 𝜏𝑋) دارد. 
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(8) 𝑢𝑎 ∩ 𝑣𝑏 ≠ 𝜙  و𝑢𝑎 ∪ 𝑣𝑏 ≠ 𝑋 .نیدر ا 

𝑎 ریمس صورت − 𝑎𝑢𝑎∪ 𝑣𝑏
− 𝑏   در 2بطول 𝐺(𝑋) 

 .دیآیبدست م

𝑢اگر  (9) ∩ 𝑣 ≠ 𝜙صورت  . در این𝑎𝑢 − 𝑎𝑣 بطول   

 .داشت میخواه 𝐺(𝑋) را در 9
است  2حداکثر  𝐺(𝑋) فاصله هر دو رأس مجزا در نیبنابرا

 .باشدیگراف همبند م جهیو در نت
 یدر حالت کل 21 هیدهد که عکس قضینشان م ریز مثال

 د.باشیبرقرار نم

 

𝑋میفرض کن .83مثال  = {𝑎. 𝑏. 𝑐. 𝑑} در این . 

 صورت
𝜏𝑋 = {𝜙. {𝑎. 𝑏}. {𝑐}. {𝑎. 𝑏. 𝑐}. {𝑐. 𝑑}} 

 که یاست، در صورت 𝑋ی ناهمبند رو یتوپولوژ کی
𝐺(𝑋)  باشدیم 2قطر آن همبند است و. 

 

.𝑋) کیتوپولوژ یهر فضا یبرا. 9۱قضیه  𝜏𝑋) ، گراف

 :است ریاز سه حالت ز یکی 𝐺(𝑋)ی اشتراک
 گراف تهی است. 𝐺(𝑋)( گراف 9)

(2 )𝐺(𝑋) = 𝐾2. 
 کهیطوره است ب یهمبند گراف 𝐺(𝑋)( گراف 0)

diam(𝐺(𝑥)) ≤ 2. 

 یفضاها یواضح است که گراف اشتراک برهان.

 .است یگراف ته هیمایب یبا توپولوژ کیتوپولوژ
، 27 نباشد طبق لم یهمبند گراف 𝐺(𝑋) اگر گراف

𝐺(𝑋) = 𝐾2. 
است. دو حالت  یهمبند گراف 𝐺(𝑋) میحال فرض کن

 :فتدیممکن است اتفاق ب
.𝑋)( اگر 9) 𝜏𝑋) همبند باشد.  یکیتوپولوژ یفضا کی

 همبند است و 𝐺(𝑋)، گراف 21 هیطبق قض

diam(𝐺(𝑥)) ≤ 2. 
.𝑋) کیتوپولوژ یاگر فضا( 2) 𝜏𝑋)یکی، همبند توپولوژ 

 𝐺(𝑋) دو رأس از گراف 𝑎𝑣و  𝑎𝑢 مینباشد. فرض کن
 .باشندیم 𝑣و  𝑢 باز متناظر آنها یهامجموعهریباشند که ز

𝑣 میفرض کن = 𝑢𝑐 (ی فضا رایحالت امکان دارد، ز نیا
(𝑋. 𝜏𝑋) باشد(. چونینم یکیهمبند توپولوژ 𝐺(𝑋) 

 مالینیم ریمس کی صورت نیاست در ا یگرافهمبند 

𝑎𝑢 − 𝑎𝑢9
− ⋯ − 𝑎𝑢𝑛

− 𝑎𝑣  در𝐺(𝑋)  .وجود دارد
𝑢9 اگر ⊆ 𝑢 صورت نیدر ا 𝑢 ∩ 𝑢2 ≠ 𝜙  توان یو م

𝑎𝑢9 با حذف رأس
بدست  𝑎𝑣و  𝑎𝑢ی هارأس نیب یریمس 

 در تناقض است. پس ریبودن مس مالینیآورد که با م
𝑢9 ∩ 𝑣 ≠ 𝜙  صورته ب ریمس جهیو در نت 𝑎𝑢 −

𝑎𝑢9
− 𝑎𝑣 میحال فرض کن. شودیم لیتبد 𝑣 ⫋  𝑢𝑐 

𝑢9 صورت نیدر ا ∪ 𝑣 ≠ 𝑋 صورته ب ریو مس 𝑎𝑢 −

𝑎𝑢∪𝑣 − 𝑎𝑣 اگر تیشود. در نهایم لیتبد 𝑢 ∩ 𝑣 ≠

𝜙 ،نیب ریمس صورت نیدر ا 𝑎𝑢  و𝑎𝑣 صورته ب 𝑎𝑢 −

𝑎𝑣 الات ح یاست. پس در تمامdiam(𝐺(𝑥)) ≤ 2 
 باشد.می

 

.𝑋)کیتوپولوژ یفضا یبرا .96قضیه 𝜏𝑋) گراف ،

𝜏𝑋 درخت است اگر و فقط اگر کی 𝐺(𝑋)ی اشتراک
به  ∗

 :باشد ریز یهااز صورت یکی
(9 )𝜏𝑋

∗ = 𝜙 حالت نیکه در ا 𝐺(𝑋) گراف پوچ است. 
(2 )|𝜏𝑋

∗ | = 𝐺(𝑋) حالت نیکه در ا 9 = 𝑘9. 
(0 )|𝜏𝑋

∗ | = 𝜏𝑋 و 2
∗ = {𝑢. 𝑣|𝑢 ⫋ 𝑣}  نیکه در ا 

𝐺(𝑋) حالت = 𝑘2. 
(4 )|𝜏𝑋

∗ | = 𝜏𝑋 و 0
∗ = {𝑢. 𝑣. 𝑢 ∪ 𝑣|𝑢 ∩ 𝑣 =

𝜙. 𝑢 ∪ 𝑣 ≠ 𝑋} حالت نیکه در ا 𝐺(𝑋) = 𝑃2 . 

 

درخت  کی 𝐺(𝑋)ی گراف اشتراک میفرض کن برهان.

 : میکنیم یرا بررس ریز یهاباشد. حالت
|𝐺(𝑋)|  اگر حالت اول: = صورت گراف  در این3

𝐺(𝑋) پوچ است و 𝜏𝑋
∗ = 𝜙 باشدیم. 

|𝐺(𝑋)| اگر حالت دوم: = 𝐺(𝑋). در این حالت 9 =

𝑘9  و|𝜏𝑋
∗ | = |{𝑢|𝜙 ≠ 𝑢 ≠ 𝑋}| = 9. 

|𝐺(𝑋)| اگر حالت سوم: = 𝐺(𝑋). در این حالت 2 =

𝑘2  و|𝜏𝑋
∗ | = |{𝑢. 𝑣|𝑢 ⫋ 𝑣}| = 2. 

 
|𝐺(𝑋)| : اگرحالت چهارم = 𝐺(𝑋)گاه، . آن0 =

𝑃2 .ی چگونگ یحال به بررس 𝜏𝑋میپردازیحالت م نیدر ا :
𝐺(𝑋) چون = 𝑃0  پس𝐺(𝑋) صورته ب یریمس 𝑎 −

𝑐 − 𝑏 باشد که می𝑎. 𝑏. 𝑐 متناظر یهارأس  
𝑢𝑎 . 𝑢𝑏 . 𝑢𝑐 در𝜏𝑋

𝑢𝑎 میدار نیهستند. بنابرا ∗ ∩ 𝑢𝑐 ≠

𝜙  و𝑢𝑐 ∩ 𝑢𝑏 ≠ 𝜙 و 𝑢𝑎 ∩ 𝑢𝑏 ≠ 𝜙 .واضح است 
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𝑢𝑐که  ⊆ 𝑢𝑎 صورت نیا ریدر غ رایباشد، زینم  𝑢𝑎 ∩

𝑢𝑏 ≠ 𝜙 ت. اگر که تناقض اس𝑢𝑎 ∩ 𝑢𝑐 ≠ 𝑢𝑎 آنگاه ،
𝑎: میدار 𝐺(𝑋) را در ریز ریمس − 𝑎𝑢𝑎∩𝑢𝑐

− 𝑐 − 𝑏 
𝐺(𝑋) که با = 𝑃0 تناقض دارد. پس 𝑢𝑎 ∩ 𝑢𝑐 = 𝑢𝑎 

𝑢𝑎 جهیو در نت ⊆ 𝑢𝑐 همین ترتیب . به𝑢𝑏 ⊆ 𝑢𝑐  .
𝑢𝑎 نیبنابرا ∪ 𝑢𝑏 ⊆ 𝑢𝑐 که اگر 𝑢𝑎 ∪ 𝑢𝑏 ≠ 𝜙 

𝑎 صورته ب یباشد دور − 𝑎𝑢𝑎∩𝑢𝑏
− 𝑏 − 𝑐 − 𝑎 

 که تناقض است. پس دیآیبوجود م 𝐺(𝑋) در درخت
𝑢𝑎 ∪ 𝑢𝑏 = 𝑢𝑐 بنابراین .|𝜏𝑋

∗ | = 𝜏𝑋و  0
∗ =

{𝑢𝑎. 𝑢𝑏 . 𝑢𝑐|𝑢𝑎 ∩ 𝑣𝑏 = 𝜙. 𝑢𝑎 ∪ 𝑢𝑏 = 𝑢𝑐}  
 

|𝐺(𝑋)| میفرض کن حالت پنجم: ≥ هر  میدانیم. 4
باشد. فرض یم کیحداقل دو رأس از درجه  یدرخت دارا

𝑎 رأس میکن ∈ 𝐺(𝑋)  وdeg(𝑎) = . چون 9
|𝐺(𝑋)| ≥ 𝑎وجود دارند که  𝑐و  𝑏های ، راس4 −

𝑐 − 𝑏  و𝑢𝑎 ∩ 𝑢𝑏 = 𝜙 همچنین رأس .𝑑   در
𝐺(𝑋) های وجود دارد که فقط یکی از رأس𝑎. 𝑏. 𝑐 

deg(𝑎)مجاور باشد،  𝑎با  𝑑مجاور است. اگر  = که  2
توان استدلال کرد که تناقض است. مانند حالت چهارم می

𝑢𝑎 . 𝑢𝑏  افرازی برای𝑢𝑐  هستند بنابراین𝑑 تواند با نمی
𝑏  یا𝑐 صورت  این مجاور باشد، زیرا در غیر𝑢𝑎 ∩ 𝑢𝑐 ≠

𝜙  و𝑢𝑑 ∩ 𝑢𝑏 ≠ 𝜙  شود. یعنی دور می𝑑 − 𝑐 −

𝑏 − 𝑑  در درخت𝐺(𝑋) آید، که تناقض وجود می به
|𝐺(𝑋)|باشد. پس می ≤  است. 0

.𝑋)برای هر فضای توپولوژیک  .98نتیجه  𝜏𝑋) ، اگر

𝐺(𝑋) پوچ باشد آنگاهریدرخت غ کی (𝑋. 𝜏𝑋)  همبند
 2بطول حداکثر  ریمس کی 𝐺(𝑋) است و کیتوپولوژ

 .باشدیم
 

دور  کی یرو 𝐺(𝑋)در گراف  𝑢اگر رأس  .99قضیه 

 0برابر با  𝑢 دور شامل نیقرار داشته باشد، طول کوتاهتر
 است.

 

روی یک  𝐺(𝑋)در گراف  𝑎فرض کنیم رأس  برهان.

𝑎دور قرار داشته باشد. فرض کنیم دور  − 𝑎9 − 𝑎2 −

⋯ − 𝑎𝑛 − 𝑎  یک دور مینیمال شامل𝑎  .باشد
 افتد.های زیر اتفاق میحالت

𝑢𝑎9: اگر حالت اول
⊆ 𝑢𝑎صورت  . در این𝑢𝑎 ∩

𝑢𝑎2
≠ 𝜙  صورت و دور به𝑎 − 𝑎9 − 𝑎2 − 𝑎  تبدیل

 شود.می

𝑢𝑎9اگر  حالت دوم:
⊆ 𝑢𝑎9

𝑢𝑎𝑛صورت . در این 
∩

𝑢𝑎9
≠ 𝜙  و درنتیجه𝑎9  با𝑎𝑛 دور شود. یعنی مجاور می

𝑎صورت  به − 𝑎9 − 𝑎𝑛 − 𝑎 شود.تبدیل می 

𝜙اگر  حالت سوم: ≠ 𝑢𝑎 ∩ 𝑢𝑎9
⫋ 𝑢𝑎  و𝜙 ≠

𝑢𝑎 ∩ 𝑢𝑎9
⫋ 𝑢𝑎9

صورت صورت دوری به  ، در این
𝑎 − 𝑎𝑢𝑎∩𝑢𝑎9

− 𝑎9 − 𝑎 .خواهیم داشت 
 است. 0طول  به 𝑎در تمامی حالات دور شامل 

 است. 0یا  ∞برابر با  𝐺(𝑋)کمر گراف  .94نتیجه 

 

درخت باشد، طبق تعریف  𝐺(𝑋)اگر  برهان.

𝑔𝑖𝑟𝑡ℎ(𝐺(𝑋)) = صورت طبق قضیه و در غیر این  ∞
 است. 0برابر با  𝐺(𝑋)، کمر 00

 ی حاصل از توپولوژ یاشتراکگراف  .98قضیه 

(𝑋. 𝜏𝑋)ل حاص یکامل است اگر و فقط اگر گراف اشتراک
 .کامل باشد 𝜏𝑋 دلخواه هیپا کیاز عناصر 

 

 یحاصل از توپولوژ یگراف اشتراک میفرض کن. برهان
(𝑋. 𝜏𝑋) از یامجموعه ریز هیکامل باشد. چون هر پا 𝜏𝑋 
کامل  زین هیحاصل از هر پا یگراف اشتراک نیاست بنابرا

 .است
𝐵 هیحاصل از پا یگراف اشتراک میبرعکس: فرض کن =

{𝑢𝑎|𝛼 ∈ 𝐼}  کامل باشد و𝑢. 𝑣 ∈ 𝜏𝑋
𝑢دانیم . می∗ =

⋃ 𝑢𝛼𝑢𝛼∈𝐵  و𝑣 = ⋃ 𝑣𝛽𝑣𝛽∈𝐵 متعلق  𝑣𝛽و  𝑢𝛼که   
𝑢𝛼داریم  𝑣𝛽و  𝑢𝛼هستند. پس به ازای هر  𝐵به پایه  ∩

𝑣𝛽 ≠ 𝜙  و در نتیجه𝑢 ∩ 𝑣 ≠ 𝜙 یعنی .𝐺(𝑋)  کامل
 است.

 

اگر گراف اشتراکی حاصل از یک پایه دلخواه  .91قضیه 

𝜏𝑋  حاصل از یباشد آنگاه گراف اشتراک یهمبند گراف 
(𝑋. 𝜏𝑋)  است یهمبند گراف. 

 

.𝑢فرض کنیم  برهان. 𝑣 ∈ 𝜏𝑋 گاه . آن𝑢 =

⋃ 𝑢𝛼𝛼∈𝐼  و𝑣 = ⋃ 𝑣𝛽𝛽∈𝐼  که در آن𝑢𝛼 ها و𝑣𝛽 ها
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𝛼3باشند. عضوهای عناصر پایه می ∈ 𝐼  و 𝛽3 ∈ 𝐼 را
 کنیم. داریم: انتخاب می

{
𝑢𝛼3

∩ 𝑢 = 𝑢𝛼3
≠ 𝜙 ⇒ 𝑎𝑢𝑎3 مجاور است     

𝑎𝑢 با

𝑣𝛽3
∩ 𝑣 = 𝑣𝛽3

≠ 𝜙 ⇒ 𝑎𝑣𝛽3 مجاور است     
𝑎𝑣 با

 

𝑢𝛼3و چون 
𝑣𝛽3و  

𝑎𝑢𝑎3عناصر پایه هستند، مسیری بین  
 

𝑎𝑣𝛽3و 
وجود  𝑎𝑣و  𝑎𝑢وجود دارد. در نتیجه مسیری بین  

 همبند گرافی است. 𝐺(𝑋)دارد. یعنی 
دهیم عکس قضیه فوق برقرار در مثال زیر نشان می

 باشد.نمی

 

𝑋مجموعه  .91مثال  = {𝑎. 𝑏. 𝑐}  به همراه توپولوژی

𝐵 هیتوسط پا 𝜏𝑋دانیم گسسته را در نظر بگیرید. می =

{{𝑎}. {𝑏}. {𝑐}} ود ششود. براحتی بررسی میتولید می
 𝐵همبند و گراف حاصل از پایه  𝜏𝑋که گراف حاصل از 

 باشد.است ناهمبند می 𝐾0که 

 نیگراف که در ب کیاز  یکامل رگرافیز یهاتعداد رأس
مرتبه است را  نیبزرگتر یکامل دارا یهارگرافیز یتمام

نمایش  |𝜔(𝐺(𝑋))| و با مینامیگراف م یاعدد خوشه
 دهیم.می

 .میکنیم انیب یارا در مورد عدد خوشه ریگزاره ز

به همراه  یمجموعه متناه کی 𝑋فرض کنیم  .97گزاره 

  صورت نیگسسته باشد. در ا یتوپولوِژ

 |𝜔(𝐺(𝑋))| = 2|𝑋|−9 − 9 
 

|𝑋|کنیم ابتدا فرض می برهان. = 2𝑛 + عددی فرد  9

که هر  𝑋دانیم اشتراک هر دو زیر مجموعه از باشد. می
𝑛کدام حداقل  +  عضو داشته باشند ناتهی است. پس 9

(9 )(2𝑛+9
2𝑛

) + (2𝑛+9
2𝑛−9) + ⋯ + (2𝑛+9

𝑛+9 ) 

 

هر  یاز طرفاست.  |𝜔(𝐺(𝑋))|ی برا نیکران پائ کی
با متمم خودش که یک  𝑋عضوی از  𝑛 مجموعهریز

𝑛زیرمجموعه  +  یاشتراک ته یاست داراعضوی  9
را  یعضو 𝑛 مجموعه حداکثرریز چیباشد. پس هیم

 حداقل یهامجموعهریتوان به مجموعه فوق شامل زینم
𝑛 +  یبا تمام آنها دارا کهیطوره اضافه کرد ب یعضو 9

  پس. باشد یمقطع ناته

|𝜔(𝐺(𝑋))| = (
2𝑛 + 9

2𝑛
) + (

2𝑛 + 9
2𝑛 − 9

) + ⋯

+ (
2𝑛 + 9
𝑛 + 9

) 
 

 حال با استفاده از اتحادهای 

(
𝑛

3
) + (

𝑛

9
) + ⋯ + (

𝑛

𝑛 − 9
) + (

𝑛

𝑛
) = 2𝑛 

(
𝑛

𝑟
) = (

𝑛

𝑛 − 𝑟
)  ∗ 

 شود کهیم یبررس یراحته ب

|𝜔(𝐺(𝑋))| = (
2𝑛 + 9

2𝑛
) + (

2𝑛 + 9
2𝑛 − 9

) + ⋯

+ (
2𝑛 + 9
𝑛 + 9

) =
22𝑛+9 − 2

2
= 22𝑛 − 9 = 2|𝑋|−9 − 9 

|𝑋|حال فرض کنیم  = 2𝑛 . 
 

که یکی  𝑋 مجموعه از ریز واضح است که اشتراک هر دو
𝑛عضو و دیگری حداقل  𝑛از آنها حداقل  + عضو داشته  9

 باشد.باشد، ناتهی می

)پس تعداد  2𝑛
𝑛+9) + ( 2𝑛

𝑛+2) + ⋯ + ( 2𝑛
2𝑛−9)  

 

𝑛های با حداقل زیرمجموعه + وجود دارد  𝑋عضوی از  9
 که اشتراک هر دوی آنها ناتهی است. حال تمام 

𝑎عضوی که شامل یک عضو ثابت  𝑛های زیرمجموعه ∈

𝑋 واضح است که هر دو تا از دیریباشند را در نظر بگیم .
اشتراک  یهستند، دارا 𝑎 ها، چون شامل عضومجموعه نیا

 یهامجموعه ریز نیاشتراک هر کدام از ا نیو همچن یناته
𝑛 مجموعه حداقلریبا هر ز یعضو 𝑛 +  یناته یعضو 9

 یعضو 𝑛ی هامجموعهریز نیهر کدام از ا یاست. ازطرف
عضو  𝑛 مجموعه با کمتر ازریهر ز نیبا متمم خود و همچن

𝑛 با متمم خود که حداقل + اشتراک  یعضو دارد دارا 9
 )*( یحالت با استفاده از اتحادها نیاست. پس در ا یته
 :میدار

|𝜔(𝐺(𝑋))| = (
2𝑛

𝑛 + 9
) + (

2𝑛

𝑛 + 2
) + ⋯

+ (
2𝑛

2𝑛 − 9
) + (

2𝑛 − 9
𝑛 − 9

) 
 

 عبارت فوق برابر است با که
22𝑛 − 2 − (2𝑛

𝑛
)

2
= 
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22𝑛−9 − 9 −
(2𝑛

𝑛
)

2
+ (

2𝑛 − 9
𝑛 − 9

) = 22𝑛−9 − 9 

 نیبنابرا

|𝜔(𝐺(𝑋))| = 2|𝑋|−9 − 9 
 یولوژتوپ نیترفیگسسته ظر یکه توپولوژ دیتوجه کن

ز حاصل ا یگراف اشتراک نیاست. بنابرا 𝑋 مجموعه یرو
 یگراف از گراف اشتراک ریز کی، 𝑋ی رو یهر توپولوژ

ر در عدد مذکو نیگسسته است. بنابرا یحاصل از توپولوژ
 𝜔(𝐺(𝑋)) ی کران بالا برا کی 09 گزاره

 .باشدیم 𝑋ی دلخواه رو یبا هر توپولوژ
 

 نیگراف دلخواه باشد. در ا کی 𝐺فرض کنیم . 95قضیه 

.𝑋) کیتوپولوژ یفضا کی صورت 𝜏)  هیپا کیو 
𝐵 مانند کیتوپولوژ = {𝑈9. 𝑈2. … وجود دارد که یک  {

و گراف اشتراکی تولید  𝐺تناظر یک به یک بین گراف 
 برقرار است. 𝐵شده توسط 

 

رأس  𝑛دارای  𝐺فرض کنیم گراف  برهان.

𝑣9. 𝑣2. … . 𝑣𝑛 9)های باشد. مجموعه ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)𝑆𝑖 
 کنیم:چنین تعریف می را

𝑆𝑖 = {𝑣𝑖} ∪ {𝑣𝑖  هاییال مجاور با    {تمام 

𝑖 = 9.2. … . 𝑛 
𝐹اگر  = {𝑆9. … . 𝑆𝑛} گاه گراف اشتراکی حاصل از آن

𝐹  که آن را با𝐺𝐹 دهیم با گراف نمایش می 𝐺  و𝐺𝐹 
که  𝑗و  𝑖علاوه به ازای هر  باشند و بهرأس می 𝑛رای دا

𝑖 ≠ 𝑗 اگر ،𝑆𝑖  و𝑆𝑗  در گراف𝐺𝐹  مجاور باشند، یالی از
مجاور  𝑣𝑗و  𝑣𝑖وجود دارد که در این حالت با  𝐺گراف 

خواهند بود. بالعکس اگر مجاور  𝑣𝑗و  𝑣𝑖است. پس 
یال  𝑒مجاور باشند و  𝐺در گراف  𝑣𝑗و  𝑣𝑖های رأس

ها لازم 𝑆𝑖 فیبا توجه به تعرگاه موجود بین آنها باشد آن
𝑒 است ∈ 𝑆𝑖  و𝑒 ∈ 𝑆𝑗های . پس رأس𝑆𝑖  و𝑆𝑗  در گراف
𝐺𝐹 .مجاور خواهند بود 

 

)عدد اشتراک(  𝛾(𝐺)عدد  𝐺برای گراف  :93تعريف 

 یفضا کیکه  میکنیم فیتعر یعدد نیرا کوچکتر
عضو وجود داشته باشد به  𝛾(𝐺)با  𝑆 مانند کیتوپولوژ

یکریخت  𝐺که گراف اشتراکی حاصل از پایه آن با طوری
 باشد.

یال باشد  𝑞رأس و  𝑝گرافی همبند با  𝐺اگر  .4۱قضیه 

(𝑝 ≥ 𝛾(𝐺)گاه ( آن0 ≤ 𝑞. 

 

صورت زیر در نظر  را به 𝑆و  𝑆𝑖های . مجموعهبرهان

 گیریم.می

𝑆𝑖 = {𝑣𝑖 تمام یالهای مجاور با}      9 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞.   

𝑆 = ⋃ 𝑆𝑖 = 𝑉(𝐺)

𝑝

𝑖=9

 

𝐹اگر  = {𝑆9. 𝑆2. … . 𝑆𝑝}  را یک پایه توپولوژیک در
|𝑆|نظر بگیریم، واضح است که  = 𝑞  و𝐺𝐹 ≅ 𝐺 .

𝛾(𝐺) عدد اشتراک فیطبق تعر نیبنابرا ≤ 𝑞. 
 

 گراحاطه یهامجموعهريز -4
 شیگراف و افزا یهیگسترش روزافزون نظر لیاز دلا یکی

که هنوز سه قرن از شروع  یاضیشاخه از ر نیها به اتوجه
 آن و یآن نگذشته است داشتن وجه کاربرد شیدایو پ

از  یکی زین یگر. احاطهباشدیاستفاده از آن م یسودمند
گراف است که مانند اکثر  یهیمطرح شده در نظر میمفاه
ز ا یعیوس فیآن، ط یشاخه کاربردها نیا میمفاه

که به طور روزمره اتفاق  یموضوعات، از مسائل عاد
 یریتا مسائل و موضوعات کلان که به کارگ افتدیم

در آنها صرفه فراوان خواهد داشت را در  یعلم یهاروش
و درک ارتباط  یگراحاطه خیمرور تار ی. براردیگیبر م

 ،یگربا مفهوم احاطه تبطمر یمطرح شده یمیمسائل قد
 .میآشنا شو فیتعار یبهتر است ابتدا با برخ

 

𝐷ی مجموعه :46تعريف  ⊆  𝑉(𝐺) کی را 

 ای، 𝐺 هرگاه هر رأس از گراف ند،یگر گواحاطه یمجموعه
 یمجموعه ک. یمتصل باشد 𝐷 از یبه رأس ایباشد و  𝐷 در

هرگاه با  ند،یگو مالینیگر مگر را مجموعه احاطهاحاطه
 یمجموعه کی ماندهیباق یحذف هر عضو آن، مجموعه

 د.گر نباشاحاطه
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 گر گرافاحاطه یهاتمام مجموعه نیب در :48تعريف 

𝐺یاندازه است، مجموعه نیکوچکتر ی، آن را که دارا 
 را با شیو تعداد اعضا ندیگو 𝐺گراف ممینیگر ماحاطه

Γ(𝐺)  ممینیگر ماحاطه ی. هر مجموعهدهندیمنمایش 
 د.نامنیم مجموعه – Γ کیرا  𝐺 از گراف

را در نظر بگیرید.  07 هیشده در قض انیب طیبا شرا𝐺  گراف
𝐵فرض کنیم  = {𝑆9. 𝑆2. … . 𝑆𝑛}  ریزیک خانواده از 

𝐺𝐵(𝑆) باشد که 𝑆  یهامجموعه ≅ 𝐺 ی توپولوژ𝜏  را
. دیریدر نظر بگ 𝑆ی رو 𝐵 هیشده توسط پا دیتول یتوپولوژ

 است. 𝐺𝜏(𝑆) از رگرافیز کی 𝐺 صورت نیدر ا
 𝐺𝜏(𝑆) گر ازمجموعه احاطهریز کی 𝐺واضح است که 

 باشد.می
 یتوپولوژرا ′𝜏 و هیپا ریز کیرا به عنوان 𝐵  اگر نیهمچن

 واضح است که م،یریدر نظر بگ𝐵  هیپا ریتوسط ز ییالقا
𝐺 ≤ 𝐺𝜏(𝑆) ≤ 𝐺𝜏′(𝑆) ،𝐺 گرمجموعه احاطهریز کی 

 باشد.نیز می 𝐺𝜏′(𝑆) از

 

 2گر هر گراف اشتراکی حداکثر عدد احاطه .49قضیه 

 است.

 

.𝑋) کیتوپولوژ یفضا برهان. 𝜏) دیریرا در نظر بگ .

𝜏 میفرض کن = {𝑈𝑖 ⊂ 𝑋 | 𝑖 ∈ 𝐼} قرار دهیم .𝑈 =

⋃ 𝑈𝑖افتد: . دو اتفاق می 
𝑈الف( اگر  ≠ 𝑋صورت به ازاء هر  . در این𝑖 ∈ 𝐼 ،𝑎𝑢𝑖

 
گر مجموعه احاطهیک  {𝑎𝑢}مجاور است. پس  𝑎𝑢با 
 9گر برابر عدد احاطه یعنیاست.  یگراف اشتراک یبرا

 .است
𝑈ب( اگر  = 𝑋 راس .𝑎3  با ماکسیمم درجه از گراف
𝐺(𝑋)  میکنیرئوس مجاورش را حذف م یهمراه تمامبه .

باز متناظر با رئوس حذف  یهامجموعه ریز بیترت نیبه هم
باز  یهامجموعه ری. اجتماع زمیکنیخذف م 𝜏 شده را از

است.  𝑋 از همجموعه سر ریز کیکه  میبنام 𝑣 را ماندهیباق
𝑎𝑣} صورت نیدر ا . 𝑎3} یگر برامجموعه احاطه کی 

با . است 2 گر برابرعدد احاطه یعنیاست.  یگراف اشتراک
که هر گراف  شودیم جهینت 42و  07ی هاهیاستفاده از قض

 یکیتوپولوژ یفضا کی هیپا یاز گراف اشتراک یشینما
گر عدد احاطه یخود فضا دارا یاست که گراف اشتراک

 ینامتناه ای یمتناه نالیکارد کی 𝜔 است. اگر 2حداکثر 
|𝑋| با 𝑋 باشد، مجموعه = 𝜔 کیبه عنوان  توانیرا م 

. گسسته در نظر گرفت یبا توپولوژ کیتوپولوژ یفضا
 یبرا هیپا کی 𝑋ی تک عضو یهامجموعه ریز میدانیم

 یاکوضوح گراف اشتره که ب باشندیگسسته م یتوپولوژ
است  𝜔 گراف پوچ از مرتبه کی هیپا نیشده توسط ا دیتول

عدد  جهیاست. در نت 𝜔 گر آن از مرتبهکه عدد احاطه
تواند توپولوژیک هر کاردینالی می یفضا کی هیگر پااحاطه

گر یک فضای توپولوژیک احاطهکه عدد باشد در حالی
 است 2حداکثر 

 لم زیر بوضوح برقرار است.
 

 9برابر با  𝑛 گر یک گراف از مرتبهعدد احاطه .44لم 

 های آن برابر بااست اگر و فقط اگر ماکسیمم درجه رأس
𝑛 −  باشد. 9

بندی زیر را برای فضاهای توپولوژیک نسبت به حال رده
 رایه داد.توان اگر آنها میعدد احاطه

 

.𝑋)برای فضای توپولوژیک  .48قضیه  𝜏): 

(9 )Γ(𝐺(𝑋)) = یک فضای  𝑋اگر و فقط اگر  3
 توپولوژیک با توپولوژی بیمایه باشد.

(2 )Γ(𝐺(𝑋)) = اگر و فقط اگر یک زیرمجموعه باز  9
وجود داشته باشد که اشتراک آن با هر عضو  𝑋نابدیهی از 

 پایه فضای توپولوژیک ناتهی باشد.
Γ(𝐺(𝑋))( در بقیه فضاهای توپولوژیک، 0) = 2. 

های احاطه کننده و مقالات متعددی در زمینه زیرمجموعه
های احاطه کننده تام، تر آن مانند زیرمجموعهانواع خاص
های احاطه های احاطه کننده کلی، زیرمجموعهزیرمجموعه

های احاطه کننده همسایه کننده سراسری و زیرمجموعه
ود دارد. دلیل آن هم کاربرد بالای این همبند و ... وج
باشد. به همین جهت علوم می های دیگرمفاهیم در شاخه

کننده را روی  های احاطهافراد زیادی هم زیرمجموعه
اند. در های جبری مطالعه کردههای حاصل از ساختارگراف

های احاطه کننده برای نتیجه مطالعه انواع زیرمجموعه
از یک فضای توپولوژیکی نیز لازم  گراف اشتراکی حاصل

رسد. که تاکنون این مسأله مورد بررسی قرار به نظر می
 نگرفته است.
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