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 23/11/96تاریخ پذیرش مقاله:      06/09/96تاریخ دریافت مقاله: 

 چکیده:
های فشرده طبق وجود بردارهای پذیرفتنی برای یک گروه موضعاً فشرده، با خواص آن گروه، کاملاً در ارتباط است. در گروه

ه برقرار قضیناپذیر دارای بردار پذیرفتنی است. در این مقاله، شرایطی که طبق آنها عکس این نمایش تحویل قضیه پیتر ویل هر
بردار پذیرفتنی و هم بردار پایا دارند، فشردگی گروه  هایی که همباشد مورد برررسی قرار گرفته است. شرایطی نظیر وجود نمایش

ناپذیر با بردار پذیرفتنی هستند فشرده هستند. هایی که دارای نمایش تحویلگروه -SINدهند. همچنین مربوطه را نتیجه می
توجه به  رساند. باها میگروه SINها، گروه ARسمت ازآنالیز هارمونیک مارا به بررسی خواص جبرهای راژمن، ی این قمطالعه

کند که شود و این امر ایجاب میایجاد می 𝐿2(𝐺)که با داشتن بردار پذیرفتنی، یک ایزومتری از فضای هیلبرت نمایش در این

از پیامدهای وجود بردار پذیرفتنی  𝜆𝐺های نگاه شود بررسی خواص زیر نمایش 𝜆𝐺به نمایش مربوطه به عنوان زیر نمایشی از 
باشد. یکی از مسائل مهم در آنالیز هارمونیک نوشتن نمایش منظم چپ به صورت مجموع مسقیم برای نمایش مورد مطالعه می

 پذیرفتنی تلفیق و از آن برای خاصیت فشردگی دارناپذیر است. ما در این مقاله این مسأله مهم را با وجود برهای تحویلاز نمایش
ها ها پرداخته است، خاصیت شمول ضعیف نمایشپذیری نمایشکه به بررسی میانگین( 1)ایم. طبق مرجعگروه استفاده نموده

دهد. نتیجه می پذیری راناپذیر، میانگینهای تحویلشود لذا در مرحله اول وجود بردار پذیرفتنی برای نمایشمطرح می 𝜆𝐺در 
که فشردگی نیز شرط لازم  مقاله ضمن اثبات این پذیری آن است. در اینتری نسبت به میانگینفشردگی گروه، خاصیت قوی

 تری نیز بررسی شده است. برای فرض فوق است، شرط ضعیف
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 مقدمه -1
 𝐺برای یک گروه موضعا فشرده  πیک نمایش یکانی 

یک همومورفیسم گروهی بین گروه مذکور و گروه 
باشد. با می 𝐻𝜋عملگرهای یکانی یک فضای هیلبرت 

استفاده از اثر عملگرهای تولید شده روی فضای هیلبرت 

𝐻𝜋 توان توابع خاصی را که تحت و بردارهای فضا می
و توپولوژی عملگری ضعیف روی  Gتوپولوژی 

𝑈(𝐻𝜋)تند یعنی به ، پیوسته و کراندار هس𝐶𝑏(𝐺) 
تعلق دارند، بوجود آورد. از بین بردارهای فضای هیلبرت 
مربوط به عملگرها، بردارهای خاصی وجود دارند که به 

های ایزومتری از فضای توان نشانندهکمک آنها می

بوجود آورد. این  𝐿2(𝐺)، در 𝐻𝜋هیلبرت نمایش یعنی 

توان به عنوان را ب πشود که نمایش یکانی امر باعث می

در نظر گرفت.  𝜆𝐺زیر نمایش از نمایش منظم چپ یعنی 

که موجب این ایزومتری  𝐻𝜋در این صورت برداری از 
ه در نامیم. البتشده است را بردار پذیرفتنی یا موجک می

پذیر صرفاً ناهای تحویلبعضی متون برای نمایش

 مطرح است که در این 𝐿2(𝐺)عضویت توابع ضریب در 

 πپذیری را برای نمایش صورت اصطلاح مربع انتگرال
صورت برداری که عملگر ضریب به کار می برند و در این 

توان شود. به راحتی میسازد پذیرفتنی نامیده میرا می
ناپذیر مربع های تحویلنشان داد برای نمایش

ردار باشند. وجود بپذیر، دارای بردار پذیرفتنی میانتگرال

باشد. این  𝜆𝐺زیر نمایش  𝜋نی یعنی این که پذیرفت
مطلب مهم از خواصی است که در آنالیز هارمونیک به آن 

 هایشود. برای نمونه اگر تمام نمایشای میتوجه ویژه
باشند به عبارتی تمام  𝜆𝐺ناپذیر، زیر نمایشی از تحویل
ناپذیر، بردار پذیرفتنی داشته باشند های تحویلنمایش

پذیر خواهد بود. از طرفی طبق میانگین Gروه آنگاه گ
 هایهای فشرده تمام نمایشقضیه پیتر ویل در گروه

اشند، بناپذیر زیر نمایشی از نمایش منظم چپ میتحویل
های های فشرده تمام نمایشبنابراین در گروه

ناپذیر دارای بردار پذیرفتنی هستند. انگیزه اصلی تحویل
ی است که تحت آنها عکس این این مقاله یافتن شرایط

مطلب به نوعی درست باشد. یعنی وجود بردار پذیرفتنی 
هایی، فشردگی را نتیجه دهد. یک برای نمایش یا نمایش

نمونه که در این مقاله به آن اشاره شده است، وجود 
نمایشی است که دارای بردار پذیرفتنی باشد که پایا نیز 

واهد بود. شاکله صورت گروه، فشرده خ هست. در این
 𝜆𝐺 مقاله بر آن ریخته شده است که زیر نمایش های

کنند که هایی از گروه را برای ما مشخص میچه ویژگی
به کمک آنها بتوانیم به فشردگی نزدیک شویم. برای 

هایی که دارای نمایش سری گسسته گروه SIN–مثال 
 ناپذیری که دارای بردار پذیرفتنیهستند )نمایش تحویل

رح نیازها مطاند. در بخش اول تعاریف و پیشاست( فشرده
شده است. در بخش دوم نتایج اصلی مقاله آورده شده 

 است. 
خواص تبدیل موجک و ارتباط آن با آنالیز  (1)مرجع

های گروه موضعاً ن، بررسی نمایشهارمونیک که اساس آ
فشرده است به نحو خوبی روشن نموده است. در 

هایی از مقاله که مستقیم یا غیرمستقیم با خاصیت بخش

𝜋 < 𝜆𝐺  در ارتباط است از مراجع دیگر استفاده شده
 است.

 

 نیازهاتعاريف و پیش -2

همراه توپولوژی روی آن که  𝐺: گروه 1-1تعريف 

رون در آن پیوسته باشد را گروه توپولوژی عمل گروه و وا
فضایی موضعاً همراه توپولوژی مذکور  𝐺نامیم. اگر می

 نامیم.فشرده باشد، گروه را موضعاً فشرده می

های موضعاً فشرده اندازه : برای گروه2-1تعريف 

رادُنی که نسبت به انتقال چپ پایا است و در حد یک 
ضریب حقیقی مثبت یکتا است وجود دارد که به آن اندازه 

اندازه مذکور باشد  𝜇شود. در واقع اگر هار چپ گفته می
 داریم،

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥𝑦) =
ℝ

𝐺

∫ 𝑓(𝑥𝑦−1)𝑑𝜇(𝑥)
ℝ

𝐺

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)
ℝ

𝐺

 

 

، همومورفیسم گروهی Δای تابع پیمانه :3-1تعريف 

)گروه اعداد حقیقی مثبت با عمل  +ℝدر  𝐺پیوسته از 
که در رابطه انتگرالی زیر صدق باشد به طوریضرب( می

 کند. 



 

 105                                                          فشرده موضعاًفشردگی یک گروه  پذیری وبا میانگینارتباط بین وجود بردارهای پذیرفتنی بررسی 
 

   

∆(𝑦) ∫ 𝑓(𝑥𝑦)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
ℝ

𝐺

ℝ

𝐺

 

یعنی توابع مختلط مقدار  𝐶𝑐(𝐺)عضو  𝑓در این رابطه 
 با محمل فشرده است.

 

متحداً برابر با یک باشد، گروه  ∆هرگاه  :4-1تعريف 

𝐺 های گسسته، نامیم. گروهمی 1ایرا گروه یکه پیمانه
ای هستند. مثالی از یک گروه آبلی و فشرده یکه پیمانه

ت ای نیست گروه آفینی اسموضعاً فشرده که یکه پیمانه
که برای بررسی جزئیات تعریف و خواص این گروه به 

 توان مراجعه نمود. می 30صفحه  (1)مرجع

 

یک نمایش یکانی گروه موضعاً فشرده  :5-1تعريف 

𝐺  همومورفیسم گروهی پیوستهπ  از𝐺  در گروه
است. که  𝐻𝜋عملگرهای یکانی یک فضای هیلبرت 

 دارای خاصیت زیر باشد:

π(𝑔−1) = 𝜋(𝑔)−1 = 𝜋(𝑔)∗ 
و  𝐺پیوستگی مذکور در تعریف، نسبت به توپولوژی 

 است. 𝒰(𝐻𝜋)توپولوژی عملگری ضعیف روی 

نامیم هرگاه برای پایا می 𝜋را تحت  Vزیر فضای بسته 

π(𝑥)𝑉داشته باشیم:  𝐺در  xهر  ⊂ 𝑉. 

را  πباشند،  𝐻𝜋و  {0}اگر تنها زیر فضاهای پایا 
 نامیم.ناپذیر میتحویل

 

بردارهایی از فضای  ηو  ξفرض کنید : 6-1تعريف 

𝜑𝜉.𝜂. توابع به صورت باشند ℋهیلبرت 
𝜋 (. ) =

〈𝜉 . 𝜋(. )𝜂〉  را توابع ضریب متناظر با𝜋 نامیم. با می
توجه به پیوستگی نمایش، توابع ضریب پیوسته و کراندار 

نهایت صفر می شود در بی 𝜋گوییم نمایش باشند. میمی

.𝜂هرگاه برای هر  𝜉 :داشته باشیم ،𝜑𝜉.𝜂
𝜋 ∈ 𝐶0(𝐺) . 

 

ظم چپ روی گروه موضعاً نمایش من .7-1تذکر

 شود:به صورت زیر تعریف می 𝐺ی فشرده

                                                 
1 unimodular 
2 Function of positive type 
3 Weakly contained 

∀𝑓 ∈ 𝐿2(𝐺)  ∶   𝜆𝐺(𝑥)𝑓(𝑦)
= 𝑓(𝑥−1𝑦) 

 برای نمایش منظم چپ، تابع ضریب به صورت زیراست،
〈 𝑔 . 𝜆𝐺(𝑥)𝑓〉 = 𝑔 ∗ 𝑓∗(𝑥) 

𝑓∗(𝑥)که در آن داریم،  = 𝑓(𝑥−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
 

 دلیل این تساوی این است که،

〈 𝑔 . 𝜆𝐺(𝑥)𝑓〉 = ∫ 𝑔(𝑦)
ℝ

𝐺

𝑓(𝑥−1𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑑𝑦 

𝑦  را به𝑥𝑦 یم، کنتبدیل و از پایایی اندازه هار استفاده می
 لذا داریم،

∫ 𝑔(𝑦)
ℝ

𝐺

𝑓(𝑦−1𝑥)−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑦

= ∫ 𝑔(𝑦)
ℝ

𝐺

𝑓∗(𝑦−1𝑥)𝑑𝑦

= 𝑔 ∗ 𝑓∗(𝑥) 
 

 𝑉𝜂، عملگر 𝐻𝜋در فضای هیلبرت  𝜂: برای بردار تعريف

 کنیم:به صورت زیر تعریف می 𝐶𝑏(𝐺)در  𝐻𝜋را از

𝑉𝜂ξ (𝑥) =  〈𝜉 . 𝜋(𝑥)𝜂〉 

 برای این عملگر داریم،

𝑉𝜂𝜋(𝑥)𝜉 = 𝜆𝐺(𝑥)𝑉𝜂𝜉 

 تعلق دارد. 𝜆𝐺و  𝜋به فضای جابه جاگرهای  𝑉𝜂یعنی 
بنابراین برای نمایش منظم چپ عملگر فوق به صورت زیر 

 خواهد بود،
𝑉𝑓𝑔 = 𝑔 ∗ 𝑓∗ 

 

 2ازنوع مثبت 𝜑تعریف تابع  (2). طبق مرجع8-1تذکر 

در فضای هیلبرت  𝜂و بردار  𝜋است اگر نمایش یکانی 
 که:نمایش موجود باشد به طوری

𝜑(x) = 〈𝜂 . 𝜋(𝑥)𝜂〉 
 

های یکانی از گروه موضعاً نمایش 𝜋و  𝜌: اگر 9-1تعريف 

 𝜋در 3به طور ضعیف مشمول 𝜌گوییم باشند، می 𝐺فشرده 

با جمع متناهی  𝜌است هرگاه هرتابع از نوع مثبت مربوط به 

 شود. تقریب زده 𝜋از توابع از نوع مثبت مربوط به 
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𝜌صورت از نماد ایندر ≺ 𝜋 کنیم. باید خاطر استفاده می
های نشان شود از توپولوژی همگرایی روی مجموعه

 شود.فشرده در تقریب مذکور استفاده می

به طور قوی  𝜌گوییم نمایش : می10-1تعريف 

𝜌است و از نماد  𝜋 مشمول در < 𝜋 کنیم، استفاده می

ارز یکانی باشد. در هم 𝜋نمایشی از  با زیر 𝜌هرگاه 
:𝑈پذیر حقیقت عملگر یکانی و وارون 𝐻𝜌 → 𝐻𝜋 

که روی زیر فضای بسته از فضای موجود باشد به طوری

ی جایتحدید شده است خاصیت جابهبه آن  𝜋هیلبرت که 
 زیر را داشته باشیم:

∀𝑥 ∈ 𝐺   ∶ 𝑈𝜌(𝑥) = 𝜋(𝑥)𝑈 

وجود دارد که  𝐻𝜋از  Kانند در واقع زیر فضای پایایی م

با  ρاست و  πبه آن زیر نمایشی از  πتحدید نمایش 
 ارز یکانی است. این زیر نمایش هم

 

توان نشان داد که شمول . به راحتی می11-1تذکر 

دهد. در قوی همواره شمول ضعیف را نتیجه می
که بر عکس این مطلب همیشه درست نیست. صورتی

، گروه (3)از مرجع 1.2.1ی طبق تعاریف فوق و قضیه
𝐺  دارای خاصیت(𝑇)  است هرگاه برای نمایش یکانی

𝜋، 1𝐺 < 𝜋   1و𝐺 ≺ 𝜋  .معادل باشند 

.𝐺طبق قضیه  .12-1تذکر  شرط  (3)از مرجع 3.2

این است که  𝐺پذیری گروه لازم و کافی برای میانگین
1𝐺 ≺ 𝜆𝐺پذیر بوده و. بنابراین گروهی که میانگین 

 داشته باشد فشرده است.  (𝑇)خاصیت 

 

از فضای هیلبرت نمایش را پایا  𝜂: بردار 13-1تعريف 

 داشته باشیم، 𝐺در  𝑥نامیم هرگاه برای هر می

𝜋(𝑥)𝜂 = 𝜂 

ناپذیر تحویل 𝜋: فرض کنید نمایش 14-1تعريف 

اه نامیم هرگپذیر میباشد، این نمایش را مربع انتگرال

 که موجود باشند به طوری 𝜂و  𝜉بردارهای 

𝑉𝜂𝜉 ∈ 𝐿2(𝐺). 
 

                                                 
1 Discrete series representation 

را بردار موجک یا بردار  𝜂: بردار 15-1تعريف 

 𝐻𝜋یک ایزومتری از 𝑉𝜂نامیم هرگاه عملگر پذیرفتنی می

ایجاد نماید به عبارتی ضرب داخلی حفظ  𝐿2(𝐺)در 
 شود که نتیجه زیر را خواهیم داشت،

〈𝑉𝜂𝜉1 . 𝑉𝜂𝜉2〉 = 〈𝜉1 . 𝜉2〉 
نوشته شود تساوی  𝐿2(𝐺)اگر تعریف ضرب داخلی در 

زیر حاصل خواهد شد که یک انتگرال بردار مقدار به ما 
فرمول بازسازی شبیه  توان از آن تعبیرخواهد داد، که می

 ها را داشت،فرمول بازسازی برای قاب

𝜉1 = ∫ 〈𝜉1. 𝜋(𝑥)𝜂〉𝜋(𝑥)𝜂𝑑𝑥
ℝ

𝐺

 
 

توان نشان داد شرط لازم و کافی برای . می16-1تذکر 

این است که برای هر بردار غیر صفر  𝜋ناپذیری تحویل

𝜉  و𝜂  ،داشته باشیم. 𝑉𝜂𝜉 ≠ 0 

 که،بردار غیر صفری از فضا باشد، به طوری 𝜉فرض کنید 
𝑉𝜂𝜉 = 0 

توان راحتی می زیر فضای زیر را در نظر بگیریدکه به

 است،  پایا 𝜋نشان داد تحت 
𝑊𝜉 = {𝜋(𝑥)𝜉   ∶   𝑥 𝜖 𝐺} 

 

 ، طبق داریم،𝑦𝜖𝐺برای هر
 𝑉𝜂𝜋(𝑥)𝜉(𝑦) = 𝜆𝐺(𝑥)𝑉𝜂𝜉(𝑦) = 0 

عکس رب ناپذیر باشد.تواند تحویلمین 𝜋بنابراین 

با تعریف فوق  𝑊𝜉دهد نتیجه می 𝜋ناپذیری تحویل
 وجود ندارد.

 

ناپذیری که دارای بردار : نمایش تحویل17-1تعريف 

 نامیم.می 1های گسستهپذیرفتنی باشد را نمایش سری

نامیم، گروه می 𝐴𝑅را یک  𝐺: گروه 18-1تعريف 

هرگاه نمایش منظم چپ آن جمع مستقیمی از 
ناپذیر باشد. طبق قضیه پیترویل هر های تحویلنمایش

 گروه است. همچنین گروه  𝐴𝑅گروه فشرده یک 
𝑎𝑥 + 𝑏  یک𝐴𝑅  گروه است. هر𝐴𝑅  گروه دارای

 های گسسته است.نمایش سری
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گروه موضعا فشرده  𝐺: فرض کنید 19-1تعريف 

نشان داده  𝐵∘(𝐺)که با  𝐺باشد، جبر راژمن مرتبط با 
شود متشکل است از اعضای جبر فوریه اشتیلیس که می

 شوند به عبارت دیگر نهایت صفر میدر بی
𝐵∘(𝐺) = 𝐵(𝐺) ∩ 𝐶∘(𝐺). 

پذیری از تساوی فوق جهت شناسایی فشردگی و میانگین
ی در این مقاله به بررسکه شود. از آنجائیگروه استفاده می

پذیری و فشردگی گروه پرداخته شرایطی برای میانگین
شده است. پس جبرهای راژمن بی ارتباط با وجود 

 بردارهای پذیرفتنی نیستند.

 

گروه  𝑆𝐼𝑁: یک گروه موضعا فشرده را 20-1تعريف 

نامیم هرگاه هر همسایگی عنصر یکانی، شامل یک می
 .همسایگی مزدوج پایا باشد

 

گروه  𝑆𝐼𝑁های فشرده، آبلی و گسسته، گروه تذکر:

 ایگروه یک گروه یکه پیمانه 𝑆𝐼𝑁هستند. همچنین هر 
یک همسایگی مزدوج پایا از عنصر  𝑈است. فرض کنید 

اندازه هار تعریف شده روی گروه باشد. در  𝜇همانی و 
 صورت داریم،این 

𝜇(𝑈𝑥) = 𝜇(𝑥−1𝑈𝑥) = 𝜇(𝑈) 
 

 پایای راست است.یعنی اندازه هار 
ویل در خصوص  - قضیه زیر معروف به قضیه پیتر

های فشرده مطرح است که برای جزئیات مربوط به گروه

.𝐴قضیه  (3)توان از مرجعآن می  استفاده نمود. 5.2
  فشرده باشد. آنگاه 𝐺قضیه )پیترویل(: فرض کنید گروه 

 متناهی است. 𝐺ناپذیر از الف( هر نمایش تحویل
های اش منظم چپ جمع مستقیمی از نمایشب( نم
 ناپذیر است.تحویل

از  1.21و گزاره  (3)از مرجعA.5.1 از تلفیق گزاره 
 ، گزاره زیر را در خصوص گروه فشرده داریم: (4)مرجع

 

 . احکام زیر معادل هم هستند:21-1گزاره 

 فشرده است. 𝐺الف( گروه 
1𝐺ب(  < 𝜆𝐺 

 متناهی است. 𝐺ج( اندازه هار روی 

 نتايج و قضايا -3

در این بخش با توجه به تعاریفی که در بخش قبل ارائه 
 (1)شود. از مرجعشد، قضایا و نتایج حاصله مطرح می

 ها استفاده شده است.برای برخی قضایا و گزاره
باشد. باتوجه به تعریف بردار پذیرفتنی، قضیه زیر، می

به صورت ایزومتری در فضای  𝐻𝜋فضای هیلبرت 

 جایی نشیند و با توجه به جابهمی 𝐿2(𝐺)هیلبرت 

𝑉𝜂𝜋(𝑥)𝜉(𝑦) = 𝜆𝐺(𝑥)𝑉𝜂𝜉(𝑦) 
 یعنی،

𝑉𝜂𝜋(𝑥) = 𝜆𝐺(𝑥)𝑉𝜂. 

، عملا با زیر نمایشی از نمایش منظم 𝜋نمایش یکانی 
ارز یکانی است. در قضیه زیر که بر گرفته از قضیه چپ هم

 این مطلب استفاده شده است. است از (1)مرجع 1.35
 

ناپذیر گروه نمایش تحویل πفرض کنید  .1-2قضیه 

𝐺 .باشد 

دارای  𝜋الف( شرط لازم و کافی برای این که 

𝜋بردارهای پذیرفتنی باشد این است که  < 𝜆𝐺 به .
زیر نمایشی از نمایش منظم چپ است. در  𝜋عبارتی 

 نامیم. های گسسته میرا نمایش سری 𝜋این صورت 
 پذیر با وارونب( عملگر به طور چگال تعریف شده، وارون
 𝐻𝜋روی  𝐶𝜋به طور چگال تعریف شده و یکتا و مثبت 

که شرط لازم و کافی برای این که موجود است به طوری

𝜂  برداری پذیرفتنی برای𝜋 باشد این است که:  

𝜂 ∈ 𝑑𝑜𝑚(𝐶𝜋)   .  ‖𝐶𝜋𝜂‖ = 1 

و بردارهای  ′𝜂و  𝜂همچنین برای بردارهای پذیرفتنی 

𝜉  و𝜉′ :داریم 
〈𝐶𝜋𝜂 . 𝐶𝜋𝜂′〉〈𝜉 . 𝜉′〉 = 〈𝑉𝜂𝜉 . 𝑉𝜂′𝜉′〉 

 

گروهی فشرده باشد. آنگاه  𝐺فرض کنید  .2-2گزاره 

 ناپذیر آن دارای بردار پذیرفتنی است.هر نمایش تحویل
ذیر زیر ناپتحویلبرهان. طبق قضیه پیتر ویل هر نمایش 

دارای  1نمایشی از نمایش منظم چپ است و طبق قضیه 
 بردار پذیرفتنی است.

قابل حصول است یک  (3)و  (4)قضیه زیر که در مراجع
ا دهد که بپذیر میهای میانگیننوع شناسایی از گروه
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موضوع بردارهای پذیرفتنی که در قضیه فوق مطرح شد در 
 ارتباط است:

 

یک گروه موضعاً فشرده است.  𝐺فرض کنید  .3-2قضیه 

 های زیر معادل هم هستند:گزاره
 پذیر است.میانگین 𝐺الف ( 

ناپذیر به طور ضعیف مشمول در ب( هرنمایش یکانی تحویل
𝜆𝐺 .است 

نمایشی که هر عنصر را به  ℂروی  𝐺ج( نمایش بدیهی 

 𝜆𝐺می برد( به طور ضعیف مشمول در  𝕔عملگر یکانی روی 
 است. 

 پذیر است.میانگین 𝜆𝐺د( 
پذیری یک نمایش گروه موضعاً فشرده برای تعریف میانگین

 استفاده نمود. (5)و (4)توان از مرجعمی

 

گروه موضعاً فشرده باشد و هر  𝐺فرض کنید  .4-2گزاره 

 𝐺ناپذیر آن دارای بردار پذیرفتنی باشد، آنگاه نمایش تحویل
 ت.پذیراسگروهی میانگین

 

ناپذیر دلخواهی باشد نمایش تحویل 𝜋فرض کنید  برهان.

بل صورت طبق قضیه قکه دارای بردار پذیرفتنی است، در این 

𝜋برای این نمایش داریم،  < 𝜆𝐺 حال طبق تذکری که در .

𝜋 ادامه تعریف آمده است داریم:  ≺ 𝜆𝐺 بنابراین طبق قضیه
 پذیر است.میانگین 𝐺گروه  2

 

بر عکس گزاره فوق در حالت کلی درست  .5-2تذکر 

م پذیر داریم که نمایش منظهای میانگیننیست، یعنی گروه
ال ناپذیری نیستند. برای مثچپ آنها شامل هیچ نمایش تحویل

پذیر است را در نظر که یک گروه میانگین ℝگروه جمعی 
 بگیرید نمایش منظم چپ روی این گروه به صورت 

𝜆𝐺(𝑥)𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡 − 𝑥) 
 

نشان داده شده  72ی صفحه (2)شود. در مرجعتعریف می
است که نمایش منظم چپ این گروه هیچ زیر نمایش 

 گروه نیست.  𝐴𝑅ناپذیری ندارد. به عبارتی این گروه، تحویل

های رسد وجود بردار پذیرفتنی برای تمام نمایشبه نظر می
ما به  نپذیری است، بنابرایتر از میانگینناپذیر، قویتحویل

 تری مانند فشردگی نیاز داریم.شرط قوی
 

نمایش یکانی گروه موضعا  𝜋فرض کنید . 6-2گزاره 

است که پایا نیز  𝜂باشد که دارای بردار پذیرفتنی  𝐺فشرده 
 فشرده است. 𝐺صورت گروه هست. در این 

 

برداری باشد که هم پایاست و هم  𝜂فرض کنید  برهان.

 ریم:پذیرفتنی، طبق تعریف دا

‖𝜂‖2 = ‖𝑉𝜂𝜂‖
2

2

= ∫ |〈𝜂 . 𝜋(𝑥)𝜂〉|2𝑑𝑥
ℝ

𝐺

 

= ∫ ‖𝜂‖4𝑑𝑥 = ‖𝜂‖4𝜇(𝐺)
ℝ

𝐺

       

𝜇(𝐺)بنابراین باید  < گروهی فشرده  𝐺 1. طبق گزاره ∞
 است.

یک گروه فشرده  𝐺اگر  1ی ی پیترویل و گزارهطبق قضیه
 ناپذیر آن دارای بردار پذیرفتنیباشد آنگاه هر نمایش تحویل

است. حال این سوال مطرح است که آیا عکس این مطلب نیز 
دارای  𝐺ناپذیر از درست است. یعنی اگر هر نمایش تحویل

 فشرده است؟ 𝐺بردار پذیرفتنی باشد، آیا 
عدی ب جواب این پرسش مثبت است. یک فضای هیلبرت یک

ر دارای ناپذیرا در نظر بگیرید. فرض این که هر نمایش تحویل
 کند که نمایش بدیهی نیزبردار پذیرفتنی است ایجاب می

از  2.25ی باشد. طبق قضیه 𝜂دارای بردار پذیرفتنی مانند 
 داریم: [1]مرجع

‖𝜂‖2 = 𝑉𝜂𝜂 ∈ 𝐿2(𝐺) 

پذیر است، لذا باید انتگرال 𝐺روی  𝜂‖2‖بنابراین تابع ثابت 

𝐺 .فشرده باشد 
 بنابراین گزاره زیر داریم:

 

گروه موضعا فشرده باشد، احکام  𝐺فرض کنید  .7-2گزاره 

 زیر معادل هم هستند:
دارای بردار پذیرفتنی  𝐺ناپذیر الف( هر نمایش یکانی تحویل

 است.

 



 

 109                                                          فشرده موضعاًفشردگی یک گروه  پذیری وبا میانگینارتباط بین وجود بردارهای پذیرفتنی بررسی 
 

   

 فشرده است. 𝐺ب( گروه 
 گیریم:در نظر میتر زیر را حال شرط ضعیف

که هر موجود است به طوری Η)*( فضای هیلبرت 

:𝜋ناپذیر نمایش یکانی تحویل 𝐺 ⟶ 𝒰(Η)  دارای
 بردار پذیرفتنی است.

حال سوال دوم مطرح است، که چه ارتباطی بین شرط 
)*( و فشردگی وجود دارد؟ واضح است که فشردگی شرط 

 دهد. )*( را نتیجه می

 

توان در نظر گرفت که شرط حالتی را می .8-2تبصره 

که گروه فشرده نیست. برای گروه برقرار است در حالی
یک گروه موضعا فشرده و غیر یکه  𝐺فرض کنید 

یک  𝐺یک فضای هیلبرت باشد. اگر  Ηو  1ایپیمانه

های یکانی ی نمایشو جمع مستقیم از همه Ιگروه نوع 

:𝜋ناپذیر تحویل 𝐺 ⟶ 𝒰(Η) نگاه شرط )*( باشد، آ

فشرده نیست. در حقیقت  𝐺که گروه برقرار است در حالی

ای است، و غیر یکه پیمانه 𝐼با توجه به این که گروه نوع 
دارای بردار  𝜆𝐺، نمایش 4.22ی قضیه (1)طبق مرجع

از  2.21و  (𝑎)2.16پذیرفتنی است. لذا طبق گزاره 
برقرار دارای بردار پذیرفتنی است. لذا شرط  (1)مرجع
 است.

 اقتباس شده است. 2.35قضیه  (1)گزاره زیر از مرجع

 

گروه باشد که   𝑆𝐼𝑁یک  𝐺فرض کنید  .9-2گزاره 

ناپذیری است که بردار پذیرفتنی دارای نمایش تحویل
 فشرده است. 𝐺صورت گروه  دارد در این

ن داده ابتدا نشا، صورت استاین ایده اثبات این قضیه به 

ی مذکور در گسسته هاینمایش سری 𝜋شود که اگر می
البعد فرض قضیه باشد، آنگاه فضای هیلبرت آن متناهی

dim(𝐻𝜋)است یعنی  < 𝐻𝜋لذا  ∞ = 𝕔𝑛 اگر .

فشرده بودن آن  σفشرده نباشد با توجه به  𝐺گروه 
وجود  𝐺های فشرده از زیر مجموعه 𝑛(𝐶𝑛) یدنباله

زیر  رای فشردگیب که شرط لازم و کافیدارد به طوری

𝑛این است که به ازای یک  𝐺از  𝐴 یمجموعه ∈ ℕ 

                                                 
1 Non unimodular 

𝐴داشته باشیم  ⊂ 𝐶𝑛 حال از روی این دنباله از .

 𝑛(𝑥𝑛)ای خارج از آنها مانند های فشرده دنبالهمجموعه
  برای آن داریم، شود کهساخته می

𝑉𝜂𝜂(𝑥𝑛) ⟶ 1 

 𝐶°(𝐺)این نتیجه با این مطلب که توابع ضریب عضو 

 باید فشرده باشد. 𝐺هستند در تناقض است. لذا گروه 
 

ای که دارای بردار گروه گسسته. 10-2نتیجه 

پذیرفتنی است متناهی است، چراکه هر گروه گسسته، 
𝑆𝐼𝑁  گروه است و اگر فشرده باشد پس متناهی خواهد

گروه است فشرده  𝐴𝑅گروهی که  𝑆𝐼𝑁بود. همچنین 
 است. 

 

گروه نیستند.  𝐴𝑅های غیرفشرده، گروه .11-2نتیجه 

گروه نیستند.  𝐴𝑅های گسسته نامتناهی بنابراین گروه

 است.  ℤیک مثال از این نوع گروه گسسته 
های وجود بردار پذیرفتنی با سه موضوع در خصوص گروه

 𝐴𝑅گروه بودن،  𝑆𝐼𝑁موضعاً فشرده قابل بررسی است، 
 گروه بودن و برقراری شرط 

𝐵°(𝐺) = 𝐴(𝐺). 
توان از برای تعاریف بیشتر و اطلاع از این خواص می

 استفاده نمود. (8)و( 7)، (6)مراجع

𝐵°(𝐺)اگر  (6)از مرجع 1.1طبق  = 𝐴(𝐺)  برقرار

 گروه است. 𝐴𝑅یک  𝐺باشد، آنگاه 
 

گروه همبند باشد که هیچ  𝑆𝐼𝑁یک  𝐺. اگر 12-2گزاره 

 نمایش سری گسسته ندارد. آنگاه
𝐵°(𝐺) ≠ 𝐴(𝐺) از  3.4.2. این گزاره نتیجه مستقیم

 باشد.می (1)از مرجع 3.25و  (8)مرجع
با وارد نمودن خاصیت وجود بردارهای پذیرفتنی، مطلب زیر 

 آید: به آسانی بدست می

گروهی باشد  𝐺 ،𝑆𝐼𝑁، اگر (1)از مرجع 3.25طبق قضیه 
–که  𝐴𝑅  گروه هم هست، آنگاه فشرده است. برقراری تساوی

𝐵°(𝐺) = 𝐴(𝐺)  و𝑆𝐼𝑁  گروه بودن نیز فشردگی را
𝐵°(𝐺)دهد. نتیجه می ≠ 𝐴(𝐺). 
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 های آبلی غیرفشرده داریم،در حالت کلی، برای گروه

𝐵°(𝐺) ≠ 𝐴(𝐺) 
 

 ثابت شده است.  (9)این مطلب در

ه های گروی نمایشی فوق، در مطالعهندگان مقالهنویس

𝑎𝑥 + 𝑏 یعنی گروه آفینی ثابت کردند برای این گروه ،
𝐵°(𝐺)تساوی  = 𝐴(𝐺) .برقرار است
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