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 . مقدمه1

فرض کنيد  ,A m موضعي و  يك حلقهAI   ايدآلي

 3و بسط تحليلي Iht)(با  Iايدآل  2باشد. ارتفاع Aاز 

)آن با  )l I شود که بنا بر تعريف نورثکات و نشان داده مي
1[ داريم 22ريس]

0( ) dim /n n

nl I I mI 

   که در آن

 dim  ی بعد کرول است. حلقه مدرج نشان دهنده
1

0 /n n

n I mI 

 ايدآل  4را فيبر مخروطيI نامند مي

[ 16شود. هوکابا و هونيکه]نشان داده مي IF)(و با 

به صورت تفاضل  را Iايدآل  5انحراف تحليلي
( ) ( )l I ht I اند. اين مقدار با تعريف کرده)(Iad 

کنيم که شود. يادآوری مينشان داده مي

( ) ( ) dimht I l I A  و ايدآلI 6مضرب هم 

)شود هرگاه ناميده مي ) ( )ht I l I[14 ،به عبارتي .]
وند. شهای با انحراف تحليلي صفر هم مضرب ناميده ميايدآل

 مضرب هستند. همواره هم 7اوليه -mهای برای مثال، ايدآل

)0زير حلقه  ) n n

A nR I I t  از حلقه مدرج A t 

1مدول  -Aو 

0( ) /n n

A nG I I I 

  ،به ترتيب

باشند. برای ديدن مي I و حلقه مدرج وابسته 8جبر ريس
مدرج وابسته و جبر ريس  محاسبات مربوط به حلقه

[ را ملاحظه کنيد. اخيراً، بسياری 14های هم مضرب]آلايد
 هایهای جالب در رابطه با جبرهای ريس و حلقهاز ويژگي

هايي با انحراف تحليلي کوچك بيان مدرج وابسته به ايدآل
را ملاحظه  ]7 [،]16[،]12[،]11[شده است. برای مثال

اين و های گرنشتکنيد. اين نتايج عمدتاً مربوط به ويژگي
های فرم از مکالي جبرهای ريس و حلقه -کوهن 

باشد. همچنين نتايج مي 2يا  1هايي با انحراف تحليليايدآل

برای  Iای با احتساب شرايط خاصي روی ايدآل ارزنده
هايي به دست آمده است. نين حلقهمکالي بودن چ -کوهن 

 [ مراجعه شود.29[ يا]13برای مثال به]

                                                 
 
2. Height 
3. Analytic spread  
4. Fiber cone  
5. Analytic deviation 
6. Equimultiple 
7. m -primary 
8. Rees algebra  

يك حلقه موضعي با تنها  Aکنيم جا به بعد فرض مياز اين
k/ای است و هيأت مانده mايدآل ماکسيمال  A m 

IJ آلکنيم که ايدنيز نامتناهي است. يادآوری مي   يك

شود هرگاه عددی صحيح مانند ناميده مي Iتقليل از 

0n   1وجود داشته باشد به طوری کهn nI JI  اين .
ری شود هرگاه هيچ تقليل ديگتقليل مينيمال ناميده مي ايدآل

وجود نداشته باشد. اين مفاهيم توسط  Jمشمول در  Iاز 
اند که ثابت کرده اند. آنها[ معرفي شده22نورثکات و ريس]

همواره وجود دارد و مفهومي مرتبط  Iهای مينيمال از تقليل

[. 1، قضيه2بخش 22اند]را بيان کرده Iبا بسط تحليلي ايدآل 

)را با  Iتعداد مينيمال مولدهای  )I دهيم. نشان مي

)[، 1، قضيه4، بخش22بنابر] )l I  عنوان تعداد مينيمال به

شود. به در نظر گرفته مي Iمولدهای هر تقليل مينيمالي از 

)، I از Jعبارتي برای هر تقليل مينيمال  ) ( )l I J

، عدد تقليل Iاز  Jی . علاوه بر اين، برای تقليل داده شده

I  نسبت بهJ  با( )Jr I شود و به صورت نشان داده مي

 1( ) min n n

Jr I n I JI  شود. تعريف مي

)را با نماد  Iهمچنين عدد تقليل  )r I دهيم و نشان مي

است  يك تقليل مينيمال ازJکنيم تعريف مي

( ) min ( )Jr I r I در ادامه، عدد تقليل .( )r I 

از  Jشود هرگاه به ازای هر تقليل مينيمال مستقل ناميده مي

I ،( ) ( )Jr I r I . 

)که با  Iآل ارتفاع ايد )ht I شود برابر است نشان داده مي

با   inf dim | /PA P Ass A I اگر .

: ( )h ht Iآل گاه عدد مينيمال موضعي ايد، آنI  را با

)نماد  )hr I دهيم که به صورت نشان مي

 ( ) max ( ) ( ), ( )h Pr I r I P V I ht P h   

 را ناآميخته ناميم Aدر  Iآل شود. در ادامه، ايدتعريف مي
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A/های اول وابسته هرگاه تمام ايدآل I  دارای ارتفاع
آل اول يکساني باشند. به بياني ديگر؛ هرگاه به ازای هر ايد

)وابسته  / )P Ass A I ،( ) ( )ht P ht I. 

کنيم که باشد. يادآوری مي Aآلي از ايده Iفرض کنيم 

به طور  Iهرگاه  شودناميده مي 1همبرش کامل Iآل ايد

رشته منظم توليد شده باشد؛ به  -Aمينيمال توسط يك 

)عبارتي هرگاه  ) ( )I ht I . ايدآلI  تقريباً همبرش

)شود هرگاه ناميده مي 2کامل ) ( ) 1I ht I    و

PI آل اول مينيمال به ازای هر ايد( / )P Min A I 

 3نوعاً همبرش کامل Iباشد. علاوه بر اين، همبرش کامل 
آل اول مينيمال شود هرگاه به ازای هر ايدناميده مي
( / )P Min A I داشته باشيم ،

( ) ( )PI ht I [15يا ][زارزوئلا30 .][2. 1، لم 30 ]

وعاً آل ننشان داده است که هر تقليل مينيمال از يك ايد
تقريباً همبرش کامل  1همبرش کامل با انحراف تحليلي 

 است.

مکالي و  -کوهن  A[ ثابت کرده است که اگر 4برادمن]

I آل نوعاً همبرش کامل از يك ايدA  باشد به طوری

)که  ) 1ad I   و( ) 0r I گاه ، آن 

( )AdepthG I   

 min , / ( ) 1dim A depth A I ht I  

)و  )Adepth R I  

 min 1, / ( ) 2dim A depth A I ht I   
 

[ را ملاحظه کنيد.( فرمول مشابهي نيز نشان 15)همچنين]

آل نوعاً همبرش کامل يك ايد Iداده شده است که در آن 

)با  ) 1ad I   و( ) 1r I  [هدف ما در اين 30است .]
هايي از اين دست برای مقاله به دست آوردن فرمول

آل مدرج وابسته يك ايد عمق جبر ريس و حلقه محاسبه

 Mمکالي  –همبرش کامل نوعي نسبت به مدول کوهن 
در يك حلقه  1و عدد تقليل حداکثر  1با انحراف تحليلي 

است. از طرف ديگر، نامساوی مکالي موضعي  -کوهن 

                                                 
1. Complete intersection 
2. Almost complete intersection 
3. Generically complete intersection 
4. Burch´s inequality  

، Iآل کند که برای هر ايد[ بيان مي5]4بورخ

 inf / : 1 ( )ndepth A I n l I dim A    و

مکالي باشد  -کوهن  IGA)(تساوی زماني برقرار است که 

)و  ) 0h t I[9[همچنين( .]را ملاحظه کنيد(. 27 ]

توان نوشت مکالي باشد، مي -کوهن  IGA)(بنابراين، اگر 

( ) inf / : 1 ( )n

AdepthG I depth A I n l I   

توان انتظار داشت چنين فرمولي در حالت واضح است که نمي

های موضعي کلي برقرار باشد. زيرا حلقه ,A m  وجود

مکالي هستند و  -که کوهن د به طوریدارن

0)(mGdepth Aهای متنوع . برای ديدن مثال
 [ مراجعه شود. 10به]

 

AMوقتي که    و( ) ( )l I ht I ؛ يعني هنگامي که

I  دارای انحراف تحليلي صفر است، بسياری از محققين راجع

بحث و تبادل نظر  IGA)(مکالي بودن  -به ويژگي کوهن 
اند. در حالي که برای نموده و نتايج زيادی به دست آورده

انحراف تحليلي مثبت چنين کاری صورت نگرفته است. هر 
حالتي که انحراف  ای برایهای قابل ملاحظهچند که تلاش

باشد انجام گرفته آل يك يا دو ميتحليلي يك ايده
. وقتي که انحراف تحليلي يك يا دو ]19[،]16[،]11[است

 2. 1قضيه  .17[ ،] 9.2قضيه  .16[است هوکابا و هونيکه

اند که اگر نشان داده] ,A m  مکالي  -يك حلقه کوهن

نوعاً همبرش کامل  Iای نامتناهي و موضعي با هيأت مانده
گاه با انحراف تحليلي يك و عدد تقليل حداکثر يك باشد، آن

حلقه ريس و حلقه مدرج وابسته هر دو تحت شرايطي کوهن 
مکالي هستند. اين شرايط توسط تعدادی از مؤلفين تعميم  -
چه که در اين مقاله مد نظر ما . آن]19[،]13[ده شده استدا

ها و ی حلقهاست اين است که نتايجي را که درباره
 هاست به حالت مدولي تعميم دهيم. آلايده

فرض کنيد : 1تعريف  ,A m موضعي،  يك حلقهM 

AIمتناهي و مدول  -Aيك   آلي از ايدA  باشد با
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( ) 1ht I 1. مدول مدرج وابستهI  نسبت بهM  عبارت

  مدول -IGA)(است از 

 1

0( ) /n n

M nG I I M I M

 همچنين جبر .

)را با نماد  Mنسبت به  Iآل ريس ايد )MR I  نشان

دهيم و به صورت مي
0( ) n n

M nR I I Mt  تعريف

ا نماد ب Mنسبت به  Iآل کنيم. فيبر مخروطي ايدهمي

)(IFM کنيم شود و تعريف مينشان داده مي
1

0( ) /n n

M nF I I M mI M

 . 
 

را با  Mنسبت به  Iآل بسط تحليلي ايده: 2تعريف 

)نماد  )Ml I دهيم و آن را به صورت نشان مي

( ) dim ( )M Ml I F I کنيم.تعريف مي 
 

يك  M( فرض کنيد  ]1. 1، تعريف 26[): 3تعريف 

A-  مدول نوتری وI آلي از ايدA آل باشد. ايد

IJ  يك تقليل ازI  نسبت بهM شود ناميده مي
وجود داشته باشد به طوری که به  mهرگاه عدد طبيعي 

mnازای هر   ،MJIMI nn 1ترين. کوچك

mکند را با ای که در اين رابطه صدق مي),( MIrJ 

شود تقليل مينيمال ناميده مي دهيم. اين ايدآلنشان مي

وجود نداشته  Jمشمول در  Iهرگاه هيچ تقليل ديگری از 

را با نماد  Mنسبت به  Iباشد. علاوه بر اين، عدد تقليل 
( , )r I M دهيم و آن را به صورت زير تعريف نشان مي

 کنيم:مي

 ),(min),( MIrMIr J 

J  يك تقليل مينيمال ازI  نسبت بهM است 
 

[ در حالت 1، قضيه 4، بخش 22بر تعميم] بنا .1تذکر 

)مدولي،  )Ml I  را به عنوان تعداد مينيمال مولدهای يك

گيريم. در نظر مي Mنسبت به  I)هر( تقليل مينيمالي از 

 Mنسبت به  Iيك تقليل مينيمال از  Jبه عبارتي؛ اگر 

)گاه باشد، آن ) ( )Ml I J.  

 

                                                 
1. Associated graded module  

را با نماد  Mنسبت به  Iارتفاع ايدآل : 4تعريف 

)(IhtM دهيم و آن را به صورت نشان مي

 inf dim | ( / )PM P Supp M IM 

:)(کنيم. اگر تعريف مي Ihth Mگاه عدد مينيمال ، آن

را به صورت  Mنسبت به  Iموضعي ايدآل 

 ( , )hr I M 

max ( , ) ( ), ( )P P Mr I M P V I ht P h 

نسبت  Iکنيم. همچنين، انحراف تحليلي ايدآل تعريف مي

)را به صورت تفاضل  Mبه  ) ( )M Ml I ht I  تعريف

 5دهيم. در لمنشان مي IadM)(کنيم و آن را با نماد مي

)کنيم ثابت مي ) ( ) dimM Mht I l I M  .

)(0بنابراين همواره داريم  IadM در ادامه، ايدآل .I 

شود هرگاه ناميده مي Mمضرب نسبت به هم

( ) ( )M Mht I l I. 
 

 Mرا ناآميخته نسبت به  Aدر  Iايدآل : 5تعريف 

IMMهای وابسته ناميم هرگاه تمام اولمي دارای  /
ارتفاع يکساني باشند. به بياني ديگر؛ هرگاه به ازای هر ايدآل 

)اول وابسته  / )P Ass M IM ،

( ) ( )M Mht P ht I. 
 

 Mهمبرش کامل نسبت به  Aدر  Iايدآل : 6تعريف 
توسط يك  Aبه طور مينيمال در  Iهرگاه  شودناميده مي

M-  رشته منظم توليد شده باشد. به عبارتي؛ هرگاه

( ) ( )MI ht I .  ايدآلI  تقريباً همبرش کامل

شود هرگاه ناميده مي Mنسبت به 

( ) ( ) 1MI ht I    وPI  به ازای هر ايدآل اول

)مينيمال  / )P Supp M IM  همبرش کامل

نوعاً همبرش کامل نسبت به  Iباشد. علاوه بر اين، مي

M شود هرگاه به ازای هر ايدآل اول مينيمال ناميده مي

( / )P Supp M IM ،PI  .به همبرش کامل باشد

آوردی از نتايج ارائه شده، ما در اين مقاله به عنوان دست
را  3خواهيم بود: )نتيجه اساسي زير  دنبال اثبات قضيه

 ملاحظه کنيد.(
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),(فرض کنيد . 1قضیه  mA  مکالي  -يك حلقه کوهن

 I مکالي و -مدول کوهن  -A يك Mموضعي، 

)(1که باشد به طوری Aايدآلي از  IadM ،

2),( MIr  1و),( MIrh  که در آن

)(Ihth M در مجموع، فرض کنيد .I  ناآميخته

)(1باشد هرگاه  Mنسبت به  IadM  يا
2),( MIr صورت. در اين  

  inf / : 1 ( ) 1n

MdepthM I M n l I  

( )MdepthG I  

  inf / : 1 ( ) 1n

MdepthM I M n l I  

)علاوه بر اين، اگر  , ) 1r I M   وI آل نوعاً يك ايد

)(1همبرش کامل با  IadM  باشد يا

MIMdepthIMMdepth 2//   و

0)( IhtMگاه ، آن( )MdepthG I  

 inf / : 1 ( ).n

MdepthM I M n l I  

 

 برای سادگي، مقدار 

 inf / : 1ndepthM I M n  1را عدد بورخ 

کنيم و آن را باگذاری مينام Mنسبت به  Iايدآل 

( , )B I M  نشان خواهيم داد. توجه داريم که

nIA[ ثابت کرده است که عمق 3برادمن] دارای  /
ايي همقدار ثابتي است، به طوری که وی آن را برای ايدآل

[. 4که تقريباً همبرش کامل هستند، محاسبه کرده است]
در چنين حالتي، اين مقدار تقريبي با تعميم روی حالت 

)مدولي با  , )B I M  مطابقت دارد اما اين در حالت کلي
را ملاحظه کنيد(. در  3و  2، 1های برقرار نيست )گزاره

هايي را اين مقاله، عدد بورخ ايدآل [3]واقع، در بخش
هستند  1محاسبه خواهيم کرد که تحت فرضيات قضيه 

های مدرج وابسته به آنها را ، عمق حلقه[4]و در بخش
از هر  ی مستقيمبررسي خواهيم کرد. بنابراين، با مقايسه

ای را در که در توانيم مستقيماً گزارهدو محاسبات مي

                                                 
1. Burch number 
2. Integrally dependent 

آمده است فرموله کنيم. برای مثال با استفاده از  [1]قضيه
به دست  [3]ی عدد بورخ در بخشمحاسباتي که درباره

و  [2]مانند نتيجه [4]آمده است به نتايجي در بخش
استفاده از نتايج يابيم. همچنين، با دست مي [3]نتيجه

و  IGA)([ که در آن عمق 18]هوکابا و مارلي

)(IRA توانيم مقدار دقيق اند، ميبه هم ربط داده شده

( )Mdepth R I جا را برای اغلب مواردی که در اين

 و قضيه 4 ، قضيه2 ه دست آوريم )قضيهکنيم ببررسي مي
را ملاحظه کنيد(. سرانجام در بخش آخر، تعميمي از  5

دهيم اگر کنيم و نشان مينامساوی بورخ را ثابت مي

)(IGM  گاه تساوی برقرار مکالي باشد، آن -کوهن

)است. يعني؛  ) ( , ) dimMl I B I M M  .

 .را ملاحظه کنيد( 6)قضيه 
به منظور ثابت کردن نتايج فوق معمولاً آنها را به حالت 

0)( IhtM کنيم. اين امکان وجود دارد، محدود مي
شود که نشان داده مي [1]زيرا تحت فرضيات قضيه

منحصراً وجود  Mنسبت به  Iهای مينيمال از تقليل
دارد. برای ديدن نتايج مشابه که شامل برخي از 

[ 1]توان بهخاص مورد بحث ما است مي هایحالت
 [ مراجعه نمود. 13يا]

 

 . پیش نیازها1
),(در سرتاسر اين مقاله،  mA ی همواره نشان دهنده

و هيأت  mيك حلقه موضعي با ايدآل ماکسيمال 
mAkای نامتناهي مانده /  است. همچنين فرض

ايدآلي از  Iمدول متناهي و  -A يك Mکنيم مي

A  .باشد 

 يك M[( فرض کنيد 2.1، تعريف 26)] :7تعريف 
A-  مدول نوتری وI  ايدآلي ازA  باشد. عضوx  از

A روی  2را به طور صحيح وابستهI  نسبت بهM 
وجود داشته باشد به  sگوييم اگر عددی طبيعي چون 

طوری که 
1

ss s i i

i
x M x I M


. 
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[( مجموعه تمام عضوهای 5.1، نتيجه 26)]: 8تعريف 

A  که به طور صحيح وابسته رویI  نسبت بهM 

 I 1است. اين ايدآل بستار صحيح Aهستند يك ايدآل 

شود و با ناميده مي Mنسبت به 
)(M

I نشان داده .

نسبت به  2به طور صحيح بسته Iگوييم همچنين، مي

M  است هرگاهII
M


)(

 A. هر ايدآل ماکسيمال 
 يك ايدآل به طور صحيح بسته است.

ی تقليل و بستار صحيح يك ايدآل های مهم دربارهايده

[ 22توسط نورثکات و ريس] Aدر حلقه جابجايي نوتری 
 معرفي گرديده است.

 

يك عنصر ناصفر از  m[( فرض کنيد 24)]: 9تعريف 

A-  مدولM  وj ترين عدد صحيح باشد به بزرگ

jmطوری که  I M تصوير .m  در
1/j jI M I M  را با نمادm دهيم و آن نشان مي

 Mزير مدولي از  Lناميم. اگر مي m 3را فرم آغازين

ر مدول مدرجي از ی زينشان دهنده L*گاه باشد، آن

)(IGM  است که توسط تمام*lشود هايي توليد مي
lکه در آن  L در اين حالت داريم .

*

/ ( ) ( ) /M L MG I G I L . 

اند [ محکي را تعيين کرده2. 7، نتيجه 28والابرگا و والا]

، Aهای آغازين عناصر ای از فرمبرای وقتي که رشته
دهند. مدرج وابسته مي منظم در حلقه تشکيل يك رشته

ای از عناصر در واقع، آنها شرط لازم و کافي را برای رشته

1,..., ka a اند به طوری که دارای اين ويژگي بيان کرده

1باشند که رشته  ,..., ka a  يك( )AG I-  رشته منظم

ها تعميم ی فوق را برای مدولجا نتيجهباشد. ما در اين
های آغازين از عناصر دهيم، با اين فرض که فرممي

1,..., ka a هستند.  1 از درجه 

 

),(فرض کنيد  .1لم  mA  ،يك حلقه موضعيM 

باشد. فرض کنيد  Aايدآلي از  Iمدول و  -Aيك 

                                                 
1. Integral closure 
2. Integrally closed 
3. Initial form 

1,..., ka a  يكM- که به باشد به طوری رشته منظم

i,...,1ازای هر  k ،2\ia I I قرار دهيد .

1( ,..., )kJ a aارزند:های زير هم. در اين صورت گزاره 

- * *

1 ,..., ka a  يك)(IGM- .رشته منظم است 

1iبه ازای هر  -  ،1i iI M JM I JM  . 
 و در اين حالت داريم: 

1 /( ) / ( ,..., ) ( ).M k M JMG I a a M G I   

 

 [ مراجعه شود. 3، قضيه 24به]برهان. 

ه ارتفاع ها برای حالتي کنتايج زير به منظور کاستن برخي اثبات

برابر صفر است به کار گرفته  Mيك ايدآل نسبت به مدول 
 خواهد شد.

 

),(1فرض کنيد  .2تذکر MIrh  وP I  يك

)که آل اول باشد به طوریايد )Mh ht P در اين .

اوليه است که  -PPAآل يك ايد PIصورت، 

( , ) 1P Pr I M   و در اين حالت عدد تقليل

( , )J P Pr I M  مستقل از تقليل مينيمالJ نسبت بهM 

[ را ملاحظه کنيد(. به ويژه، 4. 25، گزاره 21است )برای مثال]

Jبه ازای هر تقليل    ازPI ،2

P P P PI M J I M از .

 Mناآميخته نسبت به  Iطرف ديگر، توجه داريم که اگر 

)گاه باشد، آن , )hr I M   

 max ( , ) ( / ) .P Pr I M P Supp M IM 
 

),(فرض کنيد  .2لم  mA موضعي کوهن  يك حلقه- 

آلي ايد Iمکالي و  -مدول کوهن  -Aيك  Mمکالي، 

)(1که باشد به طوری Aاز  IadM فرض کنيد .I 

يك تقليل مينيمال  Jو  Mنوعاً همبرش کامل نسبت به 

)باشد و  Mنسبت به  Iاز  )Mht I h در اين صورت .

,1يك مجموعه مينيمال از مولدهای  ,..., ha a a درJ 

 کند: وجود دارد که در شرايط زير صدق مي

,...,1)آ(  ha a  يكM-  .رشته منظم است 
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 )ب( به ازای هر ايدآل اول مينيمال 

( / )P Supp M IM ،

1( ,..., )P P h P PI M a a M . 

a)ج(  I  يك عضو نامقسوم عليه صفر رویM .است 
 )د( به ازای هر

 , 1n m  ،

 1 1( ,..., ) : ( ,..., )m n m m

h ha a a M I M a a M 

1h)ه( اگر   وJIMMI 2گاه برای هر ، آن

1n  1و به ازای هر,..., 1i n   :داريم

1 1( ,..., ) ( ,..., )i n n i

h ha a M I M a a I M . 

به ويژه، 
1 ,..., ha a   يك)(IGM-  .رشته منظم است 

 

، لم 30]های )آ(، )ب( و )ج( مشابه اثباتگزاره برهان.

 شوند. برای )د( و )ه( نيز[ برای حالت مدولي ثابت مي2.2
([ iii)1.2و تذکر  6.2، لم 16اثباتي را که در]کافي است 

 آمده است در حالت مدولي به کار بگيريم. 

و عدد  1دارای انحراف تحليلي  Iبرای حالتي که ايدآل 
[ 1است، ابتدا به تعريف زير نياز داريم)] 2تقليل حداکثر

 [ را ملاحظه کنيد(. 13و]
 

),(فرض کنيد  :10تعريف  mA موضعي،  يك حلقه

M  يكA-  ،مدولI  يك ايدآل درA  باشد. فرض

باشد و  Mنسبت به  Iيك تقليل مينمال از  Jکنيد 

( )Ml l I 1. در اين صورت، مجموعه مولد,..., la a 

 Mنسبت به  1را يك مجموعه مولد خوب Jبرای 
 ناميم هرگاه: مي

))آ( به ازای هر  )P V I  با( )Mi ht P l  ،

1( ,..., )i Pa a  يك تقليل ازPI  نسبت بهPM .باشد 

1)ب( به ازای هر  i l   و هر

 1/ ( ,..., ) \ ( )jP Ass M a a M V I  که

0 j i  داشته باشيم ،ia P . 

ای نامتناهي، هر تقليل در هر حلقه موضعي با هيأت مانده

دارای يك مجموعه خوب از  Iاز  Jمينيمال 
 .[. 1، لم 13][ يا3.2، لم 1مولدهاست]

                                                 
1. Good 

),(فرض کنيد  .3لم  mA موضعي کوهن  يك حلقه- 

يك  Iمکالي و  -مدول کوهن  -Aيك  Mمکالي، 

)(1ايدآل با  IadM  باشد. همچنين فرض کنيدI 

),(1باشد و  Mناآميخته نسبت به  MIrh که

( )Mh ht I اگر .J  يك تقليل مينيمال ازI  نسبت

گاه يك مجموعه مينيمال از مولدهای باشد، آن Mبه 

1, ,..., ha a a  درJ های زير وجود دارد که در ويژگي

,...,1کند: )آ( صدق مي ha a  يكM-  .رشته منظم است 

))ب( به ازای هر  / )P Supp M IM ،
2

1( ,..., )P P h P P PI M a a I M . 

 )ج( 

  2

1 1( ,..., ) : ( ,..., )h ha a a M I M a a IM 

1h)د( اگر    وMJIMI 23 گاه به ازای هر ، آن
1n  ،

MIaaMaaMI n

hh

n )...,,()...,,( 11

1 

. به ويژه، 
1 ,..., ha a   يك)(IGM- منظم است.  رشته 

 

)با توجه به فرض، چون  برهان. ) 1Ml I h  پس ،

مانند  Mنسبت به  Jيك مجموعه مولد خوب برای 

1, ,..., ha a a 1]وجود دارد. در اين صورت )آ( مشابه اثبات ،

ه چشود. با به کارگيری آنثابت مي[ 2. 2، لم 13[ يا]2. 6لم 
شود؛ زيرا آمده است، قسمت)ب( فوراً نتيجه مي 2که در تذکر 

)به ازای هر  / )P Supp M IM توان ديد که مي

1( ,..., )h pa a  يك تقليل ازpI  نسبت بهpM  .است 

0hکنيم. اگر ثابت مي حال قسمت )ج( را گاه به ، آن

)0:(0دنبال اثبات  2  MIMa  هستيم، يا به
Pطور معادل به ازای هر  MinSuppM خواهيم مي

0)2نشان دهيم  : ) 0P P P Pa M I M  اگر .

I Pداريم که  10گاه بنابر شرط )ب( از تعريف، آن

a P 0) و لذا : ) 0P Pa M  اگر .IP  ،

2گاه آن 0P PI M  در هر حالت .
2(0 : ) 0P P P Pa M I M  طور که همان

 خواستيم.مي
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خواهيم نشان دهيم . مي0hکنيم که حال فرض مي

/1که به ازای هر  ( ,..., )hP Ass M a a IM ، 

  2

1( ,..., ) :h P P PP
a a a M I M  

1( ,..., )h P P Pa a I M 
 

/1فرض کنيم  ( ,..., )hP Ass M a a IM  

1/ ( ,..., ) / .hAss M a a M Ass M IM 

/اگر  /P Ass M IM SuppM IM  ،
گاه طبق قسمت )ب(، آن

2

1( ,..., )P P h P P PI M a a I Mفرض کنيم .

1/ ( ,..., )hP Ass M a a M در اين صورت .

( )Mht P hجا که . زيرا از آنM  مکالي  -کوهن

/1است، پس  ( ,..., )hM a a M  مکالي  -نيز کوهن

/1است و لذا تمام عناصر  ( ,..., )hAss M a a M 

مينيمال هستند. بنابراين 
1/( ,..., ) ( ) 0

hM a a Mht P   و در

نتيجه 

1/( ,..., )( ) ( ) 0
hM M a a Mht P ht P h h h     . 

 

Pبنابراين اگر  Iگاه ، آن/P SuppM IM

 و در اين حالت ديديم 
2

1( ,..., )P P h P P PI M a a I M حال اگر .

PI داريم  (10)گاه بنابر شرط)ب( از تعريف، آن
a P بنابراين . 

 1 1( ,..., ) : ( ,..., )h P h P PP
a a a M a a M . 

 در هر حالت، 
2

1(( ,..., ) : )h P P P Pa a a M I M  

1( ,..., )h P P Pa a I M 

 شود. و )ج( ثابت مي
1nکنيم برای اثبات )د( ابتدا فرض مي  )بنابر )ج .

2داريم: 

1( ,..., )hI M a a M  

  2

1 1( ,..., ) : ( ,..., )h ha a a M I M a a IM   و

IMaaMaaMIلذا  hh )...,,()...,,( 11

2  .

1nحال فرض کنيم    1و حکم برایn  برقرار

1باشد. فرض کنيم 

1( ,..., )n

hx I M a a M   

                                                 
1. Reduced 

1( ,..., )n

hJI M a a M  

),(2چون  MIrJ . 

1در اين صورت  1 ... h hx b a b a ba     که در

,آن  n

ib b I M ،بنابراين بنابه فرض استقراء .

MIaaMaaMIb n

hh

n 1

11 )...,,()...,,(  

MIaaabدر نتيجه  n

h )...,,( 1 و لذا

1( ,...., ) n

hx a a I M 1. علاوه بر اين بنابر لم ،

1 ,...., ha a   يك)(IGM- منظم است.  رشته 

 1مضرب با عدد تقليل های همآلهای زيادی از ايدمثال
[، 8وجود دارد. به ويژه، کار اخير کورسو و همکاران]

[ نشان 23[ و پوليني و اولريچ]7[،]6کورسو و پوليني]
هايي را زنجيروار توان چنين ايدآله چگونه ميدهد کمي

 به دست آورد. 
 2مضرب با عدد تقليلمثال زير مثالي از يك ايدآل هم
 باشد. است که به طور صحيح بسته مي

 

 فرض کنيد  .1مثال 
3

1[[ , , ,..., ]] / ( )nA k X Y T T X Y 

1[[ , , ,..., ]]nk x y t t 

3nيك ميدان و  kکه در آن    .استA يك حلقه 

)(مکالي  -کوهن  1n-  بعدی است و

 1, ,..., nI xy t t A  مضرب با آل هميك ايد

nIth )( است که به طور صحيح  2و عدد تقليل
 است. 1تقليل يافته /IAباشد؛ زيرا بسته مي

هايي با انحراف مجموع، برای به دست آوردن ايدآل در
 تر يا مساوی دو با عددتحليلي يك و عدد تقليل کوچك

توانيم فرآيندی را که در مثال زير تقليل موضعي يك مي
 آمده است پي بگيريم.

 

),(فرض کنيد . 2مثال  mA  يك حلقه موضعي کوهن

AIمدول و  -A يك M مکالي، -   يك ايدآل

) با Mنوعاً همبرش کامل نسبت به  )Mht I h 

باشد،  Mناآميخته نسبت به  Iباشد. فرض کنيد 

0),( MIr  1و)( IadM در اين صورت .
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),,...,( 11  hh aaaI  1که در آن,..., ha a يك

M-  رشته منظم است و به ازای هر ايدآل اولP  که

P I  و( )Mht P h  داريم 

1( ,..., )P h PI a a 2. قرار دهيد

1: / ( )B A a ، 
2

1: / ( )N M a M  

 و 

1 1
: ( ,..., , )

h h
J a a a M N


   

2که در آن 

1( )i ia a a M جا که . از آن 

/ /N JM M IM پس ،J  ناآميخته نسبت به

M  1است و داريم)(  hJhtM ،علاوه بر اين .

Iqبه ازای هر    با( ) 1Mht q h   داريم

1
( ,..., )

hq qJ a a M  و 

2

2 ( ,..., )
hq q qJ a a J M بنابراين .qJ 

، و اين 1است با عدد تقليل Mمضرب نسبت به هم
است. چون  1مساوی Jيعني عدد تقليل موضعي 

2 1

2 ( ,..., , )
h h

J a a a JM


 داريم ، 

1)( JadM  1و),( MJr به طريق مشابه .
های تقريباً همبرش کامل به دست با درنظر گرفتن ايدآل

بيان شده  2[ و انجام فرآيندی که در مثال 25[آمده در 
را طوری به دست آوريم که  Jتوانيم ايدآل است، مي

( / ) dim( / ) 1depth N JM N JM  . 
 

 کابا ودر لم زير تعميمي از يك نتيجه منسوب به هو
کنيم که ارتباط [ را بيان مي3. 10 ، قضيه18مارلي]
مدرج وابسته و جبر ريس يك  ی عمق با مدولدهنده

ی آل نسبت به يك مدول است. ما از آن برای محاسبهايد
را ملاحظه  5عمق جبر ريس استفاده خواهيم کرد )قضيه 

 کنيد(.
 

),(فرض کنيد  .4لم  mA موضعي،  يك حلقهM 

AIمکالي و  -مدول کوهن  -A يك  آل يك ايد

MdepthIGdepthباشد. در اين صورت  M )( 

MdepthIGdepthو اگر M )(گاه ، آن

1)()(  IGdepthIRdepth MM 

 

 Mنسبت به  Iيك تقليل مينيمال از  Jاگر . 3تذکر

 گاه باشد، آن

( / ) ( / )Supp M IM Supp M JMزيرا اگر .

 /P Supp M JM  وليPI گاه ، آن

MJIMIداريم  0nچون برای  nn 1 ،

Pخواهيم داشت  P PM J Mجا طبق لم . از آن

0PMناکاياما،    که يك تناقض است. بنابراين

( / ) ( / )Supp M JM Supp M IM عکس .
 شمول واضح است.

 

Aيك  Mو  Aايدآلي از  Iفرض کنيد  .4تذکر

 مدول باشد. در اين صورت -
 ( , ) ( )grade I M I  

ای معروف است. ما آن را ی زير برای حالت حلقهنتيجه
 کنيم.برای حالت مدولي ثابت مي

 

),(فرض کنيد . 5لم  mA موضعي کوهن  يك حلقه- 

ايدآلي  Iمکالي و  -مدول کوهن  -A يك Mمکالي، 

باشد. در اين صورت  Aاز 

( ) ( ) dim .M Mht I l I M  
 

sIlMفرض کنيد  برهان. )(  وJ  يك تقليل

باشد. در اين صورت طبق  Mنسبت به  Iمينيمال از 

)، 1تذکر  ) sJ  شود که نتيجه مي 3. از تذکر

   dim / dim /M IM M JM بنابراين .

( , ) ( , )grade I M grade J M چون .M 
مکالي است، پس  -کوهن 

( , ) ( )Mgrade I M ht I داريم  4. بنابر تذکر

( , ) ( )grade J M J بنابراين . 

( ) ( )M Mht I l I برای نامساوی ديگر توجه داريم .

 IGM)(خارج قسمتي از  IFM)(، 1که بنابر تعريف 

)است. بنابراين  ) dim ( ) dimM Ml I G I M   
 

 عدد بورخ محاسبه
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رل کنيم که برای کنتاين بخش را با ثابت کردن لمي آغاز مي
 ها در روند استقراء بسيار مناسب است. عمق

 

),(فرض کنيد  .6لم  mA موضعي،  يك حلقهM يك 
A-  مکالي و -مدول کوهن I  ايدآلي ازA  باشد. فرض

,...,1کنيد  ka a  2يك خانواده از عناصر در\I I  باشد به

که طوری
1 ,..., ka a  يك)(IGM- منظم است.  رشته

 همچنين فرض کنيد 

1: / ( ,..., )k kA A a a  1و: / ( ,..., )k kI I a a 

( 1)k در اين صورت . 

IMMdepthMIMdepth)آ( اگر  // 2  ، 
 گاه آن

2 2/ /k kdepth A M I M depthM I M. 

MIMdepthIMMdepth)ب( اگر  2// گاه ، آن
2/ / 1k kdepth A M I M depthM IM . 

MIMdepthIMMdepth)ج( اگر  2//  ،
گاه آن

2/ / 1k kdepth A M I M depthM IM . 

 

 جا که خانوادهاز آن برهان.
1 ,..., ka a ،)(IGM- منظم

,...,1است، پس  ka a  تشکيل يكM- منظم در  رشته

A 1دهد و به ازای هر مي,...,i k  داريم

IMaaMIMaa ii )...,,()...,,( 1

2

1  . 

,...,0برای هر  1i k  توانيم همريختي مي
2 2

1 1/ /i i i iAM I M A M I M   را در نظر

0بگيريم )که در آن  :A A  و:I Iی(، که هسته  

 2

1 1( ) / ( )i i ia M a I M     

1 1( ) / ( )i i ia M a I M  

/i iAM I M 

IMMبا  يکريخت است. بنابراين به ازای هر  /
1...,,0  ki دقيق زير را داريم:  رشته 

20 / /i iM IM AM I M   

(1                           )2

1 1/ 0i iA M I M   

                                                 
1. Depth-Lemma 

 کنيم فرض مي

IMMdepthMIMdepth // 2  
 

برای  1عمق -در اين صورت، با به کارگيری پي در پي لم 
,...,0( به ازای 1دقيق ) رشته 1i k  شود نتيجه مي

2که  2/ /i idepth AM I M depthM I M  و

 شود. )آ( ثابت مي
 کنيم ميفرض 

MIMdepthIMMdepth 2//  
0i( برای 1در اين صورت، از)  توان به دست آورد مي

که 
2

1 1/ / 1depth AM I M depthM IM   به

2ويژه، 

1 1/ /depth AM I M depthM IM  و

i,...,1با استفاده از )آ( برای هر  k :داريم 

 2/i idepth AM I M  
2

1 1/ / 1.depth AM I M dephM IM  

 کند. اين قسمت )ب( را ثابت مي
 

 کنيم حال فرض مي

MIMdepthIMMdepth 2//  در اين .
0iحالت، با قرار دادن   (داريم:1در ) 

2/ /depthM IM depthM I M 
2

1 1/depth AM I M  

/2يا  /depthM I M depthM IM 
2

1 1/ 1depth AM I M   يا 
2

1 1/ /depth AM I M depthM IM 

 2/depthM I M 

 اگر 
2

1 1/ / 1depth AM I M depthM IM  ، 

 شود کهگاه از )آ( نتيجه ميآن
2

1 1/depth AM I M  . 
2/ / 1k kdepth A M I M depthM IM   

2اگر 

1 1/ /depth AM I M depthM IM ،

 گاه با استفاده از )ب( داريمآن
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 2

2 2/depth A M I M  

=
𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ𝐴𝑘𝑀

𝐼𝑘
2⁄ =

𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ𝑀
𝐼𝑀⁄ − 1 

در غير اين صورت 
2

1 1/ /depth AM I M depthM IM  و با

1,,...1تکرار استدلال فوق برای   ki توانيم مي
kiنتيجه بگيريم که به ازای هر  ...,,2 ،

2/ / 1i idepth AM I M depthM IM  . 
 

kiبنابراين در هر حالت به ازای  ...,,1  داريم
2/ / 1i idepth AM I M depthM IM   )و )ج

 شود. ثابت مي
توانيم مي 1مضرب با عدد تقليل های همآلبرای ايد

 عدد بورخ را به روش زير محاسبه کنيم: 
 

),(فرض کنيد  .1گزاره  mA  يك حلقه موضعي

مکالي  -کوهن  مدول -Aيك  M مکالي، -کوهن 

باشد به  Mنسبت به  Aمضرب يك ايدآل هم Iو

),(1طوری که  MIr در اين صورت .
( , ) / .B I M depthM IM 

 

:)(. اثبات را با استقراء روی برهان Ihth M  انجام

),,...(. فرض کنيم دهيممي 1 haaJ   يك تقليل

باشد که  Mنسبت به  Iمينيمال از 

JIMMI 2  ،در اين صورت
1 ,..., ha a  يك

)(IGM-  .رشته منظم است 

2n ،0MIگاه به ازای هر ، آن0hاگر  n 
1nو لذا برای هر  ، 

 / ndepthM I M  
dim /depthM M depthM IM  

دهيم و قرار مي 0hکنيم حال فرض مي

1 1: / ( )A A a  1و 1: / ( )I I a ،در اين صورت .

1A 1مکالي و  -کوهن  يك حلقهI  يك ايدآل

)1است که  Mمضرب نسبت بههم , ) 1r I M   و

1( ) 1Mht I h  از طرف ديگر، به ازای هر .

2n توانيم همريختي پوشای مي

1 1/ /n nM I M AM I M  را در نظر بگيريم به

 یطوری که هسته

  1

1 1 1 1( ) / ( ) ( ) / ( )n na M I a M a M a I M   با

MIM n 1/   يکريخت است. بنابراين به ازای هر
2n زير را داريم:، رشته دقيق 

10 / /n nM I M M I M  
(2                 )                

1 1/ 0nAM I M  

 خواهيم داشت:  hو  nو لذا با استقراء روی 

/ ndepthM I M  

 1

1 1min / , /n ndepthM I M depth AM I M

/ .depthM IM 
 

),(فرض کنيد  .7لم  mA  يك حلقه موضعي کوهن

ايدآلي  Iمدول تصويری و  -A يك Mمکالي،  -

)(0باشد با  Aاز  IhtM همچنين فرض کنيد .
aوجود داشته باشد  I  به طوری که يك عضو

 باشد. در اين صورت Mنامقسوم عليه صفر روی 
IMMdepthIMaMdepth)آ(    //  هرگاه 

/ dim /depth M IM M IM. 
//1)ب(   IMMdepthaIMMdepth هرگاه

/ dim /depth M IM M IM. 
 

 گيريم: های دقيق زير را در نظر ميرشته برهان.

(3               )0 / 0,IM M M IM    
(4 ) 

0 / / / 0.IM aIM M aIM M IM    
 کنيم که ابتدا فرض مي

/ dim /depthM IM M IM در اين .
 ( داريم 3صورت از)

1/  IMMdepthIMdepth  و لذا

IMMdepthaIMIMdepth //  زيرا ، 

( )Aa Z IM کند ( ثابت مي4)همراه. اين نتيجه به

IMMdepthaIMMdepthکه  //   و
 شود. بنابراين )آ( ثابت مي

 کنيم که حال فرض مي
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/ dim / dimdepth M IM M IM M  .
dimdepth( داريم 3از) IM M  و لذا 

/ dim 1depth IM a IM M . 
 شود ( نيز نتيجه مي4)از

/ dim 1 / 1depth M a IM M depthM IM    
 شود. و بنابراين )ب( ثابت مي

که دارای عدد  1های با انحراف تحليلي برای ايدآل
ی زير را داريم هستند نتيجه 1تقليل کوچکتر يا مساوی 

[ برای 4به طوری که محاسباتي را که برادمن]
های تقريباً همبرش بيان کرده است بازيابي آلايد
 کند.مي

 

),(فرض کنيد  .2گزاره  mA موضعي  يك حلقه

 Iمدول تصويری و  -Aيك  Mمکالي،  -کوهن 

)باشد که  Aايدآلي از  ) 1Mad I   و

1),( MIrهمچنين فرض کنيد .I  نوعاً همبرش

 باشد. در اين صورت Mکامل نسبت به
( , )B I M  

min / ,dim / 1 .depth M IM M IM  

 

نشان خواهيم داد اگر  برهان.

/ dim /depth M IM M IMگاه برای ، آن
2nهر   ، 

IMMdepthMIMdepth n //   و اگر
/ dim /depth M IM M IMگاه برای ، آن

2nهر   ، 

1//  IMMdepthMIMdepth n اين .

:دو گزاره را با استقراء روی  ( )Mh ht I  ثابت خواهيم

 کرد. 
0hفرض کنيم   1. در اين صورت برای هرn  و

)به ازای  )Aa Z IM ای مشخص داريم

MaIMI nn 1 اگر . 

/ dim /depth M IM M IMگاه با به ، آن
برای هر  nبا استفاده از استقراء روی  7کارگيری لم 

1n  شود کهنتيجه مي 
1/ ndepth M I M  

/ /ndepth M I M depthM IM 
 کنيم حال فرض مي

/ dim /depth M IM M IM در اين .
 داريم:  7صورت بنابر لم 

2/depth M I M   
/ / 1depth M aIM depthM IM  

 

2nتوان به استقراء نشان داد که برای هر و مي ، 

 1/ /n ndepth M I M depth M aI M   

/ / 1.ndepth M I M depthM IM  
 

 و  0hکنيم حال فرض مي

1 1( ,..., , )h hJ a a a  2چه که در لم همانند آن 

باشد  Mنسبت به  Iآمده است، يك تقليل مينيمال از 

JIMMIبا  21 . در اين صورت، رشته,..., ha a 

رشته منظم است و اگر قرار دهيم -IGM)(يك

1 1: / ( )A A a  1و 1: / ( )I I a 1گاه آنA  يك

آل نوعاً همبرش کامل يك ايد 1Iمکالي و  -کوهن  حلقه

)1است با  Mنسبت به  ) 1Mad I  ،

1( , ) 1r I M   1و( ) 1Mht I h  بار ديگر، از .

1n( به ازای هر 2دقيق) رشته  رشته دقيق زير را ،
 داريم:

10 / /n nM I M M I M  

1 1/ 0,nAM I M  

 شود. ثابت مي nو  hو ادعا با استقراء روی 
و عدد تقليل موضعي  2برای عدد تقليل کوچکتر يا مساوی

 ی زير را داريم: نتيجه 1کوچکتر يا مساوی

 

),(فرض کنيد  .3گزاره  mA موضعي  يك حلقه

 Iمدول تصويری و  -A يك Mمکالي، -کوهن 

)(1که باشد به طوری Aايدآلي از  IadM ،

2),( MIr  1و),( MIrh  که در آن

)(Ihth M فرض کنيد .I  ناآميخته نسبت بهM 
 باشد. در اين صورت

( , )B I M  

 2min / , / 1depth M I M depthM IM  
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 علاوه بر اين، 

)(0)آ( تساوی برقرار است هرگاه  Ith M  و

IMMdepthMIMdepth // 2  ؛ 
 )ب(

( , )B I M  

min dim / 1, /M IM depth M IM 

MIMdepthIMMdepthو   2//   هرگاه
0h . 

 

. در اين صورت، 0hکنيم ابتدا فرض مي برهان.

)2وجود دارد  )Aa Z I M که برای هر به طوری

2n  ،MaIMI nn 1 اگر . 

IMMdepthMIMdepth // 2 گاه با ، آن
2nبرای هر  7در پي لم به کارگيری پي  اگر ،

/ dim /depthM IM M IMگاه داريم ، آن

IMMdepthMIMdepth n //  و برای هر 
3n  داريم ، 

1//  IMMdepthMIMdepth n .
 رسيم که حالت به اين نتيجه ميبنابراين، در هر 

( , )B I M   

min dim / 1, /M IM depth M IM 

 شود. و )ب( ثابت مي
حال نامساوی بيان شده را ثابت خواهيم کرد. ابتدا حالت 

0h توانيم فرض گيريم. از )ب( ميرا در نظر مي

IMMdepthMIMdepthکنيم  // 2  اگر .

IMMdepthMIMdepth // 2  7، از لم 
،3nشود که برای نتيجه مي

MIMdepthMIMdepth n 2//  ،ًنهايتا .

MIMdepthIMMdepthاگر  2//  با ،
توانيم نتيجه بگيريم که به مي 7ی مجدد از لم استفاده

3nازای هر   ،

IMMdepthMIMdepth n //  حال .

1و  0hفرض کنيم  1( ,..., , )h hJ a a a  

آمده است، تقليل مينيمالي از  3چه که در لم همانند آن

I  نسبت بهM  باشد به طوری که
1 ,..., ha a  يك

( )MG I-  است. رشته منظم 
 

3n( برای هر 2دقيق) از رشته  با استقراء روی ،n  و
h داريم: 6و بنابر لم 

/ ndepth M I M 

 1

1 1min / , /n ndepthM I M depth AM I M

2min{ / , / 1depthM I M depth M IM 
2

1 1, / }depth AM I M

 2min / , / 1 .depthM I M depth M IM  

 کنيم برای )آ( ابتدا فرض مي

IMMdepthMIMdepth // 2  در اين .
شود که صورت، از نامساوی نتيجه مي

MIMdepthMIMdepth n 2//   و لذا

MIMdepthMIB 2/),(  ،از طرف ديگر .

MIMdepthIMMdepthاگر  2// گاه ، آن
 ، 6بنابر لم

2/ / 1h hdepth A M I M depth M IM   
 

نتيجه  0hکارگيری نتايج به دست آمده برای و با به
 شود که مي

3/ / 1h hdepth A M I M depth M IM  .

 دقيق زير  با استفاده از رشته
2 30 / /i i i iAM I M AM I M   

 (5                           )3

1 1/ 0i iA M I M    
 

0,...,1به ازای هر   hi به همراه اين واقعيت ،
0,...,1که در اين حالت برای هر   hi  داريم

2/ / 1i idepth AM I M depth M IM   

 و همچنين با در نظر گرفتن اين که 
3/h h hdepth A M I M depth A M  

/depthM IM 

داريم 

1// 3  IMMdepthMIMdepth  و 
),(/1در نتيجه   IMMdepthMIB . 
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 مضربهای همايدآل
عمق جبر ريس و مدول مدرج  اين بخش را با محاسبه

کنيم. آغاز مي 1مضرب با عدد تقليل آل هموابسته از ايد
[ 7. 4،گزاره  27مکالي ] –به ويژه، برای ويژگي کوهن 

 کنيم. را بازيابي مي

 

),(فرض کنيد  .2قضیه  mA موضعي  يك حلقه

مکالي  -مدول کوهن  -Aيك  Mکالي، م -کوهن 

AIو   مضرب آل هميك ايدA  نسبت بهM  باشد

)که به طوری , ) 1r I M آ( . در اين صورت(   

)(/)( IhtIMMdepthIGdepth MM  

)(2)ب( اگر  Ith Mگاه ، آن 

1)(/)(  IhtIMMdepthIRdepth MM 

 

)(0برای حالتي که  برهان. Ith M اثبات را با ،

:دهيم. قرار دهيد استقراء انجام مي ( )Mh ht I .

02. در اين صورت 0hفرض کنيم  MI  و لذا

IMIMMIGM   . بنابراين )(/

( )Mdepth G I   

min / ,depth M IM depth IM 

/Mdepth M IM 

)1و  0hحال فرض کنيم  ,..., )hJ a a I  

که باشد به طوری Mنسبت به  Iيك تقليل مينمال از 

JIMMI 2 ،در اين صورت .* *

1 ,..., ha a  يك

( )MG I-  رشته منظم است و 
* *

1( ) / ( ,..., ) ( )
hM h A M hG I a a G I  که در آن

1/ ( ,..., )h hA A a a  1و/ ( , ..., )h hI I a a .

بنابراين 

( ) ( )M A M h
h

depthG I depthG I h  چون .

hI مضرب نسبت به يك ايدآل همM  است با

( ) 0M hht I   و( , ) 1hr I M پس نتيجه ،

 گيريم کهمي

( ) /
hA M h h hdepthG I depth A M I M  

/depthM IM 

 و بنابراين داريم 

( ) / ( ).M MdepthG I depthM IM ht I   

 را به کار بگيريم.  4برای اثبات قسمت )ب( کافي است لم
 

),(فرض کنيد  .1نتیجه  mA  يك حلقه موضعي کوهن

AIمکالي و  -مدول کوهن  -A يك Mمکالي،  -  

باشد که  Mنسبت به  Aمضرب ايدآل هم

1),( MIr در اين صورت . 

( ) ( , ) ( )M MdepthG I B I M l I  
 

 را به کار بگيريم.  1و گزاره  2کافي است قضيه  برهان.

),(فرض کنيد  .5تذکر  mA موضعي کوهن  يك حلقه- 

AIمکالي و  -مدول کوهن  -A يك Mمکالي،   

باشد که  M نسبت به Aمضرب ايدآل هم

1),( MIr 0. همچنين فرض کنيد)( IhtM 

1nدر اين صورت به ازای هر   ،0MI n  و 

( )Mdepth R I  

 min / 1,dim .depthM IM M 

 ارزند: های زير به طور بديهي همعلاوه بر اين، گزاره

 مکالي است. -کوهن  IRM)()آ( 

))ب(  ) dim 1MdepthG I M . 

/)ج(  dim 1depthM IM M  . 
های کنيم که در آن ايدآلدر ادامه حالتي را فرض مي

 هستند.  2مضرب دارای عدد تقليلهم
 

),(فرض کنيد  .3قضیه  mA موضعي کوهن  يك حلقه

ايدآل  Iمکالي و  -مدول کوهن  -A يك Mمکالي،  -

باشد. فرض کنيد  Mنسبت به  Aمضربي از هم

2),( MIr وI  به طور صحيح بسته يا ناآميخته

),(1که باشد به طوری Mنسبت به  MIrh و

( )Mh ht Iدر اين صورت . 

 2min / 1, /depthM IM depthM I M 

( )MdepthG I ( )Mht I

 2min / , /depthM IM depthM I M 

( )Mht I 
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 علاوه بر اين، 

))آ( اگر  ) 0Mht I گاه، آن 

 ( )MdepthG I   

 2min / , /depthM IM depthM I M 

))ب( اگر  ) 0Mht I   و 

IMMdepthMIMdepth // 2 گاه ، آن 

( )MdepthG I  

 2min / 1, /depthM IM depthM I M 

( ).Mht I 

. در اين صورت 0hفرض کنيد  برهان.

03 MI بنابراين . 

MIMIIMIMMIGM

22//)(  
 و

 ( )MdepthG I min{ / ,depthM I M  
2 2/ , }.depth IM I M depth I M 

 های دقيق زير عمق برای رشته -با به کارگيری لم 

,0/0  IMMMIM 

,0/0 22  MIMMMI 
,0///0 22  IMMMIMMIIM 

,0/0 22  MIIMIMMI   

 
 :داريم

 ( )MdepthG I  

 2min / , / .depthM IM depthM I M  

کنيم . فرض مي0hحال فرض کنيم 

1( ,..., )hJ a a آمده است، يك  2طور که در لمهمان

باشد. قرار دهيد  Mنسبت به  Iتقليل مينيمال از 

: /hA A J  و: /hI I J چون .* *

1 ,..., ha a 

منظم است، پس رشته IGM)(يك 
* *

1( ) / ( ,..., ) ( )
hM h A M hG I a a G I  و لذا 

( ) ( )
hM A M hdepthG I depthG I h  . 

ِيك  hIمکالي و  -کوهن  يك حلقه hAعلاوه بر اين، 

است با  Mمضرب نسبت به ايدآل هم

( , ) 2hr I M   و( ) 0M hht I  بنابراين، با به .

فر های با ارتفاع صآلکارگيری نتايج به دست آمده برای ايد
 داريم:

( )MdepthG I  

 2min / , /h hdepthM IM depth A M I M h 

 داريم که اگر  6در آخر، بنابر لم

MIMdepthIMMdepth 2// گاه ، آن 

 2min / , /h hdepthM IM depth A M I M

 2min / 1, / .depthM IM depthM I M  

MIMdepthIMMdepthاگر  2// گاه ، آن
 داريم:

 2min / , / hdepthM IM depthM I M 

/ 1depthM IM  
ی هاشود و در هر حالتي نامساویبنابراين، )ب( ثابت مي

 باشند. قضيه برقرار مي
 

),(فرض کنيد  .2نتیجه  mA موضعي کوهن  يك حلقه

 Iمکالي و  -مدول کوهن  -Aيك  Mمکالي،  -

باشد. فرض کنيد  Mنسبت به  Aمضرب آل هميك ايد

2),( MIr وI ناآميخته  ر صحيح بسته يابه طو

),(1که باشد به طوری Mنسبت به  MIrh  و

( )Mh ht Iدر اين صورت . 

( , ) ( ) 1MB I M l I  

( )MdepthG I 

( , ) ( ) 1.MB I M l I   

 علاوه بر اين، 

( ) ( , ) ( )M MdepthG I B I M l I  هرگاه

( ) 0Mht I   0يا اين که)( IhtM  و 

MIMdepthIMMdepth 2//  . 
 

 شود. نتيجه مي 1و گزاره 3به طور مستقيم از قضيه برهان.

 برای جبر ريس داريم: 4با به کارگيری مجدد لم
 

),(فرض کنيد  .4قضیه  mA موضعي کوهن  يك حلقه

 Iمکالي و  -مدول کوهن  -Aيك  Mمکالي،  -

باشد. فرض کنيد  Mنسبت به  Aمضرب آل هميك ايد
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2),( MIr باشد وI  به طور صحيح بسته يا

),(1باشد با  Mناآميخته نسبت به  MIrh  که در

)(3آن   Ihth Mدر اين صورت . 

 2min / , /depthM IM depthM I M

( )Mht I 

)(IRdepth M 

 2min / , /depthM IM depthM I M

( ) 1.Mht I   

 علاوه بر اين، اگر 

IMMdepthMIMdepth // 2 گاه، آن 

( )Mdepth R I  

 2min / , / 1depthM IM depthM I M  

( ).Mht I 

 

)1فرض کنيد  .3مثال  , ,..., )nI xy t t آلي باشد ايد

توان ديد که داده شده است. به آساني مي 1که در مثال
/ dim / 1depthM IM M IM   و

0/ 2 MIMdepth بنابراين در اين حالت داريم . 

( ) ( , ) ( )M MdepthG I B I M l I n   

( ( ) 1)MdimG I n   

)2و  , ) / 0B I M depthM I M   . 
 علاوه بر اين،

( ) 1( ( ) 2)M MdepthR I n dimR I n    

با به کارگيری محاسبات مربوط به عدد بورخ که  بار ديگر
 آمده است، داريم: 3در گزاره 

 

),(فرض کنيد . 3نتیجه  mA موضعي  يك حلقه

 Iمدول تصويری و  -Aيك  Mمکالي،  -کوهن 

)(1باشد با  Aآل يك ايد IadM ،

( , ) 2r I M   1و),( MIrh  که

)(Ihth M همچنين فرض کنيد .I  ناآميخته

 باشد. در اين صورت Mنسبت به 

( , ) ( ) 1MB I M l I   

( ) ( , ) ( ) 1.M MdepthG I B I M l I   

 علاوه بر اين، اگر 

MIMdepthIMMdepth 2//   و 

( ) 0Mht I گاه، آن 

( ) ( , ) ( ).M MdepthG I B I M l I  

ی زير نتيجه 4ريس با استفاده از لم  همچنين برای جبر
 آوريم:را برای محاسبه عمق آن به دست مي

 

),(فرض کنيد . 5قضیه  mA موضعي  يك حلقه

مکالي  -مدول کوهن  -Aيك  Mمکالي،  -کوهن 

)(1باشد با  Aآل ايد Iو  IadM ،

( , ) 2r I M   1و),( MIrh همچنين فرض .

باشد و  Mناآميخته نسبت به  Iکنيد 

( ) 2Mh ht I در اين صورت . 

 2min / , /depthM IM depthM I M 

( ) 1Mht I  

)(IRdepth M 

 2min / , /depthM IM depthM I M 

( ) 2.Mht I  

 علاوه بر اين، اگر 

IMMdepthMIMdepth // 2 گاه، آن 

( )Mdepth R I  

 2min / , / 1depthM IM depthM I M  

( ).Mht I 
 

 بورختعمیم نامساوی 

),(فرض کنيد  mA موضعي و  يك حلقهI  ايدآلي از

A  :باشد. نامساوی زير به نامساوی بورخ معروف است 

( ) inf / : 1 dimnl I depth A I n A   

مکالي  -کوهن  IGA)(تساوی زماني برقرار است که 
باشد. اين مطلب توسط ايزنباد و هونيکه ثابت شده 

خواهيم نامساوی [. در اين بخش مي3. 3، گزاره 9است]
دهيم تساوی را در حالت مدولي ثابت کنيم و نشان مي

مکالي باشد.  -کوهن  IGM)(زماني برقرار است که 
به لم زير نياز ها برای اثبات نامساوی بورخ برای مدول
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[ آمده 2. 1، لم 20داريم. اثبات مشابه آن چيزی است که در]
رار کنيم. قجا استفاده مياست و از نمادهای به کار رفته در آن

IGG)(دهيم مي A  و 

 ( , ) inf / : 1nB I M depthM I M n  . 

 

),(فرض کنيد . 8لم  mA موضعي و  يك حلقهM  يك

A-  مدول باشد. در اين صورت 

 , ( )grade m MG G I 

 inf / : 1 .depth nM I M n 

 

)فرض کنيد برهان.  , ( ))r grade m MG G I  و

( , )s B I M حکم را با استقراء روی .r  ثابت
0rکنيم  ضکنيم. فرمي  در اين صورت .

( )MP AssG I  وجود دارد کهm G P .

)به ازای بنابراين  )Mf G I ای همگن داريم

P (0 : )G f حال فرض کنيد .deg( )n f چون .

0m f پس داريم ،
1( ) Ass /m Ass   n

R M nG I M I M .

/بنابراين  0ndepthM I M  . 
0rکنيم حال فرض مي کنيم . همچنين فرض مي

a m ای باشد که تصوير آن در گونهبه( )RG I ،

( )MG I-  منظم است. در اين صورت به سادگي نتيجه

/روی  aشود که مي nM I M  1به ازای هرn  
0sگيريم که منظم است. لذا نتيجه مي دهيم . قرار مي

/S A aA ،mn G ،I I G  و
/N M aM28[. با استفاده از قضيه والابرگا والا ،

)داريم  ]6.2قضيه  ) ( ) / ( )N M MG I G I aG I .

بنابراين  ( ), ( ) 1grade  S NnG I G I r .

بنابر فرض استقراء داريم 

 inf / : 1 1ndepthN I N n r  چون .a ،

/ nM I M-  1منظم است، به ازای هرn   داريم

   / / 1n ndepth M I M depth N I N  

 شود. و درنتيجه حکم ثابت مي
  .کنيمحال نامساوی بورخ را در حالت مدولي ثابت مي

),(فرض کنيد . 9لم  mA موضعي،  يك حلقهM 

باشد. در اين  Aيك ايدآل در  Iمدول و  -A يك
 صورت

( ) ( , ) dim .Ml I B I M M  

 

 برهان. 

( ) dim ( ) / ( )M Ml I G I m MG I 

 dim ( ) , ( )MG I grade m  MG G I  

 ( 8)بنابر لم 

[ را برای 3. 3، گزاره 9ی ايزنباد و هونيکه]سرانجام نتيجه
دهيم. اما قبل از آن به لم زير نياز ها تعميم ميمدول
 داريم:

 

),(فرض کنيد . 10لم  mA موضعي،  يك حلقهM 

باشد. اگر  Aيك ايدآل در  Iمدول و  -A يك

\x m I  و*x  يك عضو)(IGM-  ،منظم باشد
  در اين صورت

 ( , ) / ( ) ( )MM
l I x x l I 

M/که در آن  M xM. 

 

:قرار دهيد برهان.  / ( )T A x  و 

: ( , ) / ( )K I x x. 

nnفرض کنيد 

nM MtIIR  0)(  و 
nn

nM
tMKKT  0)(دهيم که . ابتدا نشان مي 

( ) ( ) / ( ) ( )M MM
T K R I x R I . 

 توجه داريم که

( , )

( )

n
n I x

K M M
x

   

n n

n

I M xM I M

xM xM I M





 

 nمنظم است، پس به ازای هر  -x ،)(IGM*چون 

MxIMIxMداريم  nn  بنابراين . 

.
n n

n n

I M I M

xM I M xI M



 

 آوريم:های زير را به دست ميو لذا يکريختي
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0( ) n n

nM
T K K Mt   

0 ( ) / ( ) ( ).
n

n

n M Mn

I M
t R I x R I

xI M
   

 شود که حال از اين يکريختي نتيجه مي

T ( )( )

( ) / ( )

M M
KR I

m m


M M
R I xT K

 

بنابراين  ( , ) / ( ) ( )MM
l I x x l I  و حکم ثابت

 شود. مي

 

),(فرض کنيد . 6قضیه  mA موضعي،  يك حلقهM 

باشد. فرض  Aيك ايدآل در  Iمدول و  -Aيك 

 مکالي باشد. در اين صورت -کوهن  IGM)(کنيد 

( ) ( , ) dim .Ml I B I M M  

 

)فرض کنيد برهان.  , )s B I M حکم را با .

م کنيکنيم. نخست فرض ميثابت مي sاستقراء روی 

0sدهيم. قرار مي( )J m AG I بنابر تعريف .

داريم  2 ( ) dim ( ) / ( )M M Ml I G I JG I در .

دهيم که ابتدا نشان مي  0)(, IGJgrade M .

بنابر فرض خلف گيريم   0)(, IGJgrade M .
x\توان عضو در اين صورت مي m I  را انتخاب کرد

*که به طوری /x A I  يك مقسوم عليه ناصفر روی

)(IGM شود که جا  نتيجه مياست. از اينx  به ازای
، يك عضو مقسوم عليه ناصفر روی 1nر ه

MIM n/  0است. اما اين با فرضs  در تناقض

است. بنابراين   0)(, IGJgrade M حال از .

مکالي است، نتيجه  -کوهن  IGM)(جا که آن
 :گيريم کهمي

 dim ( ) / ( )M MG I JG I  

   dim ( ) , ( )M MG I grade J G I 

 dim ( ) .MG I  

 

)بنابراين  ) dimMl I Mکنيم . حال فرض مي

0sچون . 1 / n

n Ass M I M  متناهي

xمنظم  -Aتوان عضو [، مي2است] m  را انتخاب
، روی 1nکرد به طوری که به ازای هر 

MIM n/ شود کهنيز منظم است. از اين نتيجه مي 
* /x A I ،)(IGM- :منظم است. بنابراين داريم 

*( ) / ( ) ( ) ( )M M M
G I x G I G I 

/که در آن  ( )I IA x  و/ ( )M M x M .

IGM)(، x*مکالي است و  -کوهن  IGM)(چون

IG)(منظم است، پس  -
M

مکالي است.  -کوهن  

dimبنابراين  dim 1M M  10. از طرفي از لم 

)شود که نتيجه مي ) ( )MM
l I l I چون .x  يك

MIMرشته منظم روی  n/  است، پس داريم

1//  MIdepthMMIMdepth nn

 .
بنابراين 

  11:/inf  snMIMdepth
n

. حال 
 شود.حکم با استفاده از فرض استقراء ثابت مي
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