
  http://jnrm.srbiau.ac.ir دسترسي در سايتِ
 ۱۳۹۹ آبانو  مهر، ششمبيست و ، شماره ششمسال 

 X۵۸۸-۲۵۸۸شماره شاپا: 
  
 
 
  

افته وابسته به  يم يب تعميتقر  يک فضايساختار توپولوژ
 يي تا࢔−  ک رابطهي

  
  
 

  *ينيدبابا حسيس
  
 

  ايران ، يسار اسلامي، آزاد  دانشگاه ،يسار واحد ،ياضير  نشکدهاد ي،اضري گروه
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  چکيده
ک ي  يرو  ين تئوريف شد. اساس ا يو تعر يمعرف  [6]له پائولاک در ين بار بوسيق نخست ينادق  يهاک مجموعهيه کلاس ينظر

ا ي، قو، متقارنيانعکاس ييتا࢔− ن مقاله، رابطهيمرتبط با آن است. در ا  يهم ارز يهاو کلاس يهم ارز ييرابطه دوتا
 يفضا نيو رابطه ب يق بررسيک مجموعه نادقيشود. روش توپولوژيف ميتعر يزهم ار ييتا࢔−  و ي، شبه متعدمتقارن
  ي از توپولوژ يد يف جدي. تعررديگيلعه قرار مد مطاق موريادقو مجموعه ن ييتا࢔−  ک رابطهيله يک القا شده بوسيتوپولوژ

ک يشود. سپس يم يافته معرفيم يب تعميتقر يافته در فضايم يق تعميب با استفاده از مجموعه نادقيتقر يفضا يق رو ينادق
ف  يان و تعري، بيمتعد هشب ر و يپذا تحمليقو ييتا  - ݊ ک رابطهيافته وابسته به يم يب تعميتقر يفضا يق رو ينادق  يتوپولوژ

 .رسديبه اثبات من فضا يدر ا يريپذييو جدا ير يپذک ي، متري، فشردگي، همبند يان، خواص شبه گسستگيگردد. در پايم
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  مقدمه -۱
ن بار ينخست  ۱۹۸۲ سال ق دريقناد يهاه مجموعهينظر

ارائه  [6] در يامقاله يط يدان لهستان ياضيتوسط ر
مجموعه  يرا رو  ܴ يک رابطه هم ارزيشده بود. او 

 يک فضايرا  (ܴ,ܷ) در نظر گرفت و زوج ܷ يناته
ق برحسب  يه مجموعه نادقيان نظريد. بنيب ناميتقر

ر  يک زي ييلابا و  ينييب پايتقر  يهادوعملگر بنام
ر ين زييب پايشده است. تقر يگذارهيپا ܷ از ܣ مجموعه
 ܣ مشمول در  يهم ارز يهااجتماع کلاس  ܣ مجموعه

است   يهم ارز يها، اجتماع کلاسييب بالاياست و تقر
 را با ܣ نييب پايدارند. تقر ياشتراک ناته ܣ که با
م. يدهينشان م (ܣ)ܴ آن را با يب بالايو تقر (ܣ)ܴ

از  (ܤ,ܣ) ک زوجي (ܴ,ܷ) بيتقر يک فضاي يبرا
نامند هرگاه  يق ميرا مجموعه نادق ܷ يهار مجموعهيز

 مي، داشته باش ܷ از  ܺ ر مجموعهيک ز ي يبرا
(ܤ,ܣ) = (ܺ)ܴو  ((ܺ)ܴ,(ܺ)ܴ) ≠ اگر  (ܺ)ܴ

(ܺ)ܴ ميباش ته داش ܷ از  ܺ ر مجموعهيک زي يبرا =
 ير ميپذ فيا تعريق يرا مجموعه دق ܺ ، آنگاه(ܺ)ܴ

ܺ نامند. اگر ⊆ ن يبا ا ܺ باشد که يش فرضيپ ܲ و  ܷ
    :ن صورتيش فرض مشخص شده باشد، در ايپ
ݔ . ۱ ∈  مطمعناً ݔ است که ين معنيبه ا (ܺ)ܴ

  .دارد را ܲ ت يخاص
ݔ  .۲ ∈  احتمالاً ݔ است که  ين معنيبه ا(ܺ)ܴ

  .را دارد ܲ ت يخاص
ݔ . ۳ ∈  مطمعناً ݔ است که ين معنيبه ا(ܺ)ܴ\ܷ

 .را ندارد ܲ ت يخاص
 يهاتوسعه مجموعه يبرا ي، ابزارقيمجموعه نادق

  مطالعه  و  هاکاهش داده يبرا يک و روشي کلاس
 و  اقصن و  يناکاف يهاکه شامل داده ييهاستم يس

  فا يا ينقش موثر ن راستايبوده و در ا هوشمند دارند،
، ارتباط آن با قي مجموعه نادق ياز کاربردها يکيکند. يم

 يادير محققان زياخ  يهاک است. در ساليتوپولوژ يفضا
له يساخته شده بوس يب و توپولوژيتقر ين فضايارتباط ب

از ا ر يلبج جايا و نتايقضاه کرده و را مطالع ييرابطه دوتا
ت  ياز اهم ن مسئلهيد ايترديست آوردند. بن رابطه بديا

ک ي يبرخوردار است. توپولوژ يو کاربرد يق نظريعم
 يچارچوب نظر يات است که داراياضيشاخه مهم ر

محققان به  ينه و گسترده است. بعضيمستقل، پس زم
در  يرابطه بازتاب ثابت نمودند که هر عنوان مثال، کاندو 

را القا کند که در   يک توپولوژيتواند يه مک مجموعي
،  يريپذيي، جدايتوان شرط فشردگيم ين توپولوژيا

 ي. برا[4] ان و اثبات کرديرا ب يو شبه گسستگ يهمبند 
م يق تعمينادق يهامجموعه شتر در ارتباط بايمطالعه ب

رابطه  هليالقا شده بوس يب و توپولوژيتقر يافته و فضاي
  ت توان به مقالاي، ميتعدم و  يانعکاس ييدوتا

مراجعه  [18 ,17 ,16 ,15 ,14 ,13 ,12 ,11 ,3]
 .نمود
استفاده از  يج بدست آمده، بجايم نتاين مقاله در تعميدر ا

مجموعه  يرو  ييتا ࢔−  ک رابطهي، ييک رابطه دوتاي
، ودن، متقارن بيدر نظر گرفته و خواص انعکاس مرجع را

را  ييتا  ࢔-  بودن رابطه يعدمت ݊ -ا متقارن بودن ويقو
 يگردد و فضاياز آن ارائه م ييهاف کرده و مثاليتعر
 يشود و توپولوژيم ين رابطه معرفيب متناظر با ايتقر
ا و يف شده است و قضاي ب تعريتقر ين فضايق در ا ينادق
م را که گردد. بخش دو يان و اثبات ميج بدست آمده بينتا

، اشاره به مجموعه اخذشده است [9 ,8 ,7 ,6] از عمدتاً
ر مجموعه را يک زين ييب بالا و پايق داشته و تقرينادق
گردد. بخش سوم يان مي، بف و روابط بدست آمدهيتعر

داشته و خواص آن  ييتا࢔−  يهااختصاص به رابطه
رد و بالاخره در بخش چهارم و يگيقرار م يمورد بررس

  له رابطه يبوس شده القا يف توپولوژيجه، به تعريتن
  به اثبات  ياصل يايشود و قضاياشاره م ييتا ࢔−

  .رسديم
 
   قيب و مجموعه نادقيتقر يفضا -۲

ܴو  يک مجموعه ناتهي ܷ ديفرض کن  ⊆ ܷ × ک ي  ܷ
 يرو  يم هر رابطه هم ارزيدانيباشد. م يرابطه هم ارز

جدا از هم  يموعه ناتهمج ر يک مجموعه، آن را به زي
ݔ ال اگر. حکنديافراز م ∈ عضو دلخواه باشد، کلاس  ܷ
ோ[ݔ] شامل آن را با يهم ارز ن يم. همچنيدهينشان م 

ܣ اگر ⊆  ب بايآن را به ترت ين و بالاييب پاي، تقرܷ
ف ير تعرينشان داده و به صورت ز (ܣ)ܴ و  (ܣ)ܴ

  :شوديم
(ܣ)ܴ = ோ[ݔ] | ݔ } ⊆ A }. 
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(ܣ)ܴ = ܣ⋂ோ[ݔ] | ݔ } ≠ ∅ }. 
  

 د، اگريگونه که در بخش مقدمه اشاره گرد همان
(ܣ)ܴ = ا  ي قيمجموعه دقرا  ܣ ، آنگاه(ܣ)ܴ

 قيمجموعه نادقرا  ܣ نامند وگر نهيم ريپذفيتعر
  .نامنديم
  

 و يه ناتهک مجموعي ܷ ديفرض کن .۲.۱گزاره 
ܴ ⊆ ܷ ×    و  داشب يک رابطه هم ارزي ܷ
ܤ,ܣ ⊆    ، آنگاهܷ

ܣ .1 ⊆ ܤ ⇒ (ܣ)ܴ ⊆ ,(ܤ)ܴ (ܣ)ܴ ⊆
 .(ܤ)ܴ
(ܣ)ܴ .2 ⊆ ,ܣ A   .(ܣ)ܴ ⊇
(ܤ)ܴ⋃(ܣ)ܴ .3 =  ,(ܤ⋃ܣ)ܴ
(ܤ)ܴ ⋂(ܣ)ܴ =   .(ܤ⋂ܣ)ܴ
4. ܴ ቀܴ(ܣ)ቁ = (ܣ)ܴ = ܴ ቀܴ(ܣ)ቁ, 

ܴ ቀܴ(ܣ)ቁ = (ܣ)ܴ = ܴ ቀܴ(ܣ)ቁ.  
(ܤ)ܴ⋂(ܣ)ܴ .5 ⊆   ,(ܤ⋂ܣ)ܴ
(ܤ)ܴ⋃(ܣ)ܴ ⊇   .(ܤ⋃ܣ)ܴ

6.   )]([][][R RRR xRxx   
 

 .مراجعه شود [6] به برهان.
ோ߬ د ياکنون فرض کن = ൛ ܣ ห ܴ(ܣ) = با توجه  ൟ ܣ

      ، به گزاره قبل
∅,ܷ. ோ߬ )(الف ∈ 
ߙ هر يبرا (ب) ఈܣ و  ∋ ∈ ߬ோمي، دار 

.⋃ఈ ఈܣ ∈ ߬ ೃ 
,ܣ اگر (پ) ܤ ∈ ߬ோ، ܣ. آنگاه ∩ ܤ ∈ ߬ோ  

و گزاره بالا،   [2]در يعموم يف توپولوژيتوجه به تعر با
(ܷ, ߬ோ) را   ين توپولوژياست. ا يک توپولوژ ي

 قينادق يژلوپوتوا ي بيتقر يفضا يتوپولوژ
توان نشان داد ينامند. ميم ܴ ياز رابطه هم ارز يالقائ
ோܤ   که = ݔ  |ோ[ݔ]} ∈  .است  ين توپولوژيه ايپا{ܷ
 

 شبه گسسته را ܷ در   ߬ ي توپولوژ .۲.۲ فيتعر
گاه هر مجموعه باز آن بسته و هر مجموعه نامند هريم

 .بسته آن باز باشد

 ي. ولگسسته، شبه گسسته است يژولوکه توپواضح است 
 .ستيعکس آن برقرار ن

  
 باشد. آنگاه  يمجموعه ناته ܷ د يفرض کن.  ۲.۳  فيتعر

݀ ∶   ܷ × ܷ → [∘,  ܷ يتابع شبه متر رو  (∞
,ݕ,ݔ هر يبرا نامند هرگاهيم ݖ ∈  م يداشته باش ،ܷ

,ݔ)݀ .1 (ݔ =∘, 
(ݕ,ݔ)݀ .2 = ,ݕ)݀   ,(ݔ
,ݔ)݀ .3 (ݖ ≤ (ݕ,ݔ)݀ + ,ݕ)݀   .(ݖ

  
ݔ هر يبرا ∈ ܣ و  ܷ ⊆ ݎ ، و ܷ  د يقرار ده  ∘<

,ݔ)ܤ (ݎ = ݕ } ∈ (ݕ,ݔ)݀ | ܷ < ,{ݎ
(ܣ,ݔ)݀ = ݕ |  (ݕ,ݔ)݀ }݂݊݅ ∈   .{ܣ

 
نامند  يمر يپذکيشبه متر را ܷ کي توپولوژ يفضا
د  ف شوي تعر ܷ يرو  ݀ ک تابع شبه متر چونيگاه هر
,ݔ)ܤ که يوربط  .ن فضا باشنديه ايپا (ݎ
  

,ܷ) د يفرض کن  .۲.۴ مثال ߬ோ) ک  يتوپولوژ يفضا
  :ديرير بگنظ ق باشد. درينادق

݀ ∶   ܷ × ܷ → [∘, ∞) 
 
ݕ,ݔ هر يبرا ∈ ܷ  


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ک تابع شبه متر ي  ݀ توان نشان داد کهيم يبه سادگ
ݔ ره يرااست و ب ∈ ܷ, ݎ >∘   







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.1,

1,][
),(

rU
rx

yxB R  

 
 و يک مجموعه ناتهي ܷ ديفرض کن. ۲.۵ هيقض

ܴ ⊆ ܷ × ن  يباشد. همچن يهم ارزبطه ک راي ܷ
  ي ن رابطه هم ارزيا ييالقا ي توپولوژ ோ߬ د يفرض کن 
 ن صورتيباشد. در ا

 .شبه گسسته است  ோ߬يتوپولوژ (الف)
ݔ هر يبرا (ب) ∈  .فشرده است   ோ[ݔ]،ܷ
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),( )(پ RU  است  يهمبند موضع. 
),( (ت) RU  ًر است يپذ ييجدا موضعا. 
),( (ث) RU  منتظم است  يفضا. 
),( (ج) RU  نرمال است يفضا. 
),( (چ) RU  ر استيپذک يترشبه م .  
  

 ا در ن برهان ريتوان ايبرهان ساده است و مبرهان. 
 .مشاهده نمود [3]

 
   و خواص آنها ييتا nي رابطه ها -۳

 ييتا࢔− در باره رابطه يج اساسينتا ين بخش بعضيدر ا
ک ي ܷ ديم. فرض کنيده يرا مورد مطالعه قرار م

  ر مجموعه ازين صورت هر زير اد د.باش يمجموعه ناته
ܷ௡ = ܷ × ܷ × ⋯× ܷ  

  
 .نامنديم ܷ يرو  ييتا nک رابطهيرا 
  

  را ܷ يرو  ܴ ييتا nرابطه. ۳.۱ف يتعر
ݔ هر ينامند هرگاه برايم يعکاسنا. ۱ ∈ ، داشته ܷ

Rxxxx ميباش ),,,,( . 
۲. n اگر نامند هر گاهيم يمتعد

Rxxxx n ),,,,( 321   و 
Ryyyy n ),,,,( 321  کي يو برا   

1 < ݅∘ ≤ 1 و  ݊ ≤ ∘݆ < ∘݅ ميداشته باش ݊ > ∘݆ 
∘௜ݔ و  = 1  هر ي، آنگاه برا∘௝ݕ ≤ ݇ <   هر ݊

1 ≤ ݅ଵ < ݅ଶ < ⋯ < ݅௞ <    و ∘݅
∘݆ < ݆ଵ < ݆ଶ < ⋯ ≤ ميداشته باش       ݊

Rxxxx
kk jjii ),,,,,.(

11
 

Rxxxxگاه اگرمتقارن است هر .۳ n ),,,,( 321 ، 
Rxxxx آنگاه nnn  ),,,,( 121 . 

گاه اگر متقارن است هر ايقو .۴
Rxxxx n ),,,,( 321  گشت يهر جا يآنگاه، برا 

ߪ ∈ ܵ௡  م يداشته باش  
Rxxxx n ),,,,( )()3()2()1(     

 ݊-و  ياست اگر انعکاس ييتا࢔−  بيتش تريپ. ۵
 .باشد يمتعد

ا متقارن يو قو يه انعکاسنامند هرگاير ميپذتحمل .۶
 .باشد

 ا متقارن ويو قو ياست هرگاه انعکاس يهم ارز ࢔− .۷
 .باشد يمتعد࢔−

 
n  يبرا )۱(. ۳.۲مثال  =  ييتا -۲ک رابطهي، 2

در حالت معمول باشد   يمتعداست اگر و تنها اگر  يمتعد
در حالت   يتنها اگر هم ارز است اگر و  يهم ارز  2 - و 

     .معمول باشد
݊ ديفرض کن  )۲( = ، ܴ ييتا-۳ ن صورت رابطهيدرا 3
 :ر صدق کنديط زياست اگر وفقط اگر در شرا يمتعد -۳

  الف) اگر
.),,(),,(,),,( RvuxRvuyRzyx   

   اگرب) 

.),,(),,,(),,,(),,,(
),,(,),,(

Rvyxuyxvuyvux
RvuzRzyx


  

   اگر پ)
.),,(),,(,),,( RvyxRvzuRzyx  
  

 ديفرض کن  .۳.۳ مثال naaaU ,,, 21   و
  niaaaR iii  1|,,, را ܴ ، آنگاه 

 ييتا࢔− ܴنامند. واضح است که رابطه يم يرابطه قطر
  [1].است يهم ارز

  
ܷ ديفرض کن  .۳.۴ مثال = مختلط اد مجموعه اعد ࡯
   :ديرير در نظر بگيرا بصورت ز  ܴييتا  ݊-و رابطهباشد 

,ଵݔ) ,ଶݔ ,ଷݔ … , (௡ݔ ∈ ܴ ⇔ 
|ଵݔ| = |ଶݔ| = |ଷݔ| = ⋯ =  |௡ݔ|

  
  .است يهم ارز࢔− ک رابطه ي  ܴنگاه آ

  
ܷ د يفرض کن. ۳.۵مثال  =  يعيمجموعه اعداد طب ࡺ

 :ديرير در نظر بگيبصورت ز ار  ܴ ييتا࢔− باشد و رابطه
Rxxxxxxxx nn  ),,,,( 321321   
 يانعکاس ياست ول يمتعد ييتا࢔− ک رابطه ي ܴ آنگاه 

 .ستين يو متقارن قو
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 د يفرض کن  . ۳.۶ مثال 3,2,1U  و 
          3,3,1,2,2,2,3,3,3,3,1,1,1,1,1R ه آنگا 

را  يست زين يهم ارز -۳ يب است وليش ترتيپ -۳، ܴ
 که ديست. توجه داشته باشين ين قوتقارم

  R3,3,1 يول   R3,1,3. 
  
 يرو   ييتا ݊− ک رابطهي   ܴد يفرض کن .۳.۷  فيعرت

ݔ هر يبرا. باشد  ܷ ∈ ݅ و   ܷ ∈ {1,2,⋯ ,݊ − 1}  
  1,,2,1  ink م يکنيف مي، تعر
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مجموعه  يرو  ييتا-n هرابط  Rاگر .۳.۸ فيتعر
A  باشد و U يناته ⊆ U، چپ يب بالايآنگاه تقر A  را

  م که درآنيده ينشان م R୪(A) با
ܴ௟(ܣ) = ݔ} ∈ ܷ  |∃݅ ∈ {1,2,⋯݊ −}: 

AxLi )( ∅}.  
  
م که يدهينشان م (ܣ)௟ܴ با ار ܣ ن چپييب پايتقر و 

  در آن
ܴ௟(ܣ) = ݔ} ∈ ܷ|∃݅ ∈ {1,2,⋯ ,݊ − 1}: 
(ݔ)௜ܮ ⊆  .{ܣ

  
م يدهيم (ܣ)௥ܴ را با ܣ راست يب بالايتشابها تقرم

  که درآن
ܴ௥(ܣ) = ݔ} ∈ ܷ  |∃݅ ∈ {1,2,⋯݊ −}:

}.)( AxRi      
م که  يده ينشان م (ܣ)௟ܴ را با ܣ است رن ييب پايتقر و 

 آن در

}.)(:}1,,2,1{|{

)(

AxRniUx

AR

i

r






 

 د يفرض کن .۳.۹ مثال 7,,2,1 U  و   
R ⊂ U × U × U که  يبطور 

         
           }.5,4,4,7,6,6,7,6,7,7,7,6,5,4,5,1,2,2

,3,3,1,2,1,1,7,7,7,,2,2,2,1,1,1{ R 

  
 حال اگر 6,3,1A ،آنگاه  

ܴ௥(ܣ) = {3},ܴ௥(ܣ) = {1,2,3,6,7} 
ܴ௟(ܣ) = {3,6},ܴ௟(ܣ) = {1,2,3,5,6,7}. 

   
 ܷ يرو   ييتا  ݊− ک رابطهي   ܴديفرض کن.  ۳.۱۰  لم

  :ر برقرارنديز يهاباشد. گزاره
   هر يبرا

ݕ (1) ∈ (ݔ)௜ܮ ⇔ ݔ ∈ ܴ௜(ݕ)Uyx ,  و 
 1,,2,1  ni . 

(ܷ)௜ܮ  = ⋃௫∈௎ (ݔ)௜ܮ ≠  فقط اگر و  اگر(2) ܷ
ݕ∃ ∈ (ݕ)௜ܴ  که يبطور ܷ = ∅.  

(3) ܴ௜(ܷ) = ⋃௫∈௎ ܴ௜(ݔ) ≠  فقط اگر و  گرا ܷ
ݕ∃ ∈ (ݕ)௜ܮ که يبطور ܷ = ∅. 

ݔ (4) ∉ (ݔ)௜ܴ فقط اگر و  اگر (ܷ)௜ܮ = ∅.  
ݔ (5) ∉ ܴ௜(ܷ) ܮفقط اگر و  اگر௜(ݔ) = ∅ . 

  
 .شوديه ميهمه موارد داده شده ارا  يک برهان کوتاه براي
 

 برهان. 
(ܷ)௜ܮ  = ⋃௫∈௎ (ݔ)௜ܮ ≠ ݕ فقط اگر و  اگرܷ ∈

ݕهک وجود داشته باشد ܷ ∉ ⋃௫∈௎  اگر و  (ݔ)௜ܮ
ݕ فقط اگر ∈ ݔ هر  يوجود داشته باشد که برا ܷ ∈

ݕ،ܷ ∉ ݕاست که ين معنيبه ا  (ݔ)௜ܮ ∈ وجود   ܷ
(ݕ)௜ܴکه  يدارد بطور = ∅ .  
 ، زوجباشد ܷ دلخواه در ييرابطه دو تا ܴ حال اگر

),( RU م ينامند. در تعميافته ميم يب تعميتقر  يفضا
ک  يساختار توپولوژ [4] کاندو در، [6] ب دريتقر يفضا
 ييفقط رابطه دوتا ܴ که يافته رادر حاليم يتعم يفضا

ج يا و نتايق قرار داد و قضايباشد، مورد تحق يانعکاس
د. اساس مجموعه پائولاک در يرا به اثبات رسان يمهم
 يبودند. کاندو به جا يهم ارز يهاب کلاسيتقر يفضا

را در نظر گرفت که با  ييهاکلاس يهم ارز يهاکلاس
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پ رابطه ا چياز راست  ياز مجموعه اصل يعضو خاص
، او فرض باشد ين مجموعه ناتهين که ايا يدارند. برا
ن راستا و يباشد. در ا يک رابطه انعکاسيفقط  ܴ کرد که
م يب تعميتقر يفضا [4] مده درج بدست آيم نتايدر تعم

رامورد مطالعه قرار  ܷ يرو  ييتا ݊ افته وابسته به رابطهي
 .ميدهيم
  

ر يپذتحمل ييتا࢔− رابطه ܴ د يفرض کن .۳.۱۱ لم
باشد،  ܷ يمجموعه ناته يا متقارن) رو يو قو ي(انعکاس

,݅ هر  ين صورت برايدر ا ݆ ∈ {1,2,⋯݊ − و  {1
x  هر يبرا ∈ U،  

(ݔ)௜ܮ = ݕ} ∈ ⋯,ଵݑ∃|ܷ ௡ିଶݑ, ∈ ܷ: 
ଵݑ,ݕ) ,⋯ ,௜ିଵݑ, ௜ݑ,ݔ ,⋯ (௡ିଶݑ, ∈ ܴ 
ݎ݋ ቀ

ଵݑ ,⋯ ௞ݑ, ⋯,௞ାଵݑ,ݕ, ,
,௞ା௜ିଵݑ ௞ା௜ݑ,ݔ ,⋯ , ௡ିଶቁݑ ∈ ܴ} 

= (ݔ)௝ܮ = ܴ௜(ݔ) = ௝ܴ(ݔ). 
 

ݕ د يفرض کن برهان. ∈ ن صورت با يدر ا  (ݔ)௜ܮ
 ف، يتوجه به تعر
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݅ حال اگر  < ا متقارن است،  يقو ܴ ن که يبا توجه به ا  ݆

  انتخاب کرد که يرا طور ௡ܵ از ߪ گشتيجا توانيم

ቀ
ݕ = ,ఙ(ଵ)ݕ ⋯,ఙ(ଶ)ݑ , ,ఙ(௜ାଶ)ݑ

,ݔ ⋯,ఙ(௜ାଷ)ݑ , ఙ(௡)ݑ
ቁ 

= ൫ݑ,ݕଵ⋯ ,௝ିଵݑ, ௝ݑ,ݔ ,⋯  ௡ିଶ൯ݑ,
ا اگري

  Ruuxuuyuu nikikkk  2111 ,,,,,,,,,,   
اب نتخا يرا طور ௡ܵ از ߪ گشتيتوان جايمتشابها، م

کرد که 
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ݕکه در هر حال،  ∈  .(ݔ)௝ܮ

(ݔ)௜ܮ يتوان تساو يمتشابها م = ܴ௜(ݔ) = ௝ܴ(ݔ) 
  .ثابت کرد ௡ܵ مناسب از ߪ کيانتخاب  با را

 ݊ ريپذرابطه تحمل ين با توجه به لم قبل، برايبنابرا
ݔ هر ي، براܷدر  ܴ ييتا ∈ (ݔ)௜ܮ،ܷ = ௝ܴ(ݔ) 

,݅  يهاسيمستقل از اند ݆ ∈ {1,2,⋯݊ − است.  {1
م داد. با ينشان خواه (ݔ)ܮ ن به بعد آنها را فقط باياز ا

م يجه مستقيم داشت که نتيرا خواهر يجه زيتوجه به آن نت
 .است ۳.۱۱ و ۳.۱۰ از لم

  
 در R ييتا -n ريپذرابطه تحمل يبرا .۳.۱۲جه ينت
Uهر ي، برا x, y ∈ U  ر برقرارنديز يهاگزاره: 

x هر يبرا(1)  ∈ U ،x ∈ L(x). 
(2) L(U) = ⋃୶∈୙ L(x) = U 
ݕ (3) ∈ (ݔ)ܮ ⇔ ݔ ∈  .(ݕ)ܮ

  
تحمل  ييتاܖ−طه راب  Rد يفرض کن .۳.۱۳ فيتعر

 Uياتهمجموعه ن يا متقارن) رو يو قو ي(انعکاس ريپذ
 R(A) و  A ن ييب پايتقر UA ،R(A)و  باشد
 :شونديف مير تعريب به صورت زي ترتبه A يب بالايتقر

(ܣ)ܴ = ݔ} ∈ (ݔ)ܮ|  ܷ ∩ ܣ ≠ ∅}  
(ܣ)ܴ = ݔ} ∈ (ݔ)ܮ|  ܷ ⊆  ; {ܣ

  
 که در آن
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 يمجموعه ناته يرو  R ييتاܖ−رابطه .۳.۱۴ف يتعر

U  نامند هر گاهيم يشبه متعدرا 
 x ∈ L(y) ∧ y ∈ L(z) ⇒ x ∈ L(z). 

  
n که يدر حالت = بودن هم ارز  يباشد شبه متعد 2

n در حالت يبودن است ول يمتعد >  ي، شبه متعد2
 .دهديجه نميرا نت R بودن يعدمت n−، بودن

  
ܷ د يفرض کن .۳.۱۵ مثال =     و  {1,2,3}

  

ܴ = ൜
(1,1,1), (2,2,2),

(3,3,3), (2,3,3), (3,3,2), (3,2,3)ൠ 



 

 ۴۷                                                                                          يي تا݊−  ک رابطهيافته وابسته به ي م يب تعمي تقر يک فضا ي ساختار توپولوژ
 

   

 يو انعکاس يمتقارن قو ييتا-۳ رابطهܴ  ن صورتيدر ا
  رايست زين يمتعد - 3يول است يو شبه متعد

 (2,3,3) ∧ (3,2,3) ∈ (2,2,3) يول ܴ ∉ ܴ . 
 

 -ته به رابطهب وابسيتقر يفضا  يتوپولوژ -۴
  ير و شبه متعديپذتحمل ييتا ࢔
 القا شده توسط رابطه يتوپولوژ يهايژگين بخش و يا در

مجموعه  يرو ܴ  ير و شبه متعديپذتحمل ييتا࢔−
.دي. اکنون فرض کن ميکن يمق يرا تحق ܷ يناته

  AARAR  | ي با توجه به گزاره بعد  
),(، [2] يعموم يوژف توپولي) و تعر۴.۱ (گزاره RU 

 يفضا يتوپولوژرا  ين توپولوژياست. ا يوژک توپولي
 ييتا࢔−از رابطه يالقائ قينادق يتوپولوژا ي بيتقر

 .نامنديم ܴ ريوتحمل پذ يشبه متعد
  

 يشبه متعد ييتا࢔− رابطه ܴ ديفرض کن .۴.۱ گزاره
شد و با  ܷيمجموعه ناته ير رو يپذتحمل و 

UBA ,ه، آنگا    
ܣ .1 ⊆ ܤ ⇒ (ܣ)ܴ ⊆ ,(ܤ)ܴ (ܣ)ܴ ⊆
  .(ܤ)ܴ
(ܣ)ܴ .2 ⊆ ܣ ⊆   .(ܣ)ܴ
({ݔ})ܴ .3 = ∅ ∨ ;{ݔ} ({ݔ})ܴ     =  ;(ݔ)ܮ
4. ܴ൫(ݔ)ܮ൯ = (ݔ)ܮ = ܴ൫(ݔ)ܮ൯. 
(ܣ)ܴ ∪ (ܤ)ܴ = ܣ)ܴ ∪ B);  
(ܣ)ܴ ∩ (ܤ)ܴ = ܣ)ܴ ∩   .(ܤ

5. ܴ ቀܴ(ܣ)ቁ = (ܣ)ܴ = ܴ ቀܴ(ܣ)ቁ ;  

((ܣ)ܴ)ܴ = (ܣ)ܴ =   .((ܣ)ܴ)ܴ
(ܣ)ܴ .6 ∩ (ܤ)ܴ ⊆ ܣ)ܴ ∩    ;(ܤ
(ܣ)ܴ ∪ (ܤ)ܴ ⊇ ܣ)ܴ ∪   .(ܤ
7. ܴ(ܷ) = ܷ = ܴ(ܷ);   ܴ(∅) = ∅ =
ܴ(∅).  

  
ܤ و  = ݔ  | (ݔ)ܮ} ∈ هم  يهاک رده از کلاس ي {ܷ

 .است يارز
  

,(6)و(7) برهان.  (5), (4), (2),  .واضح است (1)

   ميداشته باش ܷ در  يا ݔ ک ي ياگر برا(3) 
(ݔ)ܮ =  است که يهي، آنگاه بد{ݔ}

  xRx }.{ 
 وگرنه  xR.∅  دوم هم مشابه  يبرهان تساو
 .است

ݑ حال اگر ∈    ميد نشان دهي، با(ݔ)ܮ
(ݑ)ܮ ⊆ ݕ ديفرض کن  (ݔ)ܮ ∈ . دلخواه باشد (ݑ)ܮ

  ن کهيو ا ܴ بودن ين صورت با توجه به شبه متعديدر ا
ݕ ∈ (ݑ)ܮ ∧ ݑ ∈ (ݔ)ܮ ⇒ ݕ ∈  .(ݔ)ܮ

  
(ݑ)ܮ نيبنابرا ⊆ ب يتقرف يلذا با توجه به تعر (ݔ)ܮ

(ݔ)ܮ ،ن ييپا ⊆  .(ݔ)ܮ)ܴ
ݑ د که ين فرض کن يمچنه ∈   ن يبنابرا ((ݔ)ܮ)ܴ

(ݑ)ܮ ∩ (ݔ)ܮ ≠    ديال فرض کنح ∅
ݖ  ∈ (ݑ)ܮ ∩ ن صورت با توجه به شبه يدر ا(ݔ)ܮ

 ، ۱۲.۳جه ينت بودن و  يتعدم
z ∈ ,(ݑ)ܮ ݖ ∈ (ݔ)ܮ ⇒ ݑ ∈ ,(ݖ)ܮ

ݖ ∈  (ݔ)ܮ
  
ݑجه ينت در ∈ ݑ چون  الح . (ݔ)ܮ ∈  ((ݔ)ܮ)ܴ

((ݔ)ܮ)തܴ جهيدلخواه بوده است در نت  ⊆  (ݔ)ܮ
ഥܴ  نيبنابرا ൫(ݔ)ܮ൯ =  .(ݔ)ܮ

م که ياست نشان ده ي، کافيانياثبات قسمت پا يبرا
ݕ,ݔ، هر يبرا ∈ (ݔ)ܮ اي ܷ = (ݔ)ܮ اي (ݕ)ܮ ∩

Ł(ݕ) = . دين منظور فرض کنيبد ∅ ݖ ∈ (ݔ)ܮ ∩
و  ܴ بودن ين صورت باتوجه به شبه متعديا در (ݕ)ܮ

 مي، دار۱۲.۳جه ينت

).(
)(),()(),(

xLu
xLzzLuxLzuLz




 
ݑ حال اگر ∈   آنگاه اه باشد،دلخو (ݕ)ܮ

ݑ ∈ (ݕ)ܮ ∧ ݕ ∈ (ݖ)ܮ ∧ ݖ ∈ (ݔ)ܮ ⇒ ݑ ∈
(ݔ)ܮ ∧ ݖ ∈   (ݔ)ܮ

  
xLz)(جه يدر نت . (ݕ)ܮن، يبنابرا ⊆  (ݔ)ܮ

(ݔ)ܮ متشابها ⊆ (ݕ)ܮ جهيدر نت. (ݕ)ܮ =  . (ݔ)ܮ
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ر و يپذتحمل ييتاܖ− رابطه R ديفرض کن  .۴.۲هيقض
xو  باشد U يمجموعه ناته يرو  يشبه متعد ∈ U  و  

(ݔ)ܮ = ݕ} ∈ ⋯,ଵݑ∃|ܷ ௡ିଶݑ, ∈ ܷ: 
ଵݑ,ݕ) ,⋯ ,௜ିଵݑ, ௜ݑ,ݔ ,⋯ (௡ିଶݑ, ∈ ܴ} 

  
 آنگاه 

1. L(x) ∈ τୖ.  
2. A ∈ τୖ ⇔ A = ⋃୐(୶)⊆୅ L(x).  
3. L(x) فشرده است.  
4.  Bୖ = {L(x) | x ∈ U}.  

  
      .است  ين توپولوژيه ايپا
  

 ن. برها
((ݔ)ܮ)ܴ، ۱.۴طبق گزاره  )۱( =  جهي، در نت(ݔ)ܮ

. (ݔ)ܮ ∈ ߬ோ 
ݔ هر يچون برا) ۲( ∈ (ݔ)ܮ، ܷ ∈ ߬ோ   و طبق

باز، باز  يهاتعداد از مجموعه ، اجتماع هريف توپولوژيتعر
ܣ است. پس  ∈ ܣ برعکس، اگر ߬ ∈ ف، ي ، طبق تعر߬

.⋃௅(௫)⊆஺ (ݔ)ܮ = (ܣ)ܴ =  ܣ
} د يفرض کن) ۳( ఒܱ  |λ ∈ Λ} ي برا يپوشش باز  

ݔ . چونباشد (ݔ)ܮ ∈ ߣ کي، پس (ݔ)ܮ ∈ Λ   وجود
ݔ که يدارد به طور ∈ ఒܱ = ⋃௅(௫)⊆ைഊ  لذا (ݔ)ܮ

(ݔ)ܮ ⊆ ఒܱ.  فشرده است  (ݔ)ܮ  نيبنابرا. 
  
ܷ، ۳.۱۲جه يطبق نت) ۴( = (ܷ)ܮ = ⋃௫∈௎  (ݔ)ܮ

 ،باشد باز  ܣ، اگر)۲( ن طبق قسمتيهمچن
)()( xLA AxL   ܤ لذاோ  ي ن توپولوژ يه ايپا 
 .باشديم
 

ر و يپذتحمل ييتاܖ− رابطه R د يفرض کن  .۴.۳ لم
A  و  U يمجموعه ناته يرو  يشبه متعد ⊆ U.باشد 

R(A) اگر = A ،آنگاه A  بسته است. 
 

ن منظور يباز است. بد ܣ م متمميدهيشان من .برهان
(௖ܣ)ܴ م کهيدهينشان م = ௖ܣ  ۴.۱ )۲( طبق گزاره 

(௖ܣ)ܴ  ⊆  م ياست نشان ده ين کافيبنابرا௖ܣ

௖ܣ  ⊆ ݔد يفرض کن(௖ܣ)ܴ ∈     لذا   ௖ܣ
ݔ ∉ ܣ = (ݔ)ܮ جهيدر نت (ܣ)ܴ ∩ ܣ = ∅. 

(ݔ)ܮنيابنابر ⊆ ن، ييب پاي ف تقريبا توجه تعر  که  ௖ܣ
ݔ ∈ ௖ܣپس (௖ܣ)ܴ ⊆  . (௖ܣ)ܴ

,ܷ) در ܣ حال اگر ߬ோ) .انگاه طبق گزاره  باز باشد
(ܣ)ܴ،۴.۱)۵( = (ܣ)ܴ)ܴ = (ܣ)ܴ = و طبق   ܣ

ک يتوپولوژ ين در فضايبسته است. بنابرا  ܣلم قبل،
,ܷ) افتهيم يتعم ߬ோ)رمجموعه باز، بسته است و ي، هر ز

 : م داشتير را خواهيجه زيبرعکس. لذا نت
  
),( .۴.۴ جهينت RU   شبه گسسته است. 

),( دياکنون فرض کن  RU  ق ي ک نادقي توپولوژ يفضا
و تحمل  يشبه متعد ييتاܖ− وابسته به رابطه ييالقا
  :ديرينظر بگ باشد. در U يرو  R ريپذ

݀ ∶   ܷ × ܷ → [∘,∞) 
  
ݕ,ݔ هر يبرا ∈ ܷ  









).()(,1
)()(,

),(
yLxL
yLxL

yxd


 

  
ک تابع شبه متر ي  ݀ توان نشان داد کهيم يبه سادگ

ݔ هر ياست و برا ∈ ܷ, ݎ >∘  









.1,

1),(
),(

rU
rxL

yxB  

 
تحمل  ييتاܖ− ک رابطهي R ديفرض کن .۴.۵ جهينت
 ن صورتيباشد. در ا يبه متعدر و شيذپ

),( الف) RU   ر است يک پذ يشبه متر. 
),( ب) RU است يهمبند موضع.  
),( )پ RU  ًر است يپذ ييجدا موضعا.  
),( )ت RU  منتظم است  يفضا. 
),( )ث RU  تنرمال اس يفضا.  
 

  گيرينتيجه
ر و شبه يپذتحمل ييتا࢔− رابطه کين مقاله يدر ا
  ي . فضاف شده استيتعر ܷ يمجموعه ناته يرو  يمتعد
 اثبات شده در يايو قضا [6] ف شده دريب تعريتقر



 

 ۴۹                                                                                          يي تا݊−  ک رابطهيافته وابسته به ي م يب تعمي تقر يک فضا ي ساختار توپولوژ
 

   

افته  يم ير گرفته و تعمقرا ينيمورد بازب [16 ,15 ,10 ,4]
 يايقضا ج وين باشد که نتايتواند اينده ميق آياست. تحق

ک  ي يتر برافيط ضعيدر شرا ن مقاله رايان شده ايب
  .ان و اثبات کرديبتوان ب ييتا࢔− رابطه

 
در گروه  ياز داوران و همکاران دانشگاه. يقدردان

فا يارزنده ان مقاله نقش يکه در ارتقا ا يواحد سار ياضير
 مانه سپاسگزارم. ياند صمکرده

 
  

   



  ۵۰                                                           ۱۳۹۹ و آبان  مهر، بيست و ششم ، شماره ششم هاي نوين در رياضي/ سال پژوهش /  يني دبابا حسيس
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