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 چکیده 

های مثبت مورد مطالعه و بررسی قرار گرفته است و  های میانگین ماتریسی برای ماتریسهای اخیر، نامساویدر دهه

در این مقاله، ما چندین نامساوی    .ای حائز اهمیت استهای قطعهها روی ماتریسبه دنبال آن، چگونگی این نامساوی

ای از نتایج بدست آمده  ها توسعهایم که برخی از این نامساویدست آورده  ای را بههای قطعهمیانگین برای ماتریس

ای های قطعهماتریس ،Φبه عنوان نمونه، برای یک نگاشت خطی مثبت یکانی   .باشدتوسط بدرانی و همکارانش می

𝐴    و𝐵،  مقدار و حافظ گسترشی  تابع حقیقی𝑓،  های دلخواه  و میانگین𝜎1 ≤ 𝜎2،  نامساوی مهم زیر را اثبات نمودیم: 

ℛ (Φ(𝑓(𝐴)𝜎1𝑓(𝐵))) ≤ ⁡ 𝑠𝑒𝑐4(𝛼) ℛ (Φ(𝑓(𝐴))𝜎2Φ(𝑓(𝐵))) . 

 :باشدهای هارمونیک و هندسی به صورت زیر میهای مثبت و میانگیناین نامساوی برای ماتریس

𝑓(𝐴)! 𝑓(𝐵) ≤ 𝑓(𝐴)♯𝑓(𝐵). 
 :توان به نامساوی مفید زیر اشاره کرداز جمله نتایج دیگر مقاله، با شرایط فوق، می

ℛ(𝑓(𝐴)𝜎𝑓(𝐵)) ≤ sec⁡4(𝛼) ℛ(𝑓(𝐴∇𝐵)). 
ای های قطعهها، حالت نرمی، دترمینان و مقادیر تکین برای ماتریسدر ادامه، به عنوان کاربردهایی از این نامساوی

شده در مقاله های اثباتهایی را برای نشان دادن اهمیت نامساویپایان نیز مثالدر .ایمرا بیان و اثبات نموده

 .ایمآورده
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𝑛های مختلط تمام ماتریس  مجموعه   𝕄𝑛کنیم   فرض × 𝑛  هر ماتریس   .باشد𝐴 ∈ 𝕄𝑛  توان به صورت زیر را می

 :نوشت

𝐴 = ℛ𝐴 + 𝑖ℐ𝐴, 

آن در  ℛ𝐴که  =
𝐴+𝐴∗

2
ℐ𝐴و     =

𝐴−𝐴∗

2𝑖
تجزیه .   تجزیه 𝐴ی  این  به  می،  معروف  دکارتی  آنی  در  که   باشد 

ℛ𝐴   وℐ𝐴  های حقیقی و موهومی به ترتیب قسمت𝐴  اگر   .باشندمی𝐴   اشد، به عبارت دیگر ب   خودالحاق𝐴 = 𝐴∗،  

𝑥است اگر برای هر  بتمعین مثنیمه  𝐴گوییم  می ∈ ℂ𝑛  ،  ⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ ≥   𝐴نامیم اگر  می را معین مثبت    𝐴و    ⁡⁡0

,𝐴های خودالحاق  برای ماتریس  .پذیر باشدمعین مثبت و معکوسنیمه  𝐵 ∈ 𝕄𝑛 هرگاه ،  𝐵 − 𝐴    معین مثبت  نیمه

𝐴 :نویسیمباشد، می ≤ 𝐵⁡ یا 𝐵 ≥ 𝐴.    

 

𝐴ماتریس   ∈ 𝕄𝑛 ی دکارتی، نامیم هرگاه در تجزیهمی را گسترشی  ℛ𝐴 ≥ 0. 

𝐴ماتریس    برد عددی ∈ 𝕄𝑛 شودبه صورت زیر تعریف می: 

𝑊(𝐴) = { 𝑥∗𝐴𝑥: 𝑥 ∈ ℂ𝑛,  𝑥∗𝑥 = 1 }. 
 .باشدمی ℂاز    محدب و فشردهواضح است که برد عددی یک زیرمجموعه 

 .داریم  ایقطعه  هایماتریس  درباره   توضیحاتی  به  نیاز  کنیم،می  صحبت  گسترشی  های ماتریسهنگامی که درباره  

𝐴  ماتریس  یک ∈ 𝕄𝑛  قطعه میرا  اگرای  0  نامیم  ≤ 𝛼 <
𝜋

2
باشد   داشته  وجود   کهطوری   به   ثابتی 

𝑊(𝐴) ⊂ 𝒮𝛼. 
 

 :شودمی تعریف زیر صورتبه  که است مختلطدر صفحه   ایقطعهناحیه  𝒮𝛼  در این حالت

𝒮𝛼 = { 𝑧 ∈ ℂ:ℛ𝑧 > 0,   ∣ ℐ𝑧 ∣≤ (ℛ𝑧)tan⁡ 𝛼 }. 
 

𝑊(𝐴) هرگاه ⊂ 𝒮𝛼، نویسیممی 𝐴 ∈ 𝒮𝛼.   قابل ذکر است که نماد   بعلاوه𝐴 ∈ 𝒮𝛼  است   فقط زمانی قابل تعریف

0  که ≤ 𝛼 <
𝜋

2
𝑊(𝐴)  معین مثبت است اگر و فقط اگرنیمه   𝐴  وضوحبه  . ⊂ 𝒮0.  اگر    𝑊(𝐴), 𝑊(𝐵) ⊂

𝒮𝛼،   یک  ه ازای  ب  𝛼  0  یکسان کهی ≤ 𝛼 <
𝜋

2
𝑊(𝐴  آنگاه  ، + 𝐵) ⊂ 𝒮𝛼.  0  ییکه  از آنجا ∉ 𝒮𝛼،    اعضای  همه

𝒮𝛼  اگر ب  .هستند  پذیروارون 𝑊(𝐴)  علاوه،  ⊂ 𝒮𝛼،   ماتریس هر  ازای  به  𝑛  آنگاه  × 𝑚  غیرصفر  𝑋،  داریم  

𝑊(𝑋∗𝐴𝑋) ⊂ 𝒮𝛼. رواز این 𝑊(𝐴−1) ⊂ 𝒮𝛼. 
 

خطی Φ:𝕄𝑛  نگاشت  → 𝕄𝑛  می مثبت  هررا  ازای  به  اگر  𝐴  نامیم  ≥ باشیم  ،0 Φ(𝐴)  داشته  ≥  اگر  .0

Φ(𝐼) = 𝐼،  که در آن  𝐼   عملگر همانی است، آنگاه  Φ   دانیم اگرمی  .نامیممی را یکانی   Φ    یک نگاشت خطی مثبت

Φ(ℛ𝐴)  باشد، آنگاه = ℛ(Φ(𝐴))      وΦ(ℐ𝐴) = ℐ(Φ(𝐴)). 

𝑊(𝐴)  با توجه به این مطلب، اگر ⊂ 𝒮𝛼، آنگاه  𝑊(Φ(𝐴)) ⊂ 𝒮𝛼.  تر، اگرصورت جزئیبه 𝐴 ∈ 𝒮𝛼،  آنگاه 

Φ(𝐴) ∈ 𝒮𝛼. 
 

:𝑓  تابع 𝐽 → ℝ نامیم اگر حافظ رابطه ترتیبی ماتریسی باشد؛ به عبارت دیگر،را یک تابع یکنوای ماتریسی می  

𝐴 قرار دارد، اگر 𝐽ها در بازه  که طیف آن  𝐵و   𝐴  های خودالحاق برای ماتریس ≤ 𝐵 ،آنگاه  𝑓(𝐴) ≤ 𝑓(𝐵) . 

 :شرایط زیر بااست  𝐴 𝜎 𝐵پذیر مثبت، یک عمل دوتایی  روی عملگرهای معکوس 𝜎میانگین ماتریسی  
 

i.  اگر𝐴 ≤ 𝐶   و𝐵 ≤ 𝐷 ، آنگاه 

𝐴 𝜎 𝐵 ≤ 𝐶 𝜎 𝐷. 
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ii.   برای هر عملگر𝐶، 

𝐶∗(𝐴 𝜎 𝐵)𝐶 = (𝐶∗𝐴𝐶) 𝜎 (𝐶∗𝐵𝐶). 
iii. اگر 𝐴𝑘 ↓ 𝐴     و𝐵𝑘 ↓ 𝐵 ،  آنگاه𝐴𝑘  𝜎 𝐵𝑘 ↓ 𝐴 𝜎 𝐵  ؛ برای هر   𝐴𝑘, 𝐵𝑘, 𝐴, 𝐵 ∈ 𝔹(ℋ)+  . 

iv. 𝐼 𝜎 𝐼 = 𝐼. 

 

,𝐴اگر  𝐵 ∈ 𝕄𝑛   معین مثبت باشند و𝜈 ∈ که به ترتیب  های زیر معروفندیک عدد حقیقی باشد، میانگین (0,1)

میانگین  و  داروزن𝜈−میانگین هندسی  ، داروزن𝜈−میانگین هارمونیک ، داروزن 𝜈−میانگین حسابی  به آنها،  

𝜈اگر  .می گوییم 𝐵و   𝐴دو عملگر   داروزن 𝜈−هارون   =
1

2
و    𝐴∇𝐵   ،𝐴 !𝐵  ، برای راحتی آنها را به ترتیب با

𝐴♯𝐵 دهیمنشان می. 

• 𝐴 !𝜈  𝐵:= ((1 − 𝜈)𝐴−1 + 𝜈𝐵−1)−1 

• 𝐴∇𝜈𝐵 ∶= ⁡ (1⁡ − ⁡𝜈)𝐴⁡ + ⁡𝜈𝐵 

• 𝐴 ♯𝜈  𝐵:= 𝐴1/2(𝐴−1/2𝐵𝐴−1/2)𝜈𝐴1/2 

• 𝐹𝜈(𝐴, 𝐵):= (1 − 𝜈)(𝐴 ♯ 𝐵) + 𝜈(𝐴 ∇ 𝐵) 
 

 .مراجعه نمایید [14]ها به  ی میانگینی بیشتر دربارهبرای مطالعه

,𝐴میانگین ماتریسی برای دو ماتریس گسترشی   𝐵 ∈ 𝕄𝑛   به صورت زیر تعریف   [1]توسط بدرانی و همکارانش

 :شده است

𝐴 𝜎𝑓  𝐵 = ∫ (𝐴! 𝐵)𝑑𝜐𝑓(𝑠)
1

0

, 

𝐴بعلاوه، آنها تابع یکنوای ماتریسی را برای ماتریس گسترشی   ∈ 𝑆𝛼 اندبه صورت زیر تعریف کرده: 

𝑓(𝐴) = ∫ ((1 − 𝑠)𝐼 + 𝑠𝐴−1)−1 𝑑𝜈𝑓(𝑠)
1

0
, 

:𝑓  که در آن  (0,∞) → (0, ∞) ،𝑓(1) = در این مقاله برای  .است اندازه احتمالیک  𝜈𝑓و همچنین  1

 : استفاده خواهیم کردزیر  راحتی از نماد

𝑚:= { 𝑓: (0, ∞) → (0, ∞) ∣
∣ 𝑓(1) = ⁡⁡⁡𝑓یک⁡تابع ⁡یکنوای ⁡ماتریسی ⁡می ⁡باشد ⁡به⁡طوری ⁡که⁡1 }. 

:𝑓    تابع یکنوای ماتریسی (0,∞) → ℝ  نامیم هرگاه برای هر  می حافظ گسترشی را𝐴 ∈ 𝑆𝛼 داشته باشیم  

𝑓(𝐴) ∈ 𝑆𝛼 .در این مقاله از نماد  𝑚𝛼 برای توابع حافظ گسترشی استفاده خواهیم کرد: 

𝑚𝛼: = {𝑓: (0,∞) → (0, ∞) ∣ و حافظ گسترشی باشد  یک تابع یکنوای ماتریسی   ⁡  𝑓⁡⁡}. 

 

𝛼لازم به ذکر است که در حالت   = ,0)  باید از 𝑓، تابع حافظ گسترشی  0 ,0)به  (∞  .باشد (∞

𝑓ن دادند که هرگاه   نشا [1]سپس بدرانی و همکارانش   ∈ 𝑚   و𝐴 ∈ 𝑆𝛼آنگاه ،: 

𝑓(ℛ(𝐴)) ≤ ℛ(𝑓(𝐴)) ≤ sec2(𝛼)⁡𝑓(ℛ(𝐴)).                        (1.1) 

 

 صورت که اگر نیبه ا اورند؛یبه دست ب 𝑓  یبرا یاافتهیتوسعه فیتعر کی[ توانستند 7] نژادیو ملک یغضنفر راًیاخ

𝑓 ∶ ⁡ (0, ∞) ⁡→ ⁡ℝ و   یسیماتر یکنوایتابع  کی𝐴 باشد، آنگاه  یگسترش س یماتر کی 

𝑓(𝐴) = 𝑎 + 𝑏𝐴 + ∫
∞

0 𝜆𝐴(𝜆 + 𝐴)−1𝑑𝜇(𝜆),⁡                           (1.2) 
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آن  در  𝑏  که  ≥ 0  ،𝑎 ∈ ℝ و 𝜇   بسته مثبت  صفحه  نیم  روی  مثبت  اندازه  ,0]یک  بطوریکهمی  (∞  باشد 

∫
𝜆

1+𝜆
𝑑𝜇(𝜆) < 𝐴 ؛ همچنین نامساوی زیر را برای∞ ∈ 𝒮𝛼 و 𝑓   به اثبات رساندند (1.2)تعریف شده در : 

𝑓(ℛ(𝐴)) ≤ ℛ(𝑓(𝐴)) ≤ sec2(𝛼)⁡𝑓(ℛ(𝐴)).                           (1.3) 

 .باشد ( می1.1( یک توسیع از نامساوی )1.3واضح است که نامساوی )

 

 .کنیمهای اصلی را بیان میهای مورد نیاز برای اثبات قضیهدر انتهای این بخش، لم

  .کندای بیان میهای قطعهرا در ماتریس ℛ𝐴 و معکوس 𝐴 لم بعدی رابطه بین قسمت حقیقی معکوس

𝐴 [( فرض کنیم10[, ]9)]  1.1لم   ∈ 𝒮𝛼 . در این صورت  

ℛ(𝐴−1) ≤ ℛ(𝐴)−1 ≤ sec2(𝛼)ℛ(𝐴−1). 
 :های گسترشی، نتایج زیر را داریمبرای میانگین ماتریسی ماتریس  

𝜎1 کهدو میانگین ماتریسی باشند به طوری 𝜎2 و 𝜎1 [ اگر11]  1.2لم   ≤ 𝜎2  و  𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮𝛼آنگاه ،  

ℛ(𝐴𝜎1𝐵) ≤ sec2(𝛼)ℛ(𝐴𝜎2𝐵). 

,𝐴 [ فرض کنیم1]  1.3لم   𝐵 ∈ 𝒮𝛼 و 𝑓 ∈ 𝑚. در این صورت 𝐴𝜎𝐵 ∈ 𝒮𝛼 و  

ℛ𝐴𝜎𝑓ℛ𝐵 ≤ ℛ(𝐴𝜎𝑓𝐵) ≤ sec2(𝛼)(ℛ𝐴𝜎𝑓ℛ𝐵). 

 .[ مراجعه کنید11, 7, 6, 2, 1برای مطالعه بیشتر به ]

 

𝐴 برای ∈ 𝕄𝑛 نرم عملگری  ∥ 𝐴  :شودبه صورت زیر تعریف می ،∥

∥ 𝐴 ∥= max{〈𝑥∗, 𝐴𝑦〉: 𝑥, 𝑦 ∈ ℂ𝑛, 𝑥∗𝑥 = 𝑦∗𝑦 = 1}. 
|||کنیم که نرم  یادآوری می ⋅ 𝐴 تحت یکانی پایاست اگر برای هر 𝕄𝑛 روی  ||| ∈ 𝕄𝑛 های  و برای تمامی ماتریس

,𝑈 یکانی 𝑉 ∈ 𝕄𝑛 داشته باشیم ،  |||𝑈𝐴𝑉||| = |||𝐴|||⁡. 

 

0بنا به قضیه یکنوایی ویل، اگر   ≤ 𝐴 ≤ 𝐵  0، آنگاه برای هر ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

0 ≤ 𝜆𝑗(𝐴) ≤ 𝜆𝑗(𝐵).                                                                  (1.4) 

|||برای هر نرم تحت یکانی پایای  بعلاوه بنا به قضیه مغلوب فان  ⋅ |||   ، 

|||𝐴||| ≤ |||𝐵|||.                                                                       (1.5) 

  .اشاره شده است ||ℛ𝐴|| و ||𝐴|| در لم زیر به رابطه بین 

𝐴 [( فرض کنیم13[,]3)]  1.4لم   ∈ 𝒮𝛼 .  در این صورت برای هر نرم تحت یکانی پایای||| ⋅  ،  𝕄𝑛 روی |||

|||ℛ𝐴||| ≤ |||𝐴||| ≤ sec(𝛼)|||ℛ𝐴|||. 
 

𝐴 [، برای7نژاد ]غضنفری و ملکی ∈ 𝒮𝛼تابع یکنوای ماتریسی ، 𝑓: (0,∞) → ⁡ (0, |||    و نرم (∞ ⋅ که تحت   |||

  :اندیکانی پایاست نامساوی نرمی زیر را نیز اثبات نموده

 𝑓(|||ℛ𝐴|||) ≤ |||𝑓(ℛ𝐴)||| ≤ |||ℛ(𝑓(𝐴))||| 
                     ≤ sec2(𝛼)|||𝑓(ℛ(𝐴))||| (1.6) 

                     ≤ sec2(𝛼)|||𝐼|||𝑓(|||ℛ𝐴|||). 
  

  :کنیمرا بیان می  نکادیسو -در لم زیر نامساوی معروف شوارتز

𝐴 [ فرض کنیم4]  1.5لم   ∈ 𝕄𝑛  پذیر باشد، در این صورت برای هر نگاشت خطی مثبت یکانیمثبت و معکوس 

𝛷  ، 
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Φ(𝐴)−1 ≤ Φ(𝐴−1). 
 

  :کنیمرا در لم بعدی معرفی می همچنین نامساوی مشهور آندو

میانگین ماتریسی  𝜎 های معین مثبت وماتریس 𝐵 و 𝐴یک نگاشت خطی مثبت و یکدار،   𝛷 [ اگر14]  1.6لم  
  دلخواه باشد، آنگاه

Φ(𝐴𝜎𝐵) ≤ Φ(𝐴)𝜎Φ(𝐵).                                                   (1.7) 

 

ها از حالت توابع یکنوای ماتریسی مثبت به حالت توابع یکنوای  یکی از اهداف این مقاله توسیع برخی از این نامساوی

 . باشدماتریسی حقیقی می

𝐴 [( اگر9[, ]8)] 1.7لم   ∈ 𝒮𝛼آنگاه ،  

det(ℛ𝐴) ≤ |det(𝐴)| ≤ sec𝑛(𝛼)⁡⁡det(ℛ𝐴). 

𝐴 [( اگر5[,]3)]  1.8لم   ∈ 𝒮𝛼آنگاه ،  

𝜆𝑗(ℛ𝐴) ≤ 𝑠𝑗(𝐴) ≤ sec2(𝛼)𝜆𝑗(ℛ𝐴)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑗 = 1, ⋯ , 𝑛, 

  د.باشنمی 𝐴 مین مقدار تکین ماتریس-𝑗 مین مقدار ویژه و-𝑗 به ترتیب 𝑠𝑗 و 𝜆𝑗 که در آن 
 

 نتايج اصلي.  2

های مشهوری که برای توابع یکنوای ماتریسی هدف اصلی نگارندگان در این بخش این است که برخی از نامساوی

توابع یکنوای های مثبت و در برخی موارد ماتریسمثبت و ماتریس اثبات رسیده است را برای  به  های گسترشی 

 .ماتریسی حقیقی بدست بیاورند

 

,𝐴 [ اگر2.15, لم 1بنا به ] 𝐵 ∈ 𝕄𝑛  های معین مثبت باشند و  ماتریس 𝑓 ∈ 𝑚آنگاه ،  

𝑓(𝐴)♯𝑓(𝐵) ≤ 𝑓(𝐴∇𝐵)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡                                     (2.1) 

 

,𝐴 ( برای حالتی که2.1در ادامه توسیع نامساوی ) 𝐵 (، واضح 1.2کنیم. بنا به تعریف )ای باشند را اثبات میقطعه

:𝑓 است که اگر (0,∞) → ℝ یک تابع یکنوای ماتریسی باشد، آنگاه 𝑓 مقعر است و در نهایت  

𝑓(𝐴∇𝜈𝐵) ≥ 𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵),⁡⁡⁡⁡0 < 𝜈 < 1.                             (2.2) 

  

,𝐴 های معین مثبت( برای ماتریس2.2لازم به ذکر است که نامساوی ) 𝐵 ∈ 𝕄𝑛 و 𝑓: (0,∞) → (0, نیز  (∞

  .برقرار است

,𝐴  فرض کنیم   2.1قضیه   𝐵 ∈ 𝒮𝛼  ،𝛷   ،یک نگاشت خطی مثبت یکانی𝑓 ∈ 𝑚𝛼 و 𝜎1 ≤ 𝜎2 آنگاه  

ℛ(Φ(𝑓(𝐴)𝜎1𝑓(𝐵))) ≤ sec4(𝛼)ℛ(Φ(𝑓(𝐴))𝜎2Φ(𝑓(𝐵))). 
 

 ،  1.2بنا به لم  اثبات.  

ℛ(𝑓(𝐴)𝜎1𝑓(𝐵)) ≤ sec2(𝛼)ℛ(𝑓(𝐴)𝜎2𝑓(𝐵)), 
 بنابراین 

ℛ(Φ(𝑓(𝐴)𝜎1𝑓(𝐵)) ≤ sec2(𝛼)Φ(ℛ(𝑓(𝐴)𝜎2𝑓(𝐵))) 
 ≤ sec4(𝛼)Φ(ℛ(𝑓(𝐴))𝜎2ℛ(𝑓(𝐵))) 
 = sec4(𝛼)(ℛ(Φ(𝑓(𝐴)))𝜎2ℛ(Φ(𝑓(𝐵))))        (1.6بنا به لم )

 ≤ sec4(𝛼)ℛ(Φ(𝑓(𝐴))𝜎2Φ(𝑓(𝐵))). 
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  :نتایج زیر را داریم 2.1با استفاده از قضیه 

𝑓 اگر   2.2نتیجه   ∈ 𝑚𝛼 و 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮𝛼آنگاه ،  

ℛ(𝑓(𝐴)! 𝑓(𝐵)) ≤ sec4(𝛼)ℛ(𝑓(𝐴)♯𝑓(𝐵)). 
 

𝑓 های معین مثبت باشند وماتریس 𝐵 و 𝐴 توان گفت اگرتر میدر حالت جزئی ∈ 𝑚آنگاه ،  

𝑓(𝐴)! 𝑓(𝐵) ≤ 𝑓(𝐴)♯𝑓(𝐵).                                             (2.3) 

,𝐴 فرض کنیم    2.3قضیه   𝐵 ∈ 𝒮𝛼 و 𝑓 ∈ 𝑚𝛼در این صورت برای هر میانگین ماتریسی ، 𝜎 ≤   ، داریم∇

ℛ(𝑓(𝐴)𝜎𝑓(𝐵)) ≤ sec4(𝛼)ℛ(𝑓(𝐴∇𝐵)). 

𝑓 اگر اثبات.   ∈ 𝑚𝛼 و 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮𝛼های میانگین داریم، آنگاه بنا به خاصیت  

cos2(𝛼)ℛ(𝑓(𝐴)𝜎𝑓(𝐵)) ≤ ℛ𝑓(𝐴)𝜎ℛ𝑓(𝐵)⁡⁡ (                       1.3)بنا به لم     

                              ≤ sec2(𝛼)(𝑓(ℛ𝐴)𝜎𝑓(ℛ𝐵)) ((       1.1)بنا به لم )       

                              ≤ sec2(𝛼)(𝑓(ℛ𝐴)∇𝑓(ℛ𝐵))   
                              ≤ sec2(𝛼)𝑓(ℛ𝐴∇ℛ𝐵) ((                2.2)بنا به لم )    

                              = sec2(𝛼)𝑓(ℛ(𝐴∇𝐵)) 
                              ≤ sec2(𝛼)ℛ𝑓(𝐴∇𝐵) (                     1.3.)بنا به لم             

,𝐴 فرض کنیم  2.4نتیجه   𝐵 ∈ 𝕄𝑛 معین مثبت باشند و 𝑓 ∈ 𝑚𝛼 در این صورت برای هر میانگین ماتریسی 

𝜎 ≤   ، داریم∇

𝑓(𝐴)𝜎𝑓(𝐵) ≤ 𝑓(𝐴∇𝐵). 
 

𝑓 فرض کنیم   2.5قضیه   ∈ 𝑚𝛼 و 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮𝛼. در این صورت  

a) ℛ(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵)) ≤ sec2(𝛼)ℛ(𝑓(𝐴∇𝜈𝐵)), 
b) 𝑠𝑗(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵)) ≤ sec4(𝛼)𝑠𝑗(𝑓(𝐴∇𝜈𝐵)), 

c) |𝑑𝑒𝑡(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵))| ≤ sec3𝑛(𝛼)|𝑑𝑒𝑡(𝑓(𝐴∇𝜈𝐵))|, 
d) ∥ 𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵) ∥≤ sec3(𝛼) ∥ 𝑓(𝐴∇𝜈𝐵) ∥, 

0که در آن   < 𝜈 < 1.  
 

   اثبات.

a) ( 1.3بنا به )   ( 2.2)و 

 ℛ𝑓(𝐴∇𝜈𝐵) = ℛ𝑓((1 − 𝜈)𝐴 + 𝜈𝐵) 
                      ≥ 𝑓(ℛ((1 − 𝜈)𝐴 + 𝜈𝐵))                        ⁡ 
                      ≥ (1 − 𝜈)𝑓(ℛ𝐴) + 𝜈𝑓(ℛ𝐵)⁡ 
                      ≥ (1 − 𝜈)cos2(𝛼)ℛ(𝑓(𝐴)) + 𝜈cos2(𝛼)ℛ(𝑓(𝐵))             
                     = cos2(𝛼)((1 − 𝜈)ℛ(𝑓(𝐴)) + 𝜈ℛ(𝑓(𝐵))) 
                     = cos2(𝛼)(ℛ(𝑓(𝐴))∇𝜈ℛ(𝑓(𝐵))) 
                     = cos2(𝛼)(ℛ(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵))). 

b)  داریم1.8بنا به لم ،  

 𝑠𝑗(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵)) ≤ sec2(𝛼)𝜆𝑗(ℛ(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵))) 

                                        ≤ sec4(𝛼)𝜆𝑗(ℛ(𝑓(𝐴∇𝜈𝐵)))      ((1.4)    و (a) بنا به قسمت) 

                                         ≤ sec4(𝛼)𝑠𝑗(𝑓(𝐴∇𝜈𝐵)). 
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c)  داریم1.7بنا به لم ،  

 |𝑑𝑒𝑡(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵))| ≤ sec𝑛(𝛼)𝑑𝑒𝑡(ℛ(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵))) 
                                             ≤ sec3𝑛(𝛼)𝑑𝑒𝑡(ℛ(𝑓(𝐴∇𝜈𝐵)))  ((a) بنا به قسمت)    

                     ≤ sec3𝑛(𝛼)|𝑑𝑒𝑡(𝑓(𝐴∇𝜈𝐵))|. 
d)  1.4بنا به لم  ، 

 ∥ 𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵) ∥≤ sec(𝛼) ∥ ℛ(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵)) ∥ 

                            ≤ sec3(𝛼) ∥ ℛ(𝑓(𝐴∇𝜈𝐵)) ∥              ((a) بنا به قسمت) 

                             ≤ sec3(𝛼) ∥ 𝑓(𝐴∇𝜈𝐵) ∥. 
  

 : نتیجه زیر را داریم 2.1با به کار بردن برهانی شبیه قضیه قبل و با استفاده از قضیه 

𝑓 فرض کنیم   2.6نتیجه   ∈ 𝑚𝛼 و 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮𝛼. در این صورت برای هر نگاشت خطی مثبت یکانی 𝛷  ، 

a) 𝑠𝑗(Φ(𝑓(𝐴)! 𝑓(𝐵))) ≤ sec6(𝛼)𝑠𝑗(Φ(𝑓(𝐴))♯Φ(𝑓(𝐵))), 

b) 𝑑𝑒𝑡(Φ(𝑓(𝐴)! 𝑓(𝐵)))| ≤ sec5𝑛(𝛼)|𝑑𝑒𝑡(Φ(𝑓(𝐴))♯Φ(𝑓(𝐵)))|, 
c) ⁡∥ Φ(𝑓(𝐴)! 𝑓(𝐵)) ∥≤ sec5(𝛼) ∥ Φ(𝑓(𝐴))♯Φ(𝑓(𝐵)) ∥. 

 

ایم که توسیعی از نتایج بدست آمده در  ای بدست آوردههای قطعهدر گزاره زیر نامساوی های نرمی را برای ماتریس

  باشند[ می1]

𝐴 فرض کنیم  2.7گزاره   ∈ 𝒮𝛼   نرم عملگری باشد. در این صورت برای هر ∞∥⋅∥و 𝑓 ∈ 𝑚𝛼داریم ،  

𝑓(∥ ℛ𝐴 ∥∞) ≤∥ ℛ𝑓(𝐴) ∥∞≤ sec2(𝛼)𝑓(∥ ℛ𝐴 ∥∞). 

  (1.3بنا به نامساوی ).  اثبات

 ℛ〈𝑓(𝐴)𝑥, 𝑥〉 = 〈ℛ𝑓(𝐴)𝑥, 𝑥〉 
                        ≤ sec2(𝛼)〈𝑓(ℛ𝐴)𝑥, 𝑥〉 
                        ≤ sec2(𝛼)𝑓(ℛ〈𝐴𝑥, 𝑥〉) 

 

 هایی که 𝑥 ای است. حال اگر از نامساوی فوق روینیز قطعه 𝑓(𝐴) ای باشد، آنگاه ماتریس قطعه 𝐴 از طرفی اگر 

∥ 𝑥 ∥=   باشد، ماکسیمم بگیریم، داریممی  1

 ∥ ℛ𝑓(𝐴) ∥∞= maxℛ〈𝑓(𝐴)𝑥, 𝑥〉 
                       ≤ sec2(𝛼)max𝑓(ℛ〈𝐴𝑥, 𝑥〉)                    (( 1.3بنا به نامساوی )) 

                       = sec2(𝛼)𝑓(max〈ℛ𝐴𝑥, 𝑥〉) 
                       = sec2(𝛼)𝑓(∥ ℛ𝐴 ∥∞). 

  و 

 ∥ ℛ𝑓(𝐴) ∥∞= maxℛ〈𝑓(𝐴)𝑥, 𝑥〉 
                       ≥ max𝑓(ℛ〈𝐴𝑥, 𝑥〉 ((                             1.3بنا به نامساوی ))       

                       = 𝑓(max〈ℛ𝐴𝑥, 𝑥〉) 
                       = 𝑓(∥ ℛ𝐴 ∥∞). 

  .شودبه این ترتیب حکم ثابت می 

𝐴 برای هر 𝜔(𝐴) شعاع عددی  ∈ 𝕄𝑛 د:شوبه صورت زیر تعریف می  

𝜔(𝐴) = sup{〈𝐴𝑥, 𝑥〉: 𝑥 ∈ ℂ𝑛, ∥ 𝑥 ∥= 1}. 
𝐴 اگر ∈ 𝒮0آنگاه ، 𝜔(𝐴) =∥ 𝐴   بنابراین.  ∥

𝜔(ℛ𝐴) =∥ ℛ𝐴 ∥.                                                          (2.4) 
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𝐴 اند که اگر[ نشان داده2بدرانی و همکارانش ]  ∈ 𝒮𝛼آنگاه ،  

cos(𝛼) ∥ 𝐴 ∥≤∥ ℛ𝐴 ∥= 𝜔(ℛ𝐴) ≤ 𝜔(𝐴) ≤∥ 𝐴 ∥,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2.5) 

  و 

𝜔(ℛ𝐴) ≤ 𝜔(𝐴) ≤ sec2(𝛼)𝜔(ℛ𝐴).                                      (2.6) 

  

 .کنیمای بیان و اثبات میهای قطعههای جدیدی را برای برد عددی ماتریسدر انتهای این بخش، نامساوی

𝑓 فرض کنیم   2.8قضیه   ∈ 𝑚  د ویک تابع حافظ گسترشی باش 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮𝛼 .در این صورت  

a) 𝜔(𝑓(𝐴)) ≤ sec3(𝛼)𝑓(𝜔(𝐴)), 

b) ⁡𝜔(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵)) ≤ sec3(𝛼)𝑓(𝜔(𝐴)∇𝜈𝜔(𝐵)), 
0که در آن   < 𝜈 < 1.  

 اثبات. 
a)  

 𝜔(𝑓(𝐴)) ≤∥ 𝑓(𝐴) ∥                                            ((    2.5)بنا به نامساوی )

                  ≤ sec(𝛼) ∥ ℛ𝑓(𝐴) ∥ (                                     1.4)بنا به لم      

                  ≤ sec3(𝛼)𝑓(∥ ℛ𝐴 ∥)) ∥ ((                      1.6)بنا به نامساوی )  

                  = sec3(𝛼)𝑓(𝜔(ℛ𝐴)) 
                  ≤ sec3(𝛼)𝑓(𝜔(𝐴)) ((                             . 2.6)بنا به نامساوی )  

b) بنا به قسمت  (𝑎)   

 

 𝜔(𝑓(𝐴)∇𝜈𝑓(𝐵)) = 𝜔((1 − 𝜈)𝑓(𝐴) + 𝜈𝑓(𝐵)) 
                               ≤ (1 − 𝜈)𝜔(𝑓(𝐴)) + 𝜈𝜔(𝑓(𝐵)) 
                               ≤ sec3(𝛼)((1 − 𝜈)𝑓(𝜔(𝐴)) + 𝜈𝑓(𝜔(𝐵))) 
                               = sec3(𝛼)𝑓(𝜔(𝐴)∇𝜈𝜔(𝐵)). 
 

 ها مثال.  3

مثال  میانگیندر  انتخاب  با  زیر  سایتهای  طریق  از  لازم  محاسبات  انجام  و  متفاوت   های 

https://www.wolframalpha.com/   و نرم افزار MATLAB   (،  2.3، نامساوی )2.2به ترتیب درستی نتیجه

 :کنیمرا مشاهده می 2.4و نتیجه  2.3قضیه 

 

𝐴  فرض کنیم    3.1مثال  = [
2.5 + 𝑖 −0.25 + 0.25𝑖
−0.5 − 0.5𝑖 2.5 + 𝑖

]  ،𝐵 = [
5 + 𝑖 1 + 𝑖
1 − 𝑖 4 + 𝑖

] ،

𝑓: (0,∞) → ℝ     و𝑓(𝑡) = √𝑡 .در این صورت  𝑓 ∈ 𝑚𝜋

6
 ،𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮𝜋

6
,𝑓(𝐴) و  𝑓(𝐵) ∈ 𝒮𝜋

6
واضح . 

  است که

[
1.8413 0.014 + .0258𝑖
0.014 − .0258𝑖 1.7521

] ≃ ℛ(𝑓(𝐴)! 𝑓(𝐵)) 

                                  ≤ sec4(
𝜋

6
)ℛ(𝑓(𝐴)♯𝑓(𝐵)) 

                                  ≃ 1.7778 [2.4920 0.22 − 0.2283𝑖
0.22 − 0.2283𝑖 2.2205

]. 

  
 



  13                                                                                                     یاقطعه  یهاسی ماتر یرو ی توابع حافظ گسترش

𝐴  فرض کنیم   3.2مثال  = [
5 −1 + 𝑖
−1 − 𝑖 3

]  ،𝐵 = [
7 2 − 𝑖
2 + 𝑖 2

]،            𝑓: (0,∞) →

(0, 𝑓(𝑡) و (∞ =
𝑡

1+𝑡
,𝐴 در این صورت.   𝐵 > 0  ،𝑓(𝐴), 𝑓(𝐵) > 𝑓 و 0 ∈ 𝑚    .م: همچنین داری 

 [
0.8177 0.0376 − 0.0088𝑖
0.0376 + 0.0088𝑖 0.6343

] ≃ 𝑓(𝐴)! 𝑓(𝐵) 

                                   ≤ 𝑓(𝐴)♯𝑓(𝐵) 

                                  ≃ [
0.8239 0.0338 − 0.0062𝑖
0.0338 + 0.0062𝑖 0.6436

]. 

  
 

𝐴 با فرض   3.3مثال  = [
2 + 𝑖 0
0 3 + 𝑖

]  ،𝐵 = [
3 + 𝑖 0
0 2 + 𝑖

𝑓(𝑡) و [ =
1+𝑡

2
𝑓 ؛ واضح است که ∈

𝑚𝜋

6
,𝐴  و   𝐵 ∈ 𝒮𝜋

6
ℛ(𝑓(𝐴)!𝜈 در جدول زیر، در حالت های مختلف.  𝑓(𝐵)) را با 

𝑠𝑒𝑐4(𝛼)ℛ(𝑓(𝐴∇𝐵)) ≃ [
3.112 0
0  :مقایسه کرده ایم  [3.112

   

𝜈 1
4
 

1
2
 

3
4
 

 ℛ(𝑓(𝐴)!𝜈 𝑓(𝐵))   [
1.602 0
0 1.849]   [

1.717 0
0 1.717]   [

1.849 0
0 1.602]  

 

𝐴 با فرض  3.4مثال  = [
1 0
0 2]  ،𝐵 = [

2 0
0 𝑓(𝑡) و [3 =

1+𝑡

2
𝑓 واضح است که  ∈ 𝑚 و ⁡𝐴, 𝐵 > 0 . 

,⁡𝐹𝜈(𝑓(𝐴)   در جدول زیر، در حالت های مختلف 𝑓(𝐵))   از 𝑓(𝐴∇𝐵) ≃ [
1.25 0
0  : کوچک تر است [1.75

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜈 1
4
 

1
2
 

3
4
 

 

 𝐹𝜈(𝑓(𝐴), 𝑓(𝐵))   

 

 [
1.231 0
0 1.737]   

 [
1.237 0
0 1.741]  

  

[
1.244 0
0 1.746]  
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