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Abstract 

Introduction: Beam-shaped structures, especially bending-mode 

actuators, are more common and have attracted more attention from 

researchers due to flexibility in design and ease of fabrication. 

Methods: In this study, the geometric nonlinear behavior of three-

dimensional functionally graded piezoelectric porous actuators subjected 

to electro-mechanical loads is investigated using the finite element 

method. Nonlinear von-Karman terms are included in the strain– 

displacement relation to capture the geometric nonlinear deformations. 
The governing equations and related boundary conditions were derived 

using the variational principle. The Newton-Raphson iteration procedure 

is adopted to solve nonlinear governing equations using a 10-node 

tetrahedral element via the robust open-source finite element FEniCS 

platform that exploits Python scripts. 

Findings: The effects of different power law and porosity indexes, length 

to thickness ratios, and magnitude of applied loads are investigated on 

the tip deflection of the functionally graded piezoelectric porous actuator. 

The sensitivity of different patterns of porosity distribution along the 

thickness direction is explored on the dimensionless tip deflection of the 

actuator.  

Conclusion: The uniform porosity distribution has the greatest effect on 

actuator deformation, whereas the central porosity distribution has the 

least effect. In addition, variation in the volume fraction index in the 

range 0–1 leads to the highest rate of change in actuator tip deflection. 

By comparing the results of the linear and nonlinear theories, It has been 

found that the linear theory overestimates the deformations in the case of 

strong electromechanical loading. The findings of this research can be 

used to design and manufacture porous piezoelectric actuators. 
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Extended Abstract 
Introduction 

Functionally graded piezoelectric materials 

(FGPMs) have received more attention 

recently. They were developed to control the 

level of stress concentrations and enhance the 

overall lifetime in sensing and actuating modes. 

In piezoelectric materials, macroscopic strains 

induce electric polarization (direct or sensor 

effects) or applied electric voltage generates 

macroscopic strains (inverse or actuator 

effects). This feature makes it an ideal 

candidate for a variety of applications ranging 

from sensors[1] and actuators[2] to energy 

harvesting[3] and mobile application[4]. Beam-

like structures are more common among them; 

and bending mode actuators are the most 

widely used because of their relatively easier 

fabrication and design flexibility [5]. 

The application of cantilever beam-shaped 

structures as bending-mode actuators is very 

common in the field of piezoelectricity. 

Piezoelectric materials convert mechanical 

energy into electricity and vice versa. This 

unique feature makes them an ideal choice for 

various applications such as 

microelectromechanical systems (MEMS), 

energy harvesters, and acoustic and pressure 

sensors. At higher loading conditions, the 

displacements are usually much larger than the 

thickness and the accuracy of the linear theories 

are not acceptable. Consequently, its vital to 

include the geometric nonlinear terms in the 

formulation.  

Recent advances in engineering models have 

led to the generation of more complex 

mathematical models with partial differential 

equations (PDEs). Therefore, automated 

solution methods have gained more popularity 

than traditional analytical methods. Various 

automated platforms such as FreeFem [19], 

Firedrake [20], and FEniCS [21] have been 

developed recently. The open-source FEniCS 

platform automates the solution of principle of 

variations problems based on partial differential 

equations (PDEs) through code development in 

Python or C++ platforms. 

Findings and Discussion 

In this study, the static nonlinear bending 

behavior of three-dimensional porous 

piezoelectric actuators is investigated. The 

governing equations are obtained using the 

variational principle method and are solved 

using finite element modeling in the FEniCS 

automated environment. The accuracy and 

convergency of the present formulation are 

compared with the existing results in the 

literatures. The effects of power exponents, 

porosity parameters, and length-to-thickness 

ratio under different loading values are 

investigated in this study. 

Conclusion 

The results show that the consideration of holes 

and porosity significantly affects the 

deformation of the porous actuator. The 

uniform porosity distribution has the greatest 

effect on actuator deformation, whereas the 

central porosity distribution has the least effect. 

In addition, variation in the volume fraction 

index in the range 0–1 leads to the highest rate 

of change in actuator tip deflection. By 

comparing the results of the linear and 

nonlinear theories, It has been found that the 

linear theory overestimates the deformations in 

the case of strong electromechanical loading.  

The findings of this research can be used to 

design and manufacture porous piezoelectric 

actuators. 
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 مقاله پژوهشی
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 *2 منصور علیزاده،  0محمد غلامی 

 رانیدانشگاه علم و صنعت، تهران، ا ک،یمکان یدانشکده مهندسدانشجوی دکتری رشته مهندسی مکانیک،  .1

  رانیدانشگاه علم و صنعت، تهران، ا ک،یمکان یدانشکده مهندساستادیار،  .2

 
 

 91/91/9091 تاریخ دریافت:
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 14/11/9091 تاریخ پذیرش:

 چکیده

 سهولت ساخت و انعطاف لیبه دل یبا مود خمش یخصوصاً عملگرها ریبه شکل ت یسازه ها :مقدمه

 ی داشته و بیشتر مورد توجه محققین قرارگرفته است.تر  جیکاربردها را رینسبت به سا یدر طراح

 یبعدهدفمند سه کیزوالکتریمتخلخل پ یهاعملگر یهندس یخط ریمطالعه، رفتار غ نیدر ا :روش

در  یراکارمن ب -فون  یخط ریغ یاست. ترم هاقرار گرفته یمورد بررس یکیالکترومکان یتحت بارها
ات اند.. معادلکرنش لحاظ شده -ییدر رابطه جابجا یهندس یخط ریغ یهاشکل ریینظر گرفتن تغ
اند.  به منظور حل به دست آمده راتییغمربوطه با استفاده از اصل حساب ت یمرز طیحاکم و شرا

و از  یده گره ا یالمان چهاروجه کیرافسون و  - وتنین یاز روش تکرار ،یخط ریمعادلات حاکمه غ

 است.استفاده شده  FEniCS کسیدر پلتفرم المان محدود منبع باز فن تونیپا یسیکد نو طیمح قیطر

 یالاعم یطول به ضخامت و اندازه بارها تخلخل ، نسبت ،یمختلف توان یهااثرات شاخص :هایافته

 تیاساست. حسقرار گرفته یهدفمند مورد بررس کیزوالکتریفرم نوک عملگر متخلخل پ رییبر تغ
 یفرم بدون بعد نوک عملگر بررس رییضخامت بر تغ یع تخلخل در راستایمختلف توز یالگوها
 است.شده

  :گیرینتیجه

علاوه، . بهردیپذیرا م ریتأث نیترکم یتخلخل مرکز عیو توز ریتأث نیترشیب کنواختیتخلخل  عیتوز

نوک عملگر را  ییدر جابجا ریینرخ تغ نیترشیب 1تا  0در محدوده   یدر شاخص کسر حجم راتییتغ
ها را در رمف رییتغدر مقایسه با تئوری غیر خطی،  یخط یمشخص شد که تئور جینتابا مقایسه دارد. 
 مطالعه نیا یهاافتهی .کندیم ینیبشیپ یاز مقدار واقع شیب یقو یکیالکترومکان یبارگذار ریمقاد
 .دریهدفمند مورداستفاده قرار گ کیزوالکتریپ لخلمتخ یهاو ساخت عملگر یدر طراح تواندیم
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  هدفمند کیالکتر زویپ یهاینوک عملگرها یخط ریفرم غ رییاثر تخلخل بر تغ
 

 مجله مواد نوین. 1413؛ 16 )65(: 33-47 36

 مقدمه
شوند،  یچند ماده ساخته م ایدو  بیکه از ترک (FGMمواد هدفمند )

رابر مقاومت در ب ،یریپذنسبت استحکام به وزن بالا، انعطاف لیبه دل
مختلف از جمله  عیرا در صنا یمهم گاهیبه سرعت جا ،یخوردگ

( و Voids) یخال فضاهای. آوردند دست به …هوافضا و  ،یخودروساز
را در ساخت مواد  یادیز یو چالش ها هایگرانغالباً نتخلخل ها، 
به طور  توانندیها مکنند. وجود منافذ و حفره یم جادیهدفمند ا

 یبررس ن،یبگذارد. بنابرا ریو عملکرد تاث یکیبر رفتار مکان یتوجهقابل
 یسازنهیبه یبرا یاتیمساله ح کینوع مواد  نیتخلخل در ا ییو شناسا

 لیدر تحل شگامانیاز پ (0) ویها است. باآن ییو کارا یطراح
 یرا برا یبعدمدل سه کی( بوده و Poroelasticity) تهیسیروالاستوپ

 است. متعاقبا، مطالعاتتوسعه داده کیالاست یانتشار موج در ساختارها
است دهمختلف انجام ش یدر کاربردها تهیسیاثر پروالاست یبر رو یمختلف

 یبرا ییمرتبه بالا یشکل برش رییه تغینظر (5) میو ک نحیتر (.2-4)
 ینکم عمق منح یهاو آزاد پوسته یکیارتعاش استات لیو تحل هیتجز

 و کنواختیدوگانه متخلخل ساخته شده از مواد هدفمند را تحت فشار 

متخلخل  یرهایکروتیم (5)کردند. وانگ و همکاران  شنهادی، پ ینوسیس
 یدکردند.  مطالعات متعد یرسنش برکر انیگراد هیرا با استفاده از نظر

گاه  هیتخلخل مواد هدفمند با در نظر گرفتن تک لیو تحل هیتجز یبرا
 سمی، مکان(0) کیالکتروالاست یسی، رفتار مغناط(6و7) کیالاست یها

انجام  (02) یهندس  یو نقص ها (00) یری، نفوذپذ(01)شکست 
وانگ و همکاران رفتار غیر خطی عملگرهای سرامیکی  شده است.

پیزوالکتریک را تحت اثر میدان های قوی الکتریکی بررسی 
 .(03)کردند

مود  یبه عنوان عملگرها رداریکسرگی ریبه شکل ت  یهاکاربرد سازه
 کیزوالکتریاست.  مواد پ جیرا اریبس کیزوالکتریدر حوزه پ یخمش
 یژگیو نی. اندکنیم لیو بالعکس تبد تهیسیرا به الکتر یکیمکان یانرژ

 یهاستمیمختلف مانند س یکاربردها یها را برامنحصر به فرد آن
و  ،یانرژ ی، برداشت کننده ها(MEMS) یکیکروالکترومکانیم

 یرهایت یکیمکان لی. تحلسازدیم آلدهیو فشار ا کیآگوست یسنسورها
( توسط nonlocal) یرمحلیغ یبراساس تئور کیزوالکتریپ یچیساندو

حل راه کی (05) یو روه ریانجام شد. نوز (04)رضازاده و همکاران 
با  یاانهاستو یهاپانل یبعدسه کیالاست لیتحل یبرا یلیتحل مهین

مدل  کی (05)توسعه دادند. ژانگ و همکاران  کیزوالکتریپ یهاهیلا
ند. در ارائه داد یاهیلا کیزوالکتریپ ریت کرویم کی یبرا یکینامید

تر از رگبز اریمعمولاً بس هاییبزرگتر، جابجا ریبا مقاد یبارگذار طیشرا
در  جه،ی. در نتستین قیدق یطخ یها یتئور جیضخامت هستند و نتا
وثر م تواندیم ونیدر فرمولاس یهندس یخط ریغ ینظر گرفتن ترم ها

 یرزم طیهمگن با شرا ریغ یرهایشکل بزرگ ت رییباشد. رفتار تغ

مورد مطالعه قرار گرفت. فوترس  (07)چندگانه توسط داردل و همکاران 
با دامنه  تارتعاشا لیرا تحل یخط ریاثر هندسه غ (06)و همکاران 

 کردند. یاز جنس مواد هدفمند بررس یرویبزرگ صفحات دا

 یهامدل دیمنجر به تول یمهندس یهادر مدل ریاخ یهاشرفتیپ
است. شده  (PDEsئی )جز لیفرانسیبا معادلات د تردهیچیپ یاضیر

 یسنت و یلیتحل یهانسبت به روش کیحل اتومات یروش ها ن،یبنابرا
مانند  یتلفمخ کیاتومات یاند. پلتفرم هاکسب کرده یشتریب تیمحبوب

 (21)  (Firedrake) دراک ری، فا(00) (FreeFem) ام یاف ا یفر
. پلتفرم منبع باز اندافتهیتوسعه  راًیاخ (20)(FEniCS) کسیو فن
ات بر معادل یکه مبتن راتییحل مسائل اصل حساب تغراه کسیفن
 طیتوسعه کد در مح قیباشند را از طر یم( PDEsی )جزئ لیفرانسید

 (22)ان و همکار گزی. رودرکندیم کیپلاس پلاس، اتومات یس ای تونیپا
 طیمح کینمکا یهایسازهیشب یرا برا کسیبر فن یمبتن یدیجد جیپک
معکوس و  لیو تحل هیتجز یبرا نهیبه ندیفرآ کیتوسعه دادند.  وستهیپ
زاده و  یتوسط شکرچ کسیها بر بستر فن الیپارامتر متامتر نییتع

 یبرا کسیفن رماز پلتف (24) زیارائه شد. فونپنگ و با (23) یبرسان
مسائل  لیبه منظور تحل یبیالمان محدود ترک یبندفرمول کیتوسعه 

  .کرنش استفاده کردند انیگراد تهیسیالاست

خل متخل یهاعملگر کیاستات یخمش یخط ریمطالعه، رفتار غ نیا در
ادلات است. معقرار گرفته یهدفمند مورد بررس یبعدسه کیزوالکتریپ

است و با به دست آمده  راتییحاکمه با استفاده از روش حساب تغ
 حل کسیفن کیاتومات طیود در محالمان محد یسازاستفاده از مدل

اجع موجود در مر جیحاضر با نتا ونیفرمولاس ییگرااست. دقت و همشده 
ل تخلخ یپارامترها ،ییتوان نما یهاشده است. اثرات شاخص سهیمقا

طالعه م نیدر ا یمختلف بارگذار ریو نسبت طول به ضخامت تحت مقاد
 است.قرار گرفته یمورد بررس

 

 بندی ریاضی عملگر متخلخل پیزوالکتریک فرمول. ۲

 پیکربندی هندسی و خواص مواد  ۲.۲
ارای دعملگر متخلخل پیزوالکتریک هدفمند یکسرگیردار تحت مطالعه 

به  hو ضخامت  b، عرض Lسطح مقطع مستطیلی یکنواخت با طول 
در نظر گرفته شده است. عملگر تحت  zو  x ،yهای ترتیب در جهت

 (. 0بارگذاری الکترومکانیکی در سطح بالایی قرار دارد )شکل 
ک قانون توانی کلاسیتغییرات خواص مواد در راستای ضخامت بر اساس 

(Classical rule of mixture به صورت زیر در نظر گرفته شده )
 است.
 
(0) ( ) ( ) [1- ( )]- ( )( / 2)eff t t b t t b pP z PV z P V z P P m V   

 

و  tPخواص موثر عملگر پیزوالکتریک هدفمند می باشد.  effPکه 

bP  .به ترتیب خواص سطح بالایی و پایینی عملگر می باشندm 

 الگوی توزیع تخلخل است. pVو  )>1m0 >(شاخص تخلخل 

 

 
 



 غلامی و علیزاده
 

 33-74(: 65) 61؛ 3141. مجله مواد نوین 73

 

هندسه، سیستم مختصات و پروفایل های -1شکل 

 FGPMبارگذاری یک عملگر 

در مطالعه حاضرر، سرره نوع توزیع تخلخل به صرورت زیر در راسررتای 
 (:2ضخامت در نظر گرفته شده است )شکل 

 نوع یک: توزیع تخلخل یکنواخت: 

1PV   (2)  

نوع دو: چگالی بالای تخلخل در سطح بالایی و چگالی پایین تخلخل 
 در سطح پایینی:

1-P

z
V

h
  

(3)  

 : توزیع تخلخل مرکزی:هنوع س

2 -
2

1-P

h
z

V
h

  

(4)  

کسر حجمی ماده پیزوالکتریک هدفمند است و می توان آن  tVکه 
 را به شکل زیر بیان کرد:

( ) ( )n

t

z
V z

h
  

(5)  

اسرت. سطو  بالایی و پایینی عملگر  zدر جهت  توانیشراخص  nکه 
همگن سررراخته  PZT-5Hو  PZT-4 هردفمنرد به ترتیب از مواد 

 اند. شده

 

سه نوع توزیع تخلخل در امتداد ضخامت:  -2شکل 

 : (۲نوع توزیع تخلخل یکنواخت )الف(

 یو چگال ییتخلخل در سطح بالا یبالا یچگال ب(

 :(۲نوع ی )نییتخلخل در سطح پا نییپا

  (7نوع ) مرکزیتوزیع تخلخل ج( 

 فرمولاسیون مسئله 2.2

بنردی خمشررری غیر خطی عملگر پیزوالکتریک در این بخش، فرمول
است. غیر خطی بودن هندسی با در نظر گرفتن متخلخل استخراج شده

کرنش در نظر  -ترم هرای غیر خطی فون کرارمن در روابط جابجایی
ه بعدی عملگر پیزوالکتریک بگرفته شرده است. معادلات ساختاری سه

 شر  زیر خواهد بود: 

-ij ijkl kl ijk k

i ikl kl ik k

c e E

D e E

 

 



 
 

(5) 

iو  ij  ،kjکه  j k lc کیرشهف دوم-به ترتیب تانسور تنش پیولا ،

 لاگرانژ و ثابت مواد الاستیک می باشد. -تانسور کرنش گرین

iD   ،بردار جررابجرایی الکتریکیkE  ،ikle وik   بره ترتیرب بردار
میدان الکتریکی، پیزوالکتریک و تانسور ثابت های مادی دی الکتریک 

 Voigt( با استفاده از بیان ویت )6می باشند. روابط ساختاری معادله )

notation:می تواند به شکل زیر بیان گردد ) 
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(7)  
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(6)  

لاگرانژ و میدان الکتریکی می تواند به شکل زیر بیان  -و کرنش گرین
 گردد:

, , , ,

1
( )

2
ij i j j i k i k ju u u u     

(0)  

 

,-i iE   (01)  

i,پتانسرریل الکتریکی اسررت. فرم فشرررده  i,که  ju  بیانگر مشررتق

 می باشد. jxنسبت به جهت  iuمکانی 

 اصل حساب تغییرات. 3

انرژی کرنش در یرک مراده الراسرررتیرک خطی و شرررامل ترم های 
 تواند به صورت زیر بیان شود: پیزوالکتریک، می

1 1
( , ) - -

2 2
ijkl ij kl kji i kl ij i jU E c e E E E      

(00)  

  سطح  و  اصل کار مجازی را برای ماده پیزوالکتریک به حجم 
 می توانن به صورت زیر نوشته شود: 

- 0
ext

U W    (02)  

شررررده در مرراده انرژی کرنش ذخیره Uعمرلگر تغییرات، کرره 

کار انجام شرده توسرط نیروهای خارجی است.  extWپیزوالکتریک و 

در  extWو کرار نیروهای خارجی   δUتغییرات انرژی پترانسررریرل 
 ( به صورت زیر خواهد بود:21معادله )

( - )ij ij i iU D E d   


   (03)  

 

( ) ( ) ( )ext b i i i i eW f u d t u d q d   
  

     

 

(04

) 

به ترتیب بیانگر نیروی حجمی، بردار تنش سطحی  eqو  bif  ،itکه 
( و 21و شررارژ الکتریکی سررطحی می باشررد. با جایگذاری معادلات )

(، استفاده از تکنیک انتگرال جزء به جزء و تئوری 21( در معادله )21)
، به صررورت زیر  F( ، Weak formدیورژانس، فرم ضررعیف شررده )

 بدست خواهد آمد:
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(05)  

برا جمع آوری ضررررایرب ترم های 
iδu  وδφ معادلات حاکمه به ،

 شکل زیر نتیجه خواهد شد:

, , ,
0ij j mj i m bij

u f       (05)  

 و شرایط مرزی مربوطه به صورت زیر خواهد بود:

,0 - 0

0 - 0

i j ij j mj i m i

i i e

u or n n u t

or n D q

  



  

 
 

(07)  

  روش حل. ۴

(، تکنیک 21برای حرل معرادلات غیر خطی بدسرررت آمده در رابطه )
ون رافسرر -خطی سررازی مورد نیاز اسررت. بدین منظور الگوریتم نیوتن

این مورد اسرتفاده قرار گرفته است.  iuبرای تغییرات کوچک در مقدار 
 روش به شرکل زیر سریستم معادلات را برای تغییرات جزئی در تکرار

k+1  (11)ام خطی سازی می کند: 

1k k

i iu u u    (06)  

بنابراین، ام اسررت.  1k+ام تا  k از مرحله   iuتغییرات جزئی  uکه 
 تواند به صورت زیر بیان شود: رابطه بین مرحله فعلی و قبلی می

1( , ) ( , )k k

i i i i i iF u u F u u J u      (00)  

نسبت به مقادیر  Fمشرتق  iJ( و 21فرم ضرعیف شرده رابطه ) Fکه 
در نتیجه معادلات خطی به صررورت زیر بدسرررت اسرررت.  iuمجهول 

 خواهند آمد:

( , ) 0k

i i i iF u u J u     (21)  

 که اثر تغییر جزئی  (directional derivativeمشتق جهتی )
 :(16)را تقریب می زند، می توان به صورت زیر بیان کرد

0

( , )i i i i i

d
J u F u u u

d 

 
 

     
(20)  

( پژوهش حرراضرررر در محیط پررایتون کررد Iterativeروش تکراری )
برای حل معادلات غیر ( 12)و پلتفرم  منبع باز فنیکس  نویسرری شررده

جهت  (12)است. المان لاگرانژی ترکیبی استاندارد خطی استفاده شده
گره  چهارگره مرتبه دو و  دهحل مسراله انتخاب شده است، که شامل 

درجه آزادی برای تقریب میدان  ۲۴خطی اسرررت و در مجموع دارای 
 (. 1های جابجایی و الکتریکی است)شکل 

 

المان سه بعدی برای میدان های جابجایی و  -1شکل 

(91)الکتریکی   

  عددینتایج و بحث . ۵

در این بخش، تغییر شرررکل عملگر متخلخل هدفمند با نسررربت های 
و تخلخل  n، شرراخص قانون توانی  L / hطول به ضررخامت متفاوت 

m تغییرات اند. تحت بارهای الکترومکانیکی مورد بررسرری قرار گرفته
شاخص های توانی و  در راسرتای ضرخامت برای 11cثابت الاسرتیک 

ترسیم و با عملگر بدون تخلخل  ۵و  ۲های مختلف در شکل تخلخل

(n=1) ها بر اساس الگوهای مختلف تویع وجود حفرهاند. مقایسه شده
توجهی در منجر به کاهش قابل،  mتخلخرل و پرارامتر های تخلخل 

نشان داده  1این پدیده همانگونه که در شکل شود. سرفتی عملگر می
 ضخامت شده است، با افزایش شاخص کسر حجمی تشدید می گردد.

اسررت. عملگر در یک میلی متر در نظر گرفته شررده ۱و عرض عملگر 
سمت به صورت گیردار و در سمت دیگر آزاد در نظر گرفته شده است. 

 است. لیست شده ۱خواص مادی عملگر متخلخل هدفمند در جدول 
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در راستای  11cتغییرات ثابت الاستیک  -0شکل 

ضخامت بدون بعد برای الگوهای مختلف تخلخل 
(m=0.1) 

 

 

در راستای  11cتغییرات ثابت الاستیک  -5 شکل

ضخامت بدون بعد برای الگوهای مختلف تخلخل 
(m=0.2) 

  PZT-5H  (33)و  PZT-4خواص مادی -1جدول 

PZT-5H PZT-4 ثابت های مادی 

12/212  211 
11c  (GPa) 

12/22  22/2  12c (GPa) 

12/212  211 
22c (GPa) 

62/21  1/21  13c (GPa) 

62/21  1/21  23c (GPa) 

11/222  221 
33c (GPa) 

11/11  6/11  44c (GPa) 

11/11  6/11  55c (GPa) 

12/11  6/12  66c (GPa) 

21/22  2/21  15e (cm-2) 

21/22  2/21  24e (cm-2) 

61/6-  1/1-  31e (cm-2) 

61/6-  1/1-  32e (cm-2) 

11/11  2/21  33e (cm-2) 

222/1  126/2  11  (10-8 Fm-1) 

222/1  126/2  22 (10-8 Fm-1) 

222/1  212/2  33 (10-8 Fm-1) 

 

تغییر فرم نوک عملگر متخلخل با اسرررتفاده از مقدار جابجایی کل در 
به ترتیب   3uو  1u ،2u که در آن  شررده اسررت،سرره بعد محاسرربه 

باشرررند. ماکزیمم مقادیر می zو  x ،yجرابجرایی در امتداد محورهای 
اسررت. میدان تغییر فرم در هر جهت در نتایج ادامه گزارش ارائه شررده

پتانسریل الکتریکی به صرورت خطی در راسرتای ضخامت تقریب زده 
، w/h ،Tip/h  ،u/Lهای بدون بعد به صورت شرده است و جابجایی

v/L ،w/L  ور منظبه  این تحقیق مورد اسرتفاده قرار گرفته است.و در
گرایی روش حل حاضررر، نتایج خطی بدسررت آمده بررسرری دقت و هم

مقایسه همخوانی  (12)برای عملگرهای غیر متخلخل با نتایج مرجع 
گرایی نتایج با ریز کردن مش بندی ارزیابی و خوبی مشراهده شد. هم

عملگر تحت بارگذاری یکنواخت اسررت. داده شرردهنشرران ۴در جدول 
ولت در سرررطح  20V=و ولتاژ الکتریکی  kN/mt 10=2مکانیکی 

اثر تغییرات شاخص کسر حجمی بر تغییر فرم  بالایی قرار گرفته است.
با الگوی تخلخل  هدفمند نوک عملگر (Tip/Lمراکزیمم بدون بعد )

 2و  ۶مقادیر بار مختلف در شرررکل های برای  (m=0.1)نوع یرک 
های الکترومکانیکی قرار است. عملگر متخلخل در معرض باررسم شده

گرفته اسررت. با افزایش اندازه بار اعمالی، تاثیر ترم های غیر خطی بر 
توجه است و تفاوت بین تئوری های خطی و غیر پاسرخ خمشری قابل

 پوشی نیست. چشمخطی قابل

جابجایی عرضی غیر خطی بدون بعد  -9جدول 

(w/t) ( عملگر هدفمند متخلخلn=0.2) 

(L/h)تعداد نسبت طول به ضخامت 

 المان ها
25 05 5 4 

557 455/65  2501/2  51122/1  051 

550 505/65  2520/2  40517/1  432 

550 706/65  2515/2  40323/1  605 

553 051/65  2514/2  40243/1  0511 

554 171/65  2516/2  40214/1  2502 

556 455/65  2510/2  40200/1  5661 

502 663/60  3745/2  40604/1 (30) مرجع   
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بر ماکزیمم  nاثر تغییرات شاخص توانی  -6شکل 

)kN/mt 10=2 ,جابجایی بی بعد نوک عملگر متخلخل 

V=2 kVolt) 

 

 

بر ماکزیمم  nاثر تغییرات شاخص توانی  -7شکل 

 جابجایی بی بعد نوک عملگر متخلخل
=3 kVolt)V,  2=30 kN/mt( 

 
 

را برای تئوری های خطی  mاثرات پارامتر تخلخل  1و  2شکل های 
و غیر خطی نشررران می دهند. افزایش پارامتر تخلخل، منجر به تغییر 
شکل های بیشتر در هر دو تئوری خطی و غیر خطی می شود. تئوری 

نشرران داده شررده اسررت، میزان تغییر  1خطی همانگونه که در شررکل 
شرررکرل هرای بزرگتری را در برارگذاری الکترومکانیکی هنگامی که 

 ری افزایش می یابد، پیش بینی می کند. بارگذا
پاسررخ غیر خطی عملگر متخلخل تحت بارهای مکانیکی، الکتریکی و 

تغییر شکل غیر است. گزارش شرده 1تا  1الکترومکانیکی در جداول  
خطی بدون بعد نوک عملگر متخلخل و مولفه های جابجایی در جهات 

x ،y  وz های کسررر حجمی برای سرره نوع الگوی تخلخل و شرراخص
عد های بدون باند و مشخص شد که تغییر شکلمختلف مقایسره شده

 یابد. در همه جهات با افزایش شاخص کسر حجمی افزایش می
 

 

بر روی جابجایی  mاثرات شاخص تخلخل -8شکل 

 نوک عملگر پیزوالکتریک هدفمند (w/L)بدون بعد 
 =2 kVolt)V, 2=10 kN/mt( 

 

 

بر روی جابجایی  mاثرات شاخص تخلخل  -1شکل 

 نوک عملگر پیزوالکتریک هدفمند (w/L)بدون بعد 
 =3 kVolt)V, 2=30 kN/mt( 

، نقش اصلی w/Lدر حضور بارگذاری مکانیکی، خیز عرضی بدون بعد 
کنرد، در حرالی کره در را در خیز کلی نوک عملگر متخلخرل ایفرا می

، نقش اصلی u/Lای بدون بعد بارگذاری الکتریکی، خیز درون صرفحه
نظر ریراضررری بره تفاوت در مولفه های را دارد. این پردیرده از نقطره

شررود. در مورد توزیع تخلخل مربوط می ijkeکوپلینگ پیزوالکتریک 

های کمتری در مقایسه با انواع تخلخل ، تغییر شکلنوع سه(مرکزی )
اً سررفتی نسرربت شررود که مربوط به مولفه های ثابتدیگر مشرراهده می

 .دباشمرکزی عملگر متخلخل میتر، به ویژه در اطراف نقاط کوچک
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. مقایسه جابجایی غیر خطی بدون بعد عملگر هدفمند متخلخل )نوع یک( برای انواع شاخص های توانی مختلف 3جدول 
(m=0.2) (L/h=6) 

Tip def./L w/L v/L u/L n بار الکترومکانیکی 

16737/1  16506/1  11024/1  10104/1  1 t=20000 kN/m2 

V=30 kVolt 10175/1  10133/1  11033/1  10160/1  2/1  

10671/1  10605/1  11052/1  10010/1  0 

01772/1  01711/1  11075/1  10275/1  5 

16525/1  16500/1  11104/1  10326/1  1 t=20000 kN/m2 

V=0 10104/1  16000/1  11031/1  10400/1  2/1  

10623/1  10617/1  11022/1  10505/1  0 

01431/1  01405/1  11026/1  10506/1  5 

11335/1  11156/1  11131/1  11327/1  1 t=0 

V=30 kVolt 11404/1  11271/1  11137/1  11402/1  2/1  

11504/1  11410/1  11152/1  11556/1  0 

11613/1  11207/1  11157/1  11744/1  5 

 

مقایسه جابجایی غیر خطی بدون بعد عملگر هدفمند متخلخل )نوع دو( برای انواع شاخص های توانی مختلف  -4جدول 
(m=0.2) (L/h=6) 

Tip def./L w/L v/L u/L n بار الکترومکانیکی 

16246/1  16210/1  11002/1  11000/1  1 t=20000 kN/m2 

V=30 kVolt 
16552/1  16516/1  11021/1  11060/1  2/1  

10324/1  10257/1  11037/1  10035/1  0 

01053/1  01170/1  11055/1  10303/1  5 

17740/1  17530/1  11165/1  11542/1  1 t=20000 kN/m2 

V=0 16070/1  16053/1  11105/1  11702/1  2/1  

16670/1  16650/1  11002/1  10321/1  0 

10352/1  10333/1  11007/1  10424/1  5 

11532/1  11350/1  11135/1  11300/1  1 t=0 

V=30 kVolt 
11470/1  11207/1  11140/1  11425/1  2/1  

11500/1  11201/1  11155/1  11550/1  0 

11003/1  11470/1  11175/1  11775/1  5 
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مقایسه جابجایی غیر خطی بدون بعد عملگر هدفمند متخلخل )نوع سه( برای انواع شاخص های توانی مختلف -5جدول 
(m=0.2) (L/h=6) 

Tip def./L w/L v/L u/L n بار الکترومکانیکی 

17513/1  17550/1  10101/1  11636/1  1 t=20000 kN/m2 

V=30 kVolt 17653/1  17604/1  11005/1  11606/1  2/1  

16445/1  16363/1  11032/1  10136/1  0 

10001/1  10126/1  11052/1  10206/1  5 

17305/1  17370/1  11160/1  10013/1  1 t=20000 kN/m2 

V=0 17751/1  17734/1  11166/1  10056/1  2/1  

16332/1  16305/1  11010/1  10252/1  0 

16755/1  16740/1  11015/1  10346/1  5 

11347/1  11016/1  11133/1  11335/1  1 t=0 

V=30 kVolt 11451/1  11005/1  11136/1  11415/1  2/1  

11533/1  11226/1  11140/1  11546/1  0 

11751/1  11241/1  11150/1  11721/1  5 

بر تغییر فرم  mو پارامتر تخلخل  nتاثیر تغییرات شرراخص های توانی 
لیست  ۶غیر خطی بدون بعد نوک عملگرهای پیزوالکتریک در جدول 

و  kN/mt 25000=2است. عملگر تحت بار مکانیکی یکنواخت شده
ها ها و تخلخلقرار دارد. تاثیر حفرهولت  V=200پتانسرریل الکتریکی 

توجه است و برای همه الگوهای تخلخل، بر پاسخ خمشی عملگر قابل
بیشررتر عملگر با افزایش شرراخص های کسررر حجمی و   تغییر شررکل

های شرررود. این روند به دلیل تغییرات در ثابتتخلخل مشررراهده می
ها اسررت. حسرراسرریت تغییرات  سررفتی عملگر و متاثر از وجود حفره

شرراخص کسررر حجمی در محاسرربه جابجایی بدون بعد نوک عملگر 
برای سه گردد، ایجاد می  nمتخلخل که بر اثر تغییرات شاخص توانی 

 است. ترسیم شده 21تا  22نوع تخلخل در شکل های 

 بار ورتص به عملگر، بالایی سطح به اعمالی الکترومکانیکی بارگذاری
 ولت V=20 الکتریکی بار و t=10 kN/m2 یکنواخت مکانیکی

شررده اسررت. با افزایش شرراخص توانی، خواص مادی از  گرفته نظر در
PZT-4  بره PZT-5H  متمرایل می گردد و مقادیر بزرگتری برای

. در همه موارد، نرخ تغییرات جابجایی های بدون بعد مشاهده می شود
است. شراخص کسر حجمی برجسته تر  2تا  2جابجایی در محدوده 

 یک(، نوع تغییر شرررکرل بردون بعرد در توزیع تخلخرل یکنواخرت )
 لخل متحمل می شود، در حالیترین تاثیر را از تغییر شاخص تخبیش

کم ترین تاثیر را می پذیرد. در  نوع سررره(که توزیع تخلخل مرکزی )
های کسررر های بدون بعد عملگر در شرراخصهمه موارد، تغییر شررکل

بالاتر به مقادیر حدی میل می کندحجمی 

 (L/h=10) اثر تغییرات شاخص تخلخل بر روی جابجایی غیر خطی بدون بعد نوک عملگر پیزوالکتریک هدفمند -6جدول 

n 
m 

توزیع 
 1 2/1 5/1 0 2 3 5 01 تخلخل

غیر  1 35607/1 37074/1 36356/1 30342/1 41014/1 41474/1 41051/1 40544/1
 متخلخل

45477/1 44544/1 44175/1 43535/1 42725/1 40574/1 41075/1 36505/1 
0/1 

 نوع یک

 نوع دو 37006/1 36701/1 41146/1 40043/1 40067/1 42363/1 42662/1 43517/1

 نوع  سه 35406/1 37015/1 30047/1 41052/1 41057/1 40342/1 40636/1 42552/1

51010/1 40000/1 46425/1 47660/1 45756/1 45357/1 43575/1 40700/1 
2/1 

 یکنوع 

 نوع دو 36744/1 41444/1 40053/1 43205/1 44072/1 44514/1 45033/1 45605/1

 نوع  سه 37215/1 36550/1 30050/1 40100/1 40651/1 42253/1 42771/1 43535/1

71716/1 56537/1 57253/1 55000/1 54124/1 50456/1 56555/1 55110/1 
5/1 

 نوع یک

 نوع دو 44621/1 47475/1 40075/1 52172/1 53551/1 54015/1 54560/1 55457/1
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 نوع  سه 30521/1 40074/1 42543/1 43652/1 44625/1 45201/1 45665/1 45753/1

 

اثر تغییر شاخص های کسر حجمی و  -99شکل 

تخلخل بر روی جابجایی بدون بعد نوک عملگر 

 متخلخل )نوع یک( 

 

 

تغییر شاخص های کسر حجمی و اثر  -99شکل 

تخلخل بر روی جابجایی بدون بعد نوک عملگر 

 متخلخل )نوع دو(

 

اثر تغییر شاخص های کسر حجمی و تخلخل بر  -99شکل 

 روی جابجایی بدون بعد نوک عملگر متخلخل )نوع سه(

  گیرینتیجه

در این مطالعه، تحلیل جابجایی غیر خطی نوک عملگر پیزوالکتریک 
بعدی ساخته شده از مواد هدفمند تحت بارگذاری متخلخل سه

است. خواص مادی عملگر  الکترومکانیکی مورد بررسی قرار گرفته
براساس قانون توانی در راستای ضخامت و بر حسب کسر حجمی 

-ترم های غیرخطی فون ست. امواد تشکیل دهنده، تقریب زده شده
کارمن در میدان کرنش در نظر گرفته شده است.  از اصل حساب 
تغییرات برای استخراج معادلات حاکمه غیر خطی و شرایط مرزی 

معادلات غیر خطی بدست آمده با استفاده مربوطه استفاده شده است. 
 و از پلتفرم جدید فنیکس رافسون خطی سازی شده -از روش نیوتن 

 جهت حل عددی معادلات استفاده شده است. 

اثر پارامترهای شاخص توانی و تخلخل، نسبت طول به ضخامت و 
ست. ا قرارگرفتهی و مقایسه بررس موردالگوهای توزیع تخلخل مختلف 

ی حاضر به کمک نتایج موجود در مراجع بندفرمولگرایی دقت و هم
ی ی با خطرخطیغی هایتئورمقایسه شده است. نتایج فرمولاسیون 

در  را هافرمو مشخص شد که تئوری خطی تغییر  شده استمقایسه 
ی نیبشیپمقادیر بارگذاری الکترومکانیکی قوی بیش از مقدار واقعی 

ها دهد که در نظر گرفتن حفره. خروجی مطالعه حاضر نشان میکندیم
غییر توجهی بر تقابل طوربههای موجود در فرمولاسیون مسئله، و تخلخل

گذارد و توزیع تخلخل یکنواخت می ریتأثشکل عملگر متخلخل 
. ردیپذیمرا  ریتأثترین و توزیع تخلخل مرکزی کم  ریتأثترین بیش
ترین بیش 2تا  2، تغییرات در شاخص کسر حجمی در محدوده  علاوهبه

کی کانینرخ تغییر در جابجایی نوک عملگر را دارد. بارگذاری مجزای م
رضی ع مؤلفهو الکتریکی نشان داد که در مورد بارگذاری مکانیکی، 
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برای بارگذاری الکتریکی،  کهیدرحالنقش اصلی را دارد،  ، wجابجایی 
های را دارد. یافته ریتأث نیترشیب، uای جابجایی درون صفحه مؤلفه

های متخلخل تواند در طراحی و ساخت عملگراین تحقیق می
 قرار گیرد.  مورداستفادهیک هدفمند پیزوالکتر

 تضاد منافع 

 کنند که هیچ تضاد منافعی ندارند. نویسندگان اعلام می
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