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Extended Abstract  
 

Introduction 
Optimal control of customer dynamics is a key tool in marketing for analyzing customer 

behavior and developing personalized strategies to maintain and increase customer 

engagement over time (Castillo et al., 2021). Companies spend a significant portion of their 

revenue (10 to 20 percent) on marketing, and optimizing these resources is of great 

importance (Rosa et al., 2018). One of the main challenges in this area is customer churn, 

which incurs high costs for reacquisition (Ortakci & Seker, 2024). Although decision-

making in marketing resource allocation is complex, it has historically been carried out 

using simple rules (Gupta & Steenburgh, 2008).Referral programs, unlike word-of-mouth 

advertising, allow marketers to control the content of the message (Berman, 2016), but 

research on resource allocation to these programs is still limited (Rosa et al., 2018). In the 

past, the primary goal of models was profit maximization (Shawky et al., 2020), but newer 

models focus on customer value maximization (Foroudi et al., 2018).The use of artificial 

intelligence in marketing, forecasting, sales, and performance management is rapidly 

increasing, providing organizations with the ability to adapt quickly to market changes 

(Ledro et al., 2023). Machine learning algorithms and neural networks have also been 

applied in data analysis, especially customer behavior time-series data, and solving 

complex numerical problems, including differential and integral equations (Mehrkanoon 

& Suykens, 2015) 
 

Related Research 
Islam et al. (2024) proposed a hybrid framework for supplier selection and order allocation, 

which includes deep learning, principal component analysis (PCA), and optimization. The 

proposed model showed better performance in demand forecasting compared to traditional 

methods such as the SARIMA model and gradient-boosted machine (GBM). 
 

Ortakci and Seker (2024) focused on customer retention and churn prevention using a 

combination of machine learning methods such as decision trees, random forests, and 

support vector machines. Their results showed that using these models, service prices can 
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be estimated in a personalized manner, increasing the profitability of companies by up to 

36%. 
 

Ledro et al. (2023) examined the integration of artificial intelligence in customer 

relationship management (AI-CRM) and concluded that success in this area requires 

strategic planning and continuous adaptation to environmental changes. 

These studies emphasize that the use of artificial intelligence and machine learning 

techniques can play a significant role in improving business processes, optimizing supplier 

selection, demand forecasting, and customer retention. 

Research Methodology 

In this study, the dynamics of three types of customers (referral, permanent, potential) are 

examined using a nonlinear, non-autonomous differential model as an optimal control 

problem. To estimate the unknown components of the model, the "Least Squares Support 

Vector Regression (LSSVR)" machine learning algorithm is employed, which estimates 

the parameters by solving a second-degree objective function with nonlinear constraints. 

Finally, the problem is reduced to an algebraic system and solved using methods such as 

the conjugate gradient method. 

Approximation of the Function using LSSVR 
The LSSVR algorithm creates a nonlinear regression model for supervised data by 

mapping to the feature space and solving a linear system. The objective function is obtained 

in a closed form for estimating the objective function through the Karush-Kuhn-Tucker 

conditions, which includes weight vectors, kernel functions, and dual variables. The kernel 

function chosen in this paper is of the polynomial type, which is suitable for interpolating 

complex functions. 

 

Marketing Modeling 
Derivatives in the differential equations are used to describe the rate of changes in 

customers, and the model is designed as a dynamic system. The function space structure is 

considered in the form of C²(Ω) and L²(Ω), which allows the use of machine learning 

techniques for approximating functions and solving the model. 
Variables 

 Customers: R(t), C(t), P(t) 

 Controls: u1, u2 

 Parameters: λ1 , λ2،α1, α2, β, γ 

 

Research Findings 
In this paper, a mathematical model based on a non-autonomous system of differential 

equations is presented to analyze customer population dynamics in marketing strategies. 

The model considers three categories of customers (potential, permanent, and referral) and 

simulates their changes over time. The primary objective of the model is to optimally 



allocate the advertising budget using the Least Squares Support Vector Regression (SVM-

LS) algorithm, where an objective function is employed to minimize advertising costs and 

optimize the number of customers in each category. 

The model is optimized using numerical methods such as the NLPSolve algorithm in 

Maple to solve the nonlinear differential equations. Numerical simulation results show the 

optimal impact of budget allocation on customer population changes. With this model, 

advertising strategies can be designed in a way that maximizes the impact on customer 

acquisition and retention. 

The simulations demonstrate that by precisely adjusting conversion rates and optimally 

allocating resources, significant changes can be made in the number of potential and 

permanent customers, while minimizing advertising costs. These results have many 

applications in optimizing marketing and advertising strategies across various industries, 

especially in e-commerce. 

By using this model, companies and organizations can be helped to make better decisions 

in advertising budget allocation, ultimately avoiding additional costs and increasing 

profitability 

Discussion and Conciuson 

In this study, a customer dynamics model based on optimal control was proposed using 

Least Squares Support Vector Regression (LS-SVR) with a polynomial kernel. The model 

accurately approximated nonlinear differential equations and successfully predicted the 

behavior of three customer segments—loyal, potential, and referred—with high precision. 

Numerical analysis showed that optimized marketing policies led to an increase in loyal 

customers, a decrease in potential customers, and an upward-fluctuating trend in referred 

customers. 

A key contribution of this research is demonstrating the capability of machine learning 

methods in solving control problems involving dynamic and complex data. The model’s 

clear structure, expert validation, and strong algorithmic convergence make it highly 

suitable for marketing applications and strategic decision-making. Additionally, it can be 

employed in customer behavior analysis, advertising policy design, retention rate 

improvement, and customer experience enhancement across various industries. 

this study has several limitations: 

 Control variables were not analyzed independently; 

 The model is based on smooth, continuous customer behavior and does not capture 

sudden fluctuations; 

 Parameter tuning is time-consuming and sensitive to data; 

 The computational complexity requires powerful processing resources; 

 The model has low interpretability for non-expert users. 
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To address these limitations and enhance the model in future research, the following 

directions are suggested: 

 Employ intelligent optimization algorithms such as PSO and Genetic Algorithms 

for more efficient parameter tuning; 

 Implement the model on real and diverse market data to improve generalizability; 

 Use parallel or GPU-based processing to accelerate execution time; 

 Compare model performance with deep neural networks and other advanced 

machine learning methods; 

 Develop tools to enhance interpretability and understanding of model outputs for 

non-specialist managers. 

This research provides a practical and reliable foundation for designing intelligent 

marketing decision-support systems and holds great potential in real-world applications, 

particularly in competitive and data-driven markets. 

Keywords: Optimal control, customer dynamics, machine learning, polynomial kernel 
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 ایکنترل بهینه پویایی مشتری از روش یادگیری ماشین با هسته چندجمله
 

 4، حسن دهقان دهنوی3مژده ربانی ،2، ابوالفضل صادقیان1سید حمید عمادی
 

 17/3/1403تاریخ پذیرش                                              19/12/1402تاریخ وصول 

 چکیده

 یهایراتژبا تمرکز بر است انیمشتر ییایپو یبررس یبرا نهیمدل کنترل به کی یپژوهش به توسعه نیا :هدف پژوهش

خودکار را ریغ ستمیس کیاست که مدل  تیواقع نیدهنده انشان لیفرانسیمعادلات د یریپرداخته است. به کارگ یابیبازار
و  ،ی، ارجاعدائمیاز جمله  ان،یمختلف مشتر یهاگروه راتییرفتار و تغ یرو لیتحل5 ،ی. هدف اصلدهدیمورد مطالعه قرار م

 ییایو بهبود پو انیتعداد مشتر یکل شیافزا یموثر برا یابیبازار یهایاستراتژ یاجرا تیبر اهم قیتحق نیبالقوه است. ا
 دارد. دیها تاکآن

 یادجملهچن یهاهسته هیکه بر پا دیجد ینظارت نیماش یریادگی تمیالگور کیاز در این مطالعه،  :شناسی پژوهشروش
 نیبه ا آورند،یها را فراهم ماز داده دهیچیتوابع پ قیدق یسازها امکان مدلهسته نی. اشده استاستفاده  کند،یم تیفعال
بردار  ونیبا استفاده از رگرس ن،ی. همچنشودحاصل  انیمشتر یهاییایاز پو یکه درک بهتر کنندیبه ما کمک م بیترت
 کردیرو نی. اگرددیعرضه م یابیبازار یهایاستراتژ یساده و مؤثر برا یسازنهیروش به کیمربعات،  نیکمتر بانیپشت

 .پردازدیم انیبر مجموعه مشتر هایاستراتژ نیا یثر کلبه ا ریفراگ یرا به شکل یابیبازار یهایاستراتژ یسازنهیامکان به

یم شیدر حال افزا دائمی انیتعداد مشتر ی زمانی یک سال،در بازهکه  دهدیپژوهش نشان م نیا یهاافتهی :هایافته

اهد ش یدوره مورد بررس یدر ابتدا یارجاع انینشان از کاهش دارد. اما تعداد مشتر بالقوه انیمشتر تیجمع کهیدرحال باشد،
 .کندیاما مثبت را تجربه م ینوسان ییبوده و سپس الگو ریچشمگ یرشد

 یهابه حل چالش نیماش یریادگی یشرفتهیپ یهاکیکمک تکن یچگونگ ق،یتحق نیا :اصالت/ارزش افزوده علمی
در  توانندیم هایفناور نیشده است که چگونه انشان داده رساند،یرا به اثبات م یابیو بازار تیریمد یهادر حوزه مختلف

 باشند. رگذاریتاث عیناها و صاز سازمان یادر گستره نهیبه یهایاستراتژ یریکارگفهم و به
 

 ایچندجملههسته  ،نیماش یریادگی، یمشتر ییایپو ،نهیکنترل به: واژگان کلیدی

 C02,C61,M31: یموضوع بندیطبقه
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 مقدمه

در طول   انیمشتتتر یبهتر تعاملات و رفتارها تیریو مد یستتا نهیبه ،یمشتتتر ییایپو نهیبه کنترل

  قیجلب، حفظ و تشو یها براراه نیتا بهتر رودیبه کار م یابیمفهوم در با ار نی. ارا برعهده دارد  مان

  ،یمشتتتر ییایپو نهیاستتتفاده ا  کنترل به با کند. نییو ارتباط مداوم با شتترکت را تع دیبه خر انیمشتتتر

 نیکنند که بهتر نیرا تدو ییهایاستتترات  ان،یمشتتتر یها و رفتارهاداده لیها قادرند تا با تحلشتترکت

تجربه   جادیشده، ا  یسا  یشخص   یشنهادها یشامل ارائه پ  نیها ارائه دهند. ارا در بلندمدت به آن جینتا

در  یادی   تی اهم یمشتتتتر ییای پو نه یبهکنترل  .شتتتودیم انی مشتتتتر با بهتر، و ارتقاء ارتباط    یکاربر 

را  یروابط مستدام و پربارتر  ان،یتا با تعامل موثر با مشتر  کندیها کمک مبه شرکت  رایدارد   یابیبا ار

  (Castillo et all,2021). خود را بهبود بخشند یعملکرد و سودآور جه،یبرقرار کنند و در نت

ام  انج کایآمر یابیفوکوا، انجمن با ار یتوسط دانشکده با رگان   201۷که در سال   CMOگزارش  به

شان م   سته به بخش    20تا  10 نیب یها به طور کلکه شرکت  دهدیشد، ن که  یدرصد ا  درآمد خود را ب

آن  یستتا  نهیبالا، به ری. با توجه به مقاددهندیاختصتتام م یابیبودجه با ار به کنند،یم تیدر آن فعال

 .(Rosa et all,2018)مهم است اریبس صیتخص

شتر  زشیرا  طرفی دیگر  س   یهاا  چالش یکیبه  انیم سا شرکت     لیتبد یا ست که  ا آن ب اهشده ا

  یهانهیهز نیبلکه همچن شتتود،ینه تنها منجر به ا  دستتت دادن درآمد م زشیر نیشتتوند. امیمواجه 

 . (Ortakci & Seker,2024)را به همراه دارد دیجد انیجلب مشتر یبرا یاضاف

 میتصتتم کی یابیمنابع با ار صیکردند، تخصتت انیب 1نبرگیحال، همانطور که گوپتا و استتت نیبا ا 

ست که تا هم  دهیچیپ شاف   نیا ساس اکت س  یها یاواخر بر ا صم  نیقوان ایساده   اریب  یانجام م یریگ میت

 . (Gupta & Steenburgh,2008) شد

 نیارجاع است. ا یهادر برنامه یگذار هیبه سرما  میتصم  ،یابیبا ار یو استرات   ماتیجمله تصم  ا 

شتر  شو  یفعل انیبرنامه ها م شتر  یم قیرا ت ساس پاداش ها جذب کنند  دیجد انیکند تا م  Li) . را بر ا

et all,2019) بر تبلیغات دهان به دهان هستتتند،  یکه صتترفام مبتن یابیبا ار یبرنامه ها ریبر خلاف ستتا

ها     مه  نا با ار    یبر جاع توستتتط  کان کنترل محتوا    یم تی هدا  ابی ار ند و ام ند    امی پ یشتتتو را دار

(Berman,2016) .ع به مناب صیکند تا در مورد تخصتت یکمک م ابانیکه به با ار یحال، مطالعات نیبا ا

                                                      
1 Gupta &Steenburgh 



 . (Rosa et all,2018) هستند ابیکم رند،یبگ میارجاع تصم یهابرنامه

بوده  هنیبه حداکثر رساندن سود و کاهش هز یراه برا نیدهه، شرکت ها به دنبال بهتر نیچند یبرا

س  یهااند. مدل شرکت    ییهامعمولام به دنبال راه کیکلا ستند که به  ص ه  یابیمنابع با ار صیها در تخ

  یهاحال، مدل نیبا ا . )hawky et all, 2020Sکنندیحال حداکثر کردن ستتود کمک م نیخود و در ع

در  یسود آت  انیخالص جر یرا به حداکثر برسانند )ار ش فعل  یمشتر   هیاند ار ش وکرده یسع  ریاخ

که تعداد   فرض نینظر، و بر اساس ا نیا  ا(. یابیمنابع با ار نهیبه صیتخص قیا  طر یطول عمر مشتر

شتر  شتر     کیدر  انیم ست که م ست، مهم ا سرع وقت جذب ک  دیجد انیبا ار محدود ا   رای  د،ینرا در ا

  مشتتتری، رهنگامیحال، جذب د نیشتتوند. در ع ر توستتط رقبا جذب توانندیصتتورت، م نیا ریدر غ

 . (Foroudi et all,2018)دهدیکاهش م زیرا ن یمشتر  هیار ش و

ها مثل  شتتترکت یدیکل یهانهیبر  م یریبه طور چشتتتمگ توانندیم یهوش مصتتتنوع یهایفناور

  یکپارچگ ی اینبرگذارند. علاوه   ب ریمتقابل تأث    یابی فروش و با ار  شیعملکرد، افزا تی ریمد  ،ینیبشیپ

ه استتت و ب زین مدتبلند کیاستتترات  یامدهایپ یدارا یارتباط با مشتتتر تیریدر مد یهوش مصتتنوع

 و ندیل نمااعما رییبا با ار در حال تغ یقیو تطب داریچشتتم اندا  پا کیکه در  دهدیها امکان مشتترکت

 .(Ledro et all,2023) کنند شرفتیپ

  ،یهوش مصتتنوع یهاتمیو توستتعه الگور قیدر تطب یقابل توجه شیشتتاهد افزا ر،یدر دوران اخ

 یهامختلف در حو ه یهابا چالش ییارویرو یکه برا میابوده یعصتتب یهاو شتتبکه نیماشتت یریادگی

شده  یآورو فن یعلم سا   یگوناگون یهانهیدر  م هاتمیالگور نیاند. ابه کار گرفته  شنا   لگوها،ا ییمانند 

شامل الگو  شتر  یکه  صورت داده  انیرفتار م صاو  لیتحل شود، یم ی مان یسر  یهابه  شک  ریت   ،یپز

سائل پ    ن،یموارد متعدد کاربرد دارند. علاوه بر ا گریو د یبریسا  تیامن صه حل م   یدعد دهیچیدر عر

س یشامل معادلات د  راهگشا    هاکینتک نیا ستند، یقابل حل ن یلیتحل یهاکه به روش یو انتگرال لیفران

شت  بردار ونیرگرس  کیا  تکن یریگبهره شگام یهستند. مهرکانون و همکارانش پ    یسا  هیشب  یبرا بانیپ

س یمعادلات د معادلات   یحل عدد یبرا یمشابه  کردیاند که در ادامه مطالعات، روبوده 1یمعمول لیفران

عادلات  یو انتگرال یجزئ ها   یو م عه   زین کرانیب یدر فضتتتا ته ی توستتت ) & Mehrkanoonستتتتا اف

)Suykens,2015. 
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 پژوهشی پیشینه

 .دهدیرا ارائه م یمشتر ییایپو نهیکنترل به یمرور 1جدول 

 ( پیشینه پژوهش1جدول )

 توضیحات عنوان سال نام محقق ردیف

استتتلام و  1

 همکاران

چتتارچوب برنتتامتته  2024

 نیانتخاب تام   یزیر

 صیکننده و تخصتتت 

غام      با اد فارش  ستتت

گ یتت م    یری اد  ق،ی ع

حل    هیتتتجز   ت   لیتتو 

جزا  ل   یا و  یاصتتت

 نه یبه یها  کی تکن

 یسا 

یم نشان ینیبشیپ یهامدل جینتا

 قیعم یریادگیکه شبکه  دهد

 یخطا تواندیم افتهیتوسعه

 با روش سهیرا در مقا ینیبشیپ

 کپارچهیمتحرک  نیانگیم

درصد و  55.42یفصل یبا گشت

 نیبا روش ماش سهیدر مقا

 13.1 انیبا گراد شدهتیتقو

 نیکاهش دهد. همچندرصد 

شود که در نظر گرفتن  یمشاهده م

 یم محصول نیب یتوابع همبستگ

کنندگان انتخاب شده  نیتواند تام

 هد.د رییو سفارشات مربوطه را تغ

تاکچی  2  اور

 و سکر

حفظ  یستتتا  نه یبه 2024

 دکریرو کی: یمشتر

 یگتتذار متتتیتتقتت

ر ب یمبتن یشتتخصتت 

 یهوش مصنوع

درخت  یهامطالعه، روش نیدر ا

 نیو ماش یجنگل تصادف م،یتصم

یبندعنوان طبقهبه بانیبردار پشت

 قیتطب زشیر ینیبشیپ یبرا کننده

 یهااند، و مدلداده شده

 یها براا  همان روش یونیرگرس

خدمات  هنیهز نیترنهیبه ینیبشیپ

 بالقوه استفاده یبرا «شدهیشخص»

علاوه بر  یمشتر زشی. رشوندیم

 نهیکاهش هز یبرا ن،یا

ها، شرکت یها براداده یآورجمع

 یبرا ی گیا  روش انتخاب و

 رمجموعهی  نیترنهیبه نییتع



و  زشیر لیدر تحل ی گیو

 خدمات استفاده نهیهز ینیبشیپ

با  جامع لیتحل نیا جهی. نتشودیم

استفاده ا  چهار روش هوش 

سه مجموعه  یبر رو یمصنوع

یمتنوع، نشان م یداده مخابرات

 یگذارمتیکه مدل ق دهد

در بخش  یشنهادیپ «شدهیشخص»

 زشیا  ر تواندیمخابرات م

را تا  یکرده و سودآور یریجلوگ

 دهد. شیدرصد افزا 36

ری و اسکاا 3

 همکاران

نتتتقتتتش هتتتوش  2024

  یریادگیو  یمصنوع 

در  ینتتیتتمتتاشتتتت 

: قی دق  یری گ هتتدف

 یهتتایاستتتتتتراتت   

 یانقلاب یابیبا ار

 فیدر مورد تعردر ای مقاله 

، تحول MLو  یهوش مصنوع

 یهاتوسط پلتفرم یابیبخش با ار

ه، داد لیو تحل هیو تجز تالیجید

باط و ارت قیدق یابیاکتشاف با ار

 تال،یجیرو افزون آن در عصر د

محیط و  ینقش هوش مصنوع

هدف یبرا یکاودر داده با اریابی

. سهم کندیبحث م ق،یدق یابی

 جادیدر ا یهوش مصنوع

و  یمشتر ترقیدق یهابخش

در ی محیط با اریابی مطالعه

 کنندهینیبشیپ لیو تحل هیتجز

 .یرفتار مشتر ینیبشیپ یبرا

ستتتتان و  4

  همکاران

ق      2023 ح مورد   قی ت در 

مر       ع طول  ار ش 

بر استتاس  یمشتتتر

 یهتتا تتتمیتتالتتگتتور

و  نیماشتتت  یریادگی 

 تیریمد لیمدل تحل 

 ار ش یریگمقاله بر اندا ه نیادر 

بر  یمشتر یبندمیوتقس یمشتر

ار ش چرخه عمر  یاساس تئور

ابتدا  که کندیتمرکز م یمشتر

ادهد نتخابمانند ا ی گیو یمهندس

 لیها، تبدداده پردا ش شیها، پ
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 یداده ها و کشف دانش را انجام م یارتباط با مشتر

ار ش  یبندمیدهد وسپس تقس

 یهاتمیاساس الگوررا بر یمشتر

 هیتجز یهاو مدل نیماشیریادگی

ارتباط با  تیریمد لیو تحل

مدل  کیدهد و یانجام م یمشتر

ار ش  یبندمیتقس ییشناسا

 ادجیط ایشرا نیرا تحت ا یمشتر

 کند.یم

لتتتدرو و  5

 همکاران

ادغتتتام هتتتوش   2023

ارتباط در  یمصتتنوع

: چالش ها با مشتری 

 و دستورالعمل ها

ا شکاف ب نیمطالعه پر کردن ا نیا

است که  ییهاچالش ییشناسا

 ندیدر فرآ دیوکارها باکسب

 در یهوش مصنوع یسا کپارچهی

 نیاول، ا  ی ارتباط با مشترینهی م

 داریمرحله کشف تا مرحله پا

 نیا ها غلبه کنند.بر آن ،یینها

-AIادغام  یبه درک تجرب هاافتهی

CRM یدگاهیو د کندیکمک م 

بلندمدت در استفاده ا  هوش 

 یروابط با مشتر یبرا یمصنوع

 .دهدیارائه م

 

یک     6 تائوف

و 

 همکارش

نتتتقتتتش هتتتوش  2023

 یدر نوآور یمصنوع

 لتایجید یابیبا ار

 هیاول میمفاه لیمقاله تحل نیادر 

 ییشناسا و یهوش مصنوع

مشتقات هوش  یهانهی م

در  توانندیاست که م یمصنوع

ه ب تالیجید یابیبا ار یهاینوآور

به  نیمقاله همچن نیکار روند. ا

مختلف هوش  یکاربردها یبررس

 یآنها بر اثربخش ریو تأث یمصنوع



یم تالیجید یابیبا ار ییو کارا

و  ینیهوش ماش بیبا ترک. پردا د

ا هها، شرکتداده لیو تحل هیتجز

یشخص ،یگذارهدف توانندیم

ود را خ غاتیتبل یو اثربخش یسا 

 .بخشندبهبود 

پتتریتترا و  ۷

 همکاران

 یمشتتتتر یها مدل  2022

ت   یبرا  ن ی پشتتت   یبتتا

  ینمبت یریگمیتصتتم

 یبر هوش مصتتنوع 

 نیتام یهارهیدر  نج

ش خرده  نیآنلا یفرو

 مد

 تیفیا  اطلاعات باکدر این مقاله 

  یمشتر یشده در مدل ها رهیذخ

وش ه یها کیکه با استفاده ا  تکن

ساخته شده اند، بهره مند  یمصنوع

 یریگ میشوند و امکان تصم

 یآگاهانه در مورد نحوه شخص

ا مطابقت ب ی( براقی)تطب یسا 

را  یمشتر حاتیو ترج ا هاین

 یکار بر روکه  فراهم کنند

به  تواندیموضوعات دستور کار م

ه باشد، ن زیمد متما نفعانینفع ذ

 یریگمیو تصم انیفقط مشتر

ییایو پو هانهیرا در  م یمناسب

 کند. جادیمختلف ا یها

مصتتدو و  8

 همکاران

ها  ییای پو 2021  یبخش 

  ینیب شی: پیمشتتتتر

کننتتده ار ش طول    

 یعمر مشتر

 انیمشتر ییایدر مطالعه حاضر، پو

 یهابخش قیبانک را ا  طر

و  هیبا استفاده ا  تجز یار ش

بزرگ مورد  یهاداده لیتحل

گرفته است. در نتیجه  مطالعه قرار

را توسط چند گروه ا   ییالگو

ه روند ک میافتیمبتکران روند با ار 

 با ار یکل یانتقال آنها با روندها

ت به نسب ینشیشود که ب یدنبال م

به دست  ندهیآ یبا ارها ییایپو

 آورد. یم
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استتنوک و  9

 همکاران

 یک: مستتیر یادگیری 2020

کرد   ی نی      رو ت ب  بر  م

  ماشتتتین   یادگیری 

نبتتاط    برای  ت   استتتت

 در محدود مشتتریان 

 تحویل مسیرهای

 برای هایی روش مطالعه، این در

 و نقل و حمل در مسئله یک

یابی مسیر سا ی و بهینه لجستیک

 هایراه است که نتایج،

 ترکیب برای ایامیدوارکننده

 مشکلات و ماشین یادگیری

 .شودمی پیشنهاد مسیریابی

لیوتوف و     10

 همکاران

 کار  گردش مدیریت   2019

 با مشتتتتری نیا های

  یادگیری ا  استتتفاده

 ماشین

 مدیریت فرآیند در این مقاله کل

 گلوگاه دو دارای ها نیا مندی

 را آنها توان می که است عمده

 مورد، اولین. کرد خودکار

  ا تواند می تغییرات، تشخیص

 نجاما اسناد مقایسه ابزار یک طریق

 شناخت دوم، مورد. شود

 به آنها واگذاری و ها مسئولیت

 های الگوریتم با مناسب، بخش

 قابل استاندارد ماشین یادگیری

 چنین اینجا، در. است حل

 مجموعه برای هاییالگوریتم

 یک ا  آمدهدستبه ایداده

 خودرو صنعت جهانی کنندهتامین

در نتایج نشان  .شوندمی اعمال

 چنین چگونه که دهدمی

 ا  برخی توانندمی هاییروش

 و کرده حل را مدیریتی مشکلات

 .بخشند بهبود را خود کار گردش

ر ا و  11

 همکاران

  ییای پو نه یکنترل به 2018

بر استتاس  یمشتتتر

 یابیبا ار استیس

 نهیکنترل بهدر این پ وهش مسئله 

مستقل ا   ریمدل غ کی یرا برا

ODE که  میریگ یها در نظر م

 یرا در برخ انیتکامل تعداد مشتر



ر د کند. یم فیا  شرکت ها توص

نترل ک یاسترات  یاثربخشنتیجه 

یبندفرمول ریرا در برابر سا نهیبه

ر تساده یهامسئله با کنترل یها

 .شودداده مینشان 

 روش پژوهش

ست که ا    نیمقاله، هدف ا نیا در ستگاه معادلات د  کیا س ید ه ب یرخطیخودگردان غ ریغ لیفران

 یریگمیو تصتتتم یمشتتتتر تی جمع ییای پو ینیبشیمطالعه و پ   یبرا نه یمستتتئله کنترل به  کی عنوان 

سترات   ص  کیا شتر مییبهره جو یغاتیبودجه تبل صیدر رابطه با تخ س  یبا انواع مختلف انی. م   یمورد برر

شتر  قرار گرفته شامل م شند یشده م  یبالقوه و معرف ،یعاد انیاند که   تمیالگور کیمنظور،  نیا ی. برابا

س  شت  ونیرگر ش  یریادگیبا حداقل مربعات به عنوان روش  بانیبردار پ ستفا  ینیما شده   تحت نظر ا ده 

به  مربوط ندهما ینامشتتخص تابع باق یکردن پارامترها دایپ یآمو ش برا ندیفرآ کیاستتت که در آن 

 نیچند یکه دارا شود یتابع هدف درجه دوم منجر م کیبه  یبندفرمول نی. اگرددیم یسا  ادهیمدل پ

ست و در نها  یرخطیغ تیمحدود ستفاده    شود یم لیا  معادلات تبد یجبر ستم یس  کیبه  تیا که با ا

 .شوندیمزدوج حل م انیمانند گراد یرخطیغ یسا نهیبه یهاتمیا  الگور

شب  نیا شتر    یایرفتار پو یسا  هیمقاله متمرکز بر  ستفاده ا    یسه نوع م  تمیالگور کیمختلف با ا

ش  یریادگی س     دیجد ینیما سئله مورد برر ست، که م صورت   یا ستگاه   کیرا به    سیل یفرانمعادلات دد

  کیمعکوس استتتت و ا  تکن دگاهیآمو ش برگرفته ا  د ندیکرده استتتت. فرآ انیب رخودکار یغ یمعمول

که با مستتئله   رودیبه کار م یانیتابع   یستتا نهیکم یحداقل مربعات برا با بانیبردار پشتتت ونیرگرستت

 مرتبط است. نهیکنترل به

در  یدیلک میمفاه یاست: بخش دوم به بررس   افتهی دمانیچ ریقسمت به بعد به شرح     نیا  ا مقاله

س  یهاتابع، مودل بیتقر ندیفرآ س  ون،یرگر شت  ونیو رگر ش  یریادگیدر  بانیبردار پ که  پردا د،یم نیما

شک  یبعد یهابخش یربنای  شر  دهدیم لیرا ت سوم به ت ض یر یهامدل حی. بخش    ییایمربوط به پو یا

  ییایپو نهیمستتئله کنترل به یبرا یعدد یستتا هیروش شتتب کی. در بخش چهارم، پردا دیم یمشتتتر

بخش در نهایت . و گرددیم شتتنهادیتحت نظر پ ینیماشتت یریادگی تمیالگور کیبه صتتورت  ،یمشتتتر

 .پردا دیم یعدد سا یپیاده پنجم به ارائه 
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 بانیبردار پشت ونیتابع با رگرس نیتخم

ه انطباو  نحو ینا  توابع و همچن  دایییبتقر ینددر فرآ یو اصول مقدمات یبخش به ارائه مبان ینا  

ستفاده ا  الگور  ینمع یهاداده یمدل رو یک ش  یادگیری هاییتمبا ا در  .پردا دیتحت نظارت م ینیما

 تمیسا  س صیداد تا شامل حالت خا یمبرا ش را در بخش چهارم بسط خواه یندفرآ ینا ی،مرحله بعد

 .شودیشناخته م ینهچالش کنترل به یکباشد که به عنوان  یمشتر یاییپو ینامیکید

 یابیدر بازار یتوابع و مدل ساز  

  یریگاندا ه یبرا یا  مشتتتق به عنوان شتتاخصتت  یان،مشتتتر یتتکامل جمع یاییپو یستتا در مدل

ستفاده م   ییرسرعت تغ  آن  یلهس است که به و  ینامیکید یستمی . هدف، توسعه س  شود ینسبت به  مان ا

ند  توایم یفتوص  ینکرد. ا یفها را توص آن ییراتو نحوه تغ یاناقسام گوناگون مشتر   ینبتوان ارتباط ب

  لیفرانستتیت د، معادلایمعمول یفرانستتیلهمچون معادلات د یفرانستتیلیبا استتتفاده ا  انواع معادلات د

  یابیبا ار یدجد یهامدل ی. الهام برایردانجام گ ینهکنترل به یهاروش یا ییراتی،، محاستتبات تغ1یجزئ

در  یمولکول ییراتانتقال، تغ یدهایندر فرا یمانند نشتتتر ناهنجار   یزیکیا  مستتتائل متداول ف   تواند یم

 و علوم گرفته شود. یدر مهندس هایروسو و هایماریو گسترش ب یستی،  یهابافت

سته در  گس  یرهایبه صورت متغ  یارجاع یانتعداد مشتر  یرنظ یرهاییمتغ یابی،با ار یهاپ وهش در

  وستتتهیپ یرهایها را به عنوان متغآن توانیبلندتر م ی مان یهاحال در با ه ینبا ا شتتوند،ینظر گرفته م

صور کرد. در ا  ضا   𝐶2(Ω)ما  ینجات سته توابع پ یرا به عنوان ف شتق پذ  یو س پ یریبا دو بار م در  تهیو

ع  دو تاب یناستاندارد ب  یفضا در اصل ا  ضرب داخل    ینموجود در ا یها. نرمگیریمیدر نظر م Ωدامنه 

f  وg است: یرآن به صورت   یفو تعر آیندیبه دست م 

(𝑓, 𝑔) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

ضاهای  سته توابع پ ف ستند و به دل  یبعد نهایتیب یو ست  ها بموجود، در آن ایهیچیدگیپ یله ه د

  یدر هوش مصنوع یعموم یبتقر یهدشوار است. قض یرخطیحل مسائل غ یمناسب برا یبآوردن تقر

دامنه   یک یور اییوسته هر تابع پ یکه برا کندیم ینتضم  -است   یرستراس و یبتقر یهکه مانند قض  -

 ینا ریگد یان . بیافت  ا  تابع با دقت مطلوب     یقیدق یب را به عنوان تقر  یاچندجمله   توانیم حدود، م

ض  ست که برا  ینا یهق 𝑓هر تابع  یا ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  ست و برا   یقی،مثبت و دلخواه در اعداد حق εهر  یا

                                                      
1 PDEs 



∥ که یوجود دارد به طور p یاچندجمله یک 𝑓 − 𝑝 ∥< 𝜖 ا  کمتر 𝜖 ∈ ℝ+   در دامنه[a, b]  باشتتد. به

صح  یبرا یب،ترت ینا ضا  ،𝑁 یحهر عدد  ضا  یک ،𝑁درجات حداکثر  یدارا هاییاچندجمله یف   یف

شک  بعد محدود را ستفاده ا  روش  ی گیو ین. ادهدیم یلت ش  یادگیری یهاا صنوع  ینما ا ر یو هوش م

و  یملع شخص، نام یبتوابع نامعلوم با ضرا  یبرا یمناسب، حت  یونو رگرس  یابیکردن درون یداپ یبرا

سبات  یچیدگیحال، پ ین. با اسا د یقابل اجرا م س  یدیعامل کل یکمختلف  هاییتمالگور یمحا ت که ا

شتر  یاییها موثر خواهد بود. در حو ه پودر انتخاب روش که توابع مد نظر در  کنیمیما فرض م ها،یم

  یب قابل تقر   یهر دقتبه  در آن چگال هستتتتند و    𝐶(Ω)که توابع   ییقرار دارند، جا   𝐿2(Ω) یفضتتتا

 .باشندیم
 

   معلوممجموعه داده  کی یحداقل مربعات برا ی بابانیبردار پشت ونیرگرس

ش  یریادگی تمیالگور کیبه عنوان  شده، رگرس   ینیما شت  ونینظارت  مجموعه   کی یبرا یبانیبردار پ

,𝑥𝑖) نیداده مع 𝑦𝑖), 𝑖 = 0,1, … , 𝑛      ست که با حل سیون ا ضی در قالب یک منحنی رگر دارای مدل ریا

 آید:دست میسا ی  یر به مسئله بهینه

   𝑚𝑖𝑛
𝑤,𝑏,𝑒

      
1

2
𝑤𝑇𝑤 +

𝛾

2
𝑒𝑇𝑒

 s.t.     𝑦𝑖 − (𝑤𝑇𝜙(𝑡𝑖) + 𝑏) = 𝑒𝑖,    𝑖 = 0, . . . , 𝑛,
 

 

سیون   𝑦(𝑡)که در آن منحنی رگر = 𝑤𝑇𝜙(𝑡) + 𝑏, 𝛾 ∈ ℝ+   ست، و 𝑏ا ∈ ℝ   ،ست پارامتر تنظیم ا

𝑤 ∈ ℝd های است،  بردار و ن𝜙(⋅): ℝd → ℝ   ها است و  نگاشت فضای وی گی𝑑     بعد فضا را نشان

سئله آن را به   نیشکل دوگان ا دهد. می سبات  یمعادلات جبر ستم یس  کیم شرح    یکارآمد محا  ریبه 

 . (Pakniyat et all,2021)دهد یکاهش م

[
M +

1

𝛾
𝐼𝑁 1𝑁

1𝑁
𝑇 0

] [
𝛼
𝑏

] = [
𝑦
0

] (1) 

 

Mکه در آن   ∈ ℝN×N  به صتتتورت   مثبت  معین سیماتر  کی𝑀𝑖𝑗 = 𝑘(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = 𝜙(𝑥𝑖)𝑇𝜙(𝑥𝑗) 

ست،   ست و   𝐼𝑁 ا 1𝑁ماتریس واحد ا = [1, … ,1]𝑇 ∈ ℝℕ, 𝛼 = [𝛼1, … , 𝛼𝑁]𝑇 معین مثبت بودن .M 

ضم  جواب( منحصر به فرد بودن  1) معادله در بایضر  سیماتر  هیو نواریساختار  و  . کند یم نیرا ت

صل  دهیخود، ابتدا ا یشنهاد یروش پ یبرا یارائه چارچوب یبرا سئله دوگانه )  یا می  ( را ارائه1اثبات م

 :شودگرفته میدر نظر  شرح  یررا به  یلاگران توابع . شود
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ℒ =
1

2
𝑤𝑇𝑤 +

𝛾

2
𝜀𝑇𝜀 + ∑  

𝑛

𝑖=1

𝛼𝑖(𝑦𝑖 − 𝑤𝑇𝜙(𝑥𝑖) − 𝑏 − 𝜀𝑖) 

 

 شود:های  یر میمنجر به معادله تاکر -ناک -کاروششرایط 

∂ℒ

∂𝑤𝑘
= 0 → 𝑤𝑘 = ∑  

𝑛

𝑖=1

𝛼𝑖𝜙𝑘(𝑥𝑖), (2) 

∂ℒ

∂𝜀𝑘
= 0 → 𝜀𝑘 =

1

𝛾
𝛼𝑘 (3) 

∂ℒ

∂𝛼𝑘
= 0 → 𝑤𝑇𝜙(𝑥𝑘) + 𝑏 + 𝜀𝑘 = 𝑦𝑘 (4) 

∂ℒ

∂𝑏
= 0 → 𝛼

𝑇
⋅ 𝟏

𝑁
= 0. (5) 

  

 داریم: ( 4معادله )( در 3( و )2با قرار دادن معادلات )

∑  

𝑛

𝑖=1

Ω𝑘,𝑖𝛼𝑖 + 𝑏 +
1

𝛾
𝛼𝑘 = 0, 𝑘 = 1, … , 𝑛 

 

شتتود.  می( منجر 1( به مستتئله دوگان ستتیستتتم خطی معادله ) 5لحاظ کردن معادله فوو با معادله )

 :نوشتتوان با استفاده ا  متغیرهای دوگان به شرح  یر جواب آن را می

𝑦(𝑥) = ∑ 𝛼𝑖𝐾(𝑥, 𝑥𝑖) + 𝑏

𝑛

𝑖=1

 (6) 

,𝐾(𝑥که در آن  𝑥𝑖) = 𝜙𝑇(𝑥𝑖)𝜙(𝑥)    .ست ضا  کیها را به داده ،تابع نیاتابع هسته ا با  ی گیو یف

کردن  تررا با بزرگ یرخطیغ ونیو رگرس  یبندهسته طبقه  نیا ن،یکند. علاوه بر ایم لیابعاد بالاتر تبد

چند  کیتابع هسته   نجا،ی. در اکندیم لیتسه  رگرسیون بردار پشتیبان  و ماشین بردار پشتیبان   در  یفضا 

رده توابع به طور گست  نیا یسادگ  لیبه دل یا ملهچند ج یتابع، هسته ها  بیدر تقر که است  یجمله ا

 .)Parand et all,2021  (شوندیاستفاده م ونیو رگرس یابیدر درون 

 

 متغیرها

 :اندمشخص شده 3و  2ها در جداول در این پ وهش متغیرهای مدل و تفسیر آن



 ی مدلمتغیرها(2)دول ج

 تعریف متغیر

R (t)  ارجاعیتعداد و وضعیت مشتریان 

C (t)  دائمیتعداد و وضعیت مشتریان 

P (t)  بالقوهتعداد و وضعیت مشتریان 

𝑢1 متغیر کنترل 

𝑢2 متغیر کنترل 

 

 

 

 

 پارامترهای مدلتفسیر (3)جدول 

 تعریف متغیر

𝜆1 یارجاع انیو مشتر دائمی انیمشتر نیب یعینرخ انتقال طب 

𝜆2 دائمی انیو مشتر یارجاع انیمشتر نیب یعینرخ انتقال طب 

𝛼1  با متغیر کنترل  مشتریان بالقوهبه  مشتریان ارجاعیا   تبدیلنرخ𝑢1 

𝛼2  یبا لحاظ کردن اثرات نوع مشتر مشتریان دائمیبه  مشتریان ارجاعیا   تبدیلنرخ 

𝛽 نرخ جذب تبلیغاتی 

𝛾 نرخ ریزش مشتری 

 

 یافته های پژوهش

 های ریاضیمدل

س    شد، در  ست یهمانطور که گفته  شتر  یبرا یابیبا ار یهاا را  عادی و ارجاعی ،بالقوه انیتکامل، م

 ارائه شده است مورد بحث قرار داده اند. ری  به صورت یرخطیغ دستگاه کیبه عنوان 

�̇� = −𝜆2𝑅 + 𝜆1𝐶 − 𝛾(𝑡)𝑅 + 𝛼1𝑢1𝑃 + 𝛼2(𝛽(𝑡) + 𝑢2)𝑃𝑅/𝑁 (7) 

�̇� = −𝜆1𝐶 + 𝜆2𝑅 − 𝛾(𝑡)𝐶 + (1 − 𝛼2)(𝛽(𝑡) + 𝑢2)𝑃𝑅/𝑁 + 𝑢1(1 − 𝛼1)𝑃 (8) 

�̇� = −(𝛽(𝑡) + 𝑢2)𝑃𝑅/𝑁 − 𝑢1𝑃 + 𝛾(𝑡)(𝑅 + 𝐶) (9) 

 با شرایط اولیه  یر
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𝑅(0) = 𝑅0, 𝐶(0) = 𝐶0, 𝑃(0) = 𝑃0, (10) 

شتری   شان دهنده تعداد م شبیه  دائمیهای ارجاعی، معادلات فوو ن سا ی   و بالقوه در ابتدای فرایند 

 .توان به شرح  یر با نویسی کردهستند. دستگاه معادلات را به می

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), (11) 

𝒙که در آن  = [𝑅, 𝐶, 𝑃]𝑇 ∈ ℝ3  و𝒇 ∈ ℝ3 داده شده در سمت راست   یبا مولفه ها یرخطیتابع غ

حالت و کنترل در  یو پارامترها رهایمتغ اپیدمی یهابا مدل یکیها ارتباط نزدمدل نیمعادلات استتت. ا

  یرهایمتغ شده است.استفاده  یعدد ریهمراه با مقاد (4و ) (3) ،(2در جداول ) بیبه ترت( 9)-(۷)مدل 

 شوند. یبه عنوان توابع محدود در نظر گرفته م 𝑢2و   𝑢1کنترل 

 

,𝑡0]مسئله را با به حداقل رساندن انتگرال در با ه  نهیکنترل بهدر اینجا  𝑡𝑓] شودگرفته می در نظر: 

𝒥(𝑥, 𝑢) = ∫  
𝑡𝑓

𝑡0

ℒ(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡 (12) 

,ℒ(𝑡که در آن  𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) = 𝜅1𝑃 + 𝜅2𝑢1
2 + 𝜅3𝑢2

سکالر   کی 2 شرایط معادلات ) تابع ا ( تا  ۷با 

 ( است.10) هیاول طیشرا نیو همچن (9)
  

 انیمشتر نهیکنترل به حداقل مربعات ی بابانیبردار پشت ونیرگرسروش 

  یریگمیصم ت یحداقل مربعات برا پشتیبان با  بردار ونیرگرس  کی بر این است قصد  بخش،  نیدر ا

 .داده شودتوسعه  یمشتر یابیبا ار یهااستیدر س نهیبه

 .کندرا تضمین می( 9)-(8مدل ) جوابوجود و منحصر به فرد بودن  ری  هیقض

,𝐴𝐶[𝑡0درحالت و کنترل را  یرهایمتغ :1 هیقض   𝑡𝑓] دیریدر نظر بگ وستتتهیپ اکیدامتوابع  ی، فضتتا  .

معادلات دیفرانسیل   گردانرخودیغ ستم یداده شده توسط س    یها تی(، با محدود12) نهیسپس کنترل به 

 راه حل منحصر به فرد دارد. کی(، 9)-(۷)معمولی 

پیاده  (، به بخش 12هدف ) تابع ( با9)-(۷) نهیبحث در مورد منحصتتر به فرد بودن راه حل به یبرا

 .دیمراجعه کن مقاله درسا ی عددی 

س   یگام هادر اینجا  سا س  کی یبرا یا شت  ونیرگر  کی یبیحل تقر یسا   هیشب  یرا برا بانیبردار پ

 .شودیارائه م ی به صورت کلیمعادله تابع



ℒ𝑢 = 𝑓 
تابع   نیتخم کی کنیمفرض میو احتمالام انتگرال دارد. ستتپس،  لیفرانستتیمعادله چند عملگر د نیا

 باشد:می ریمجهول به صورت   یها دهیپد یبرا

𝑢(𝑡) ≈ 𝑢𝑀(𝑡) = 𝑤𝑇𝜙(𝑡) 
 هستند: پایه به ترتیبها و توابع که در آن بردار و ن

 𝑤 = [𝑤0, ⋯ , 𝑤𝑀]𝑇 , 𝜙(𝑡) = [𝜙0(𝑡), ⋯ , 𝜙𝑀(𝑡)]𝑇  
𝑏پارامتر تنظیم برابر است با   = 𝑤0   دیشوند که تابع ثابت را تول  یفرض م یابه گونه هیتوابع پاو  

کار چند   نیشتتود که در ا یشتتناخته شتتده در نظر گرفته م  هیبردار پا کیبه عنوان  𝜙بردار  کنند. یم

 شود:میها، تابع لاگران ی به شرح  یر را معرفی برای پیدا کردن و ن .شودمیفرض  یجمله ا

𝐿 =
1

2
𝑤𝑇𝑤 +

𝛾

2
𝜀𝑇𝜀 + ∑ 𝛼𝑖(𝑤𝑇ℒ𝜙(𝑡𝑖) − 𝜀𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 ستتتمیستت توانیم در معادلات  یر تاکر -ناک -کاروشو شتترایط  ℒبا فرض خطی بودن اپراتور 

 به دست آورد: ری  سیدر قالب ماتر یمعادل

∂𝐿

∂𝑤𝑘
= 0 → 𝑤𝑘 = ∑  

𝑛

𝑖=1

𝛼𝑖ℒ𝜙𝑘(𝑡𝑖), (13) 

∂𝐿

∂𝜀𝑘
= 0 → 𝜀𝑘 =

1

𝛾
𝛼𝑘 (14) 

∂𝐿

∂𝛼𝑘
= 0 → ℒ𝑢(𝑡𝑘) −

1

𝛾
𝛼𝑘 = 𝑓𝑘 (15) 

  

 نوشت: توان به صورتمسئله دوگان را می :2قضیه 
Ω𝜶 = 𝑓 (16) 

 

Ω𝑖,𝑗که در آن   = ∑  𝑛
𝑟=1 ℒ𝜙𝑟(𝑡𝑗)ℒ𝜙𝑟(𝑡𝑖) +

1

𝛾
𝛿𝑖𝑗 , 𝑓𝑖 = 𝑓(𝑡𝑖)     یک جواب گاه دارای  و دستتتت

 منحصر به فرد است.

  Ω( استتت. معین مثبت بودن ماتریس ضتترایب  15( تا )13( حاصتتل روابط )16ماتریس )اثبات: 

   دهد.منحصر به فرد بودن جواب را نتیجه می

1ذکر استتت که  انیشتتا

𝛾
𝛿𝑖𝑗 نیکند. همچنی( اضتتافه م16) بایضتتر سیبه ماتر قطری سیماتر کی 

ش    شته با ستگاه که  دیتوجه دا ست آمده برا  د شابه حالت  یمعادله تابع یبه د ست که داده ها   یم   علومما

ا شتتاخص ب یو در نظر گرفتن آن به عنوان و ن پارامتر تنظیمحذف  لیبه دل یباشتتند، اما ستتاختار بلوک
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 شود. یظاهر نم نجایصفر در ا

سیون ب   توابع باقیمانده قیدهای بهینه شتریان را به     سا ی برای رگر سیر تکامل م شتیبانی برای  ردار پ

 :شودگرفته میشرح  یر در نظر 
res1

𝑀 (𝑡) = �̇�𝑀 − (−𝜆2𝑅𝑀 + 𝜆1𝐶𝑀 − 𝛾(𝑡)𝑅𝑀 + 𝛼1𝑢1
𝑀𝑃𝑀 + 𝛼2(𝛽(𝑡) + 𝑢2

𝑀)𝑃𝑀𝑅𝑀/𝑁) 
res2

𝑀 (𝑡) = �̇�𝑀 − (−𝜆1𝐶𝑀 + 𝜆2𝑅𝑀 − 𝛾(𝑡)𝐶𝑀 + (1 − 𝛼2)(𝛽(𝑡) + 𝑢2
𝑀)𝑃𝑀𝑅𝑀/𝑁 

res3
𝑀 (𝑡) = �̇�𝑀 − (−(𝛽(𝑡) + 𝑢2

𝑀)𝑃𝑀𝑅𝑀/𝑁 − 𝑢1
𝑀𝑃𝑀 + 𝛾(𝑡)(𝑅𝑀 + 𝐶𝑀)) 

 :شودتابع لاگران ی را به شرح  یر تعریف می

ℒ𝑀(𝑅, 𝐶, 𝑃, 𝑢1, 𝑢2; 𝜆) = 𝒥𝑀(𝑥, 𝑢) + ∑  

3

𝑗=1

𝜆𝑗res𝑗
𝑀 

 که در آن

 𝒥𝑀(𝑥, 𝑢) = ∫  
𝑡𝑓

𝑡0
ℒ(𝑡, 𝑥𝑀 , 𝑢𝑀)𝑑𝑡, 𝑥𝑀 = [𝑅𝑀 , 𝐶𝑀 , 𝑃𝑀]𝑇 , 𝑢𝑀 = [𝑢1

𝑀 , 𝑢2
𝑀]  

ستند. برای بهینه    𝜆و  ,𝑡0]ی  مانی سا ی عددی این اپراتور بر روی با ه ضرایب لاگران ی ه 𝑡𝑓] 

 . شودابتدا باید عملگر انتگرال را گسسته 

𝐽ℳ ≈ ∑ 𝑤𝐺𝐿,𝑗(𝜅1𝑃𝑗 + 𝜅2𝑢1,𝑗
2 + 𝜅3𝑢2,𝑗

2 )

𝑀

𝑗=0

 (17) 

 شوند.تقریب  ده می گیری عددیانتگرالبا استفاده ا  

  یارائه شتتده، نقاط ادغام با نقاط آمو شتت تمیدر الگور یاضتتاف یمحاستتبات نهیا  هز یریجلوگ یبرا

 منطبق است.

س  اکنون شت  ونیفرم رگر سته چند جمله    یرهایمتغ بانیبردار پ سب ه به  یاحالت و کنترل را بر ح

 :شودی یر با نویسی مصورت 

𝑥𝑖
𝑀(𝑡) = ∑  

𝑀

𝑗=0

𝑤𝑖,𝑗𝜙𝑗(𝑡) = 𝒘𝑇𝝓, 𝑖 = 1,2,3

𝑢𝑖
𝑀(𝑡) = ∑  

𝑀

𝑗=0

�̃�𝑖,𝑗𝜙𝑗(𝑡) = �̃�𝑇𝝓, 𝑖 = 1,2

 

 

𝒙𝑀که در آن توابع برداری   = [𝑅𝑀 , 𝐶𝑀 , 𝑃𝑀], 𝒖𝑀 = [𝑢1
𝑀 , 𝑢2

𝑀]  یب های     تقر هایی برای متغیر

 هستند.  معادلات دیفرانسیل معمولیوضعیت و کنترل در سیستم حاکم 



 :شودنوشته می ریرا به صورت   رگرسیون بردار پشتیبان حداقل مربعات هیاول شکل

𝑚𝑖𝑛
𝑤,𝑤

~
,𝑏,𝑒

1

2
𝑤𝑢

𝑇𝑤𝑢 +
𝛾

2
𝑒𝑢

𝑇𝑒𝑢 + 𝐽
~

𝑀
2  (19) 

 

 با قیدهای:

res1
𝑀 (𝑡𝑖) = 𝑒𝑅,𝑖 (20) 

res2
𝑀 (𝑡𝑖) = 𝑒𝐶,𝑖 (21) 

res3
𝑀 (𝑡𝑖) = 𝑒𝑃,𝑖 (22) 

 

 :که در آن

 𝑤𝑢 = [𝑤𝑅,𝑗, 𝑤𝐶,𝑗 , 𝑤𝑃,𝑗; 𝑗 = 0, … , 𝑀]
𝑇

و   𝑒𝑢 = [𝑒𝑅,𝑗, 𝑒𝐶,𝑗, 𝑒𝑃,𝑗; 𝑗 = 0, … , 𝑀]𝑇  

شرا   توجه باید  شت که  شناخته، قبلام   یبرا مدل جواب یهای گیو لیبه دل هیاول طیدا همه توابع نا

توان به عنوان مثال با  ی( را م22)-(19) با بعد متناهی یستتا  نهیاند. مستتئله بهگنجانده شتتده قیدهادر 

شیب    یها تمیو الگور یدرجه دوم متوال یس یبرنامه نو شترین  در  روش راحلحل کرد. م کاهش با بی

شتیبان حداقل مربعات   تمیالگور ست   ممکن ا یکننده عددشرح داده شده است. حل    رگرسیون بردار پ

در   NLPSolve یحال، ا  دستتتتور داخل نیمزدوج باشتتتد، با ا ای وتنیبر ن یمبتن انیگراد کیتکن کی

 .شده استاستفاده  میپلافزار نرم

 

 رگرسیون بردار پشتیبان حداقل مربعاتالگوریتم 

 نقاط آمو شی را انتخاب کنید. -

 را مشخص کنید. رگرسیون بردار پشتیبان حداقل مربعاتی الگوریتم هسته -

 تمام متغیرهای مجهول را بر پایه هسته با نویسی کنید. -

 سا ی را بنویسیدمسئله بهینه -

 را اضافه کنید. تاکر -ناک -کاروششرایط  -

 ی عددی استفاده کنید.کنندها  حل -

ست  ا  معادلات گسسته نوشته      یامجموعه مدنظر در قالب هیاکنون، مدل اول آن  توانیکه م شده ا
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شکل مع  یا  معادلات خط یجبر ستم یس  کیبه  یبه راحت را ست تبد    نیکه به  شده ا . کرد لیارائه 

 شود. یدر نظر گرفته م یخط ستمیس کیساخت  ندیدر فرآ نهیبه طیشرا

شرط به  یبرا سئله،  نهیبحث در مورد  ( ۷( و )12) یبرا یلتونیهم یلاگران  𝐻 فرض کنید بودن م

 داده شده است. ری( باشد که با معادله  9) -
�̅� = ℒ(𝑡, 𝒙(𝑡), 𝒖(𝑡)) + 𝝀(𝑡)𝑇𝒇(𝑡, 𝒙(𝑡), 𝒖(𝑡)) + 𝜇𝑇𝒒(𝒙(𝑡), 𝒖(𝑡)) 

�̇� =
∂�̅�

∂𝜆
 

�̇� = −
∂�̅�

∂𝒙
 

∂ℒ

∂𝑢
+ 𝜆𝑇

∂𝒇

∂𝒖
+ 𝜇𝑇

∂𝑞

∂𝑢
=

∂�̅�

∂𝒖
= 0 

 وان ا  آنها در الگوریتمتمیمعادلات فوو در حقیقت شتتترایط لا م برای جواب بهینه هستتتتند که 

 .استفاده کرد رگرسیون بردار پشتیبان حداقل مربعات
 طبیعی  بین انواع مختلف مشتری در مدل تبدیلهای برای نرخ مقادیر پیشنهادی(4)جدول 

 مقادیر پیشنهادی تعریف یطبیع تبدیلهای نرخ

𝛼1  ا   تبدیلنرخR  بهP  با متغیر کنترل𝑢1 05/0 

𝛼2  ا   تبدیلنرخR  بهC 10/0 هابا اثرات انواع دیگر مشتری 

𝜆1  ا   تبدیلنرخC  بهR 002/0 هابدون لحاظ کردن انواع دیگر مشتری 

𝜆2  ا   تبدیلنرخC  بهR هابدون لحاظ کردن انواع دیگر مشتری 𝜆1𝐶0/𝑅0 

-(20سئله ) م یشده در با ه  مان  مقادیر پیشنهاده بر اساس   یشنهاد یپ تمیدر الگور یریادگی کیتکن

ست   ( 22) شده ا سته چند جمله  یدیمجموعه جد ا  توان برای اینکارمی. ارائه  ست که   یاا  ه  کیا

دوگان  یهایاتوان با استتتفاده ا  چند جمله یرا م کار نی. ااستتتفاده کرد کندیم جادیمتعامد ا دستتتگاه

 شده انجام داد. یمعرف نیشتابرن

 سا ی عددی برای تایید صحت و کارکرد روش  کنیم ا  شبیه در قسمت بعد چند نمونه ا  ارائه می 

 برای کنترل بهینه پویایی مشتری.رگرسیون بردار پشتیبان حداقل مربعات 

 

 سازی عددیپیاده

شکل  ری  یعدد یهادر مثال شرح  یر  مربعات خطا  نیانگیها، ا  ما  جمله جداول و  ستفاده   به  ا

 شود:یم



MSE𝑢 =
∑  𝑛

𝑖=0 (𝑢𝑖 − �̂�𝑖)2

𝑛 + 1
 

𝑢که در آن  = 𝐶, 𝑃, 𝑅 ،𝑛 + ست،    1 شی ا جواب دقیق یا بهینه با دقت دو رقم   𝑢𝑖تعداد نقاط آمو 

شبیه    شار در  ست و    اع ضای     �̂�𝑖سا ی عددی ا ست. توابع همگی در ف فرض   𝐿2(Ω)جواب تقریبی ا

 اند تا نظریه تقریب جهانی قابل اتلاو باشد.  شده

شد، ا  م  نیز همانطور که قبلا سته،   انیذکر  سته چند جمله  کیتوابع مختلف ه  تمیالگور یبرا یاه

میحاصل   یجبر ستم یمحاسبات، مشتقات و س    یسادگ  شده است، که دلیل این کار  انتخاب  یشنهاد یپ

 کیگذارد که در آن  مان اجرا به عنوان یم ریتأث یمحاستتبات یدگیچیبر پ نیهمچناین انتخاب . باشتتد

 گر،ید یکند. ا  ستتویرفتار م یآمو شتت یهاداده شیدر هنگام افزا یتابع قابل قبول ا  نقاط آمو شتت

شب  ساس تکن  یعدد یسا  هیانتخاب  به حداقل   یبرا ماندهیو نحوه آمو ش تابع باق یسا  هم کیبر ا

 مست ینرخ ها بر س  رییاثرات تغ یبررس  اهدف م ر،ی. در مثال  شود یم یفیط ییرساندن منجر به همگرا 

 است.

ضمن،   سته چند جمله  کیکه  ییا  آنجادر  شتر  پویاییتکامل  یعدد یسا   هیشب  یبرا یاه   یم

ستفاده   ست   ا ش  یهاتعداد داد شده ا سته چند   یتا رفتارها میکن یمحدود م N = 10را به  یآمو  ناخوا

 .میکن یریدرجه بالا جلوگ یهایاجمله

 :شودسیستم  یر را به عنوان یک نمونه موردی لحاظ می
𝜅1 = 1, 𝜅2 = 1.5, 𝜅3 = 0.01 

𝛾 = 106, 
𝛾0 = 0.1, 
𝛾1 = 𝛾0, 

𝛾2 = 0.01 +
0.18

1 + exp(−2𝑡 + 7)
 

𝛾3 = 𝛾0(1 − 0.9 cos(2𝜋𝑡 + 0.26)) 

𝛽1 = 0.01 +
0.99

1 + exp(−2𝑡 + 8)
 

𝛽2 = 0.01 −  0.99 (1 −
0.99

1 + exp(−2𝑡 + 6)
), 

𝛽3 = 0.01 + 0.49(1 − 2 cos(2𝜋𝑡 + 0.26)), 
𝛼1 = 0.05, 
𝛼2 = 0.1, 

𝜆1 = 0.002 

𝜆2 =
𝜆1𝑐0

𝑟0
 

( نشان داده شده است.     1) یرابطهبه عنوان توابع در  مان در  تبدیل ینرخ هامعادلات بالا در حل 
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ود برای مستتئله وج یقیکه راه حل دق ییآنجا ا  شتتوند. یانتخاب م یبه عنوان توابع تناوب این مقادیر

 یاستفاده م  یشنهاد یپ تمیالگور یعدد یسا   هیشب  یو اعتبارسنج  سه یمقا یبرا ویسنار  نیا  بهتر ،ندارد

ش  یشنهاد یپ تمی. الگورمیکن ساو  یبا نقاط آمو  شتر  ،تواند فراوانیی میم  بالقوه و دائمی ،ارجاعی انیم

ستته قستتمت  نیبه ا تیشتتود که کل جمع ی. مشتتاهده ممشتتخص کندکنترل را  یرهایمتغ نیو همچن

 می شود.  1شود با سه مقدار برابر میمجموع که  یشود، به عنوان مثال در وسط با ه  مان یم میتقس
 

 
R (0.2) = 0.00605 ،P (0.2) = 0.98222 ،C (0.2) = 0.01173 

R (0.6) = 0.00638 ،P (0.6) = 0.97169 ،C (0.6) = 0.02193 

R (0.8) =  0.00711 ،P (0.8) = 0.96463 ،C (0.8) = 0.02826 

R (1.0) = 0.00282 ،P (1.0) = 0.95898 ،C (1.0) = 0.03818 

 

دهد که با گذر  مان مشتریان   دهد. این نمودار نشان می را نشان می  Rو  C ،Pمقدار تکامل  1شکل  

کند. با این حال، تعداد مشتتتریان ارجاعی  کاهش پیدا می بالقوهکند و مشتتتریان افزایش پیدا می دائمی

  ی افزایشی نوسانی در ادامه کار است   ی  مانی و داشتن یک رویه ابتدای با ه حاکی ا  رشد سریع در  

شی می  سته   شود و در پایان دوره کاه ستفاده ا  ه شکل   های چندجمله. این توابع با ا ساده در  در  1 ای 

  یدگیچیمرتبه پ ا  نظر یقابل قبول یمحاسبات نهیهز ها حاکی ا آیند. یافتهسا ی به دست میفرآیند شبیه

 .باشدمی یچند جمله ا

 

 



 
  یارجاع انی: مشترنییو پا بالقوه انیمشتر :راست ،دائمی انیمشتر :چپ(1)شکل 

 

 نتیجه گیریبحث و  

ییایپو که در آن میاپرداخته شتتروندهیپ نهیمستتئله کنترل به کی قیعم یمطالعه، ما به بررستت نیدر ا

اند.  شتتده فیتوصتت رخودکاریو غ یرخطیغ لیفرانستتیا  معادلات د یابه کمک مجموعه یمشتتتر یها

  ینتس  یلیتحل یهامعادلات، کاربرد روش نیا یقو اریبس  یرخطیغ اتیا  خصوص   یناش  یهایدگیچیپ

ها، ما استتتتفاده ا      چالش  نی. با توجه به ا   ستتتا دیم جه ینتیرا عملام ب قیدق یها پاستتت   افتنی  یبرا

 کردیو به خصتتوم رو میاحل، مطرح کردهراه کیرا به عنوان  نیماشتت یریادگی شتترفتهیپ یهاکیتکن

 .میانموده نیمتناسب را تدو یاحداقل مربعات با استفاده ا  هسته چندجمله بانیبردار پشت ونیرگرس

( مشخص است مشتریان دائمی افزایش پیدا می کند، تعداد مشتریان بالقوه     1همانطور که در شکل) 

ی  مانی و داشتتتن یک رویه اعی حاکی ا  رشتتد ستتریع در ابتدای با ه رو به کاهش و مشتتتریان ارج

 باشد.افزایشی در ادامه کار است که این نشانگر سیاست مناسب با اریابی شرکت مذکور می

ن و مدل مورد بررسی و تایید متخصصی   : پشتیبانی ا  نظر کارشناسی   در اخر برای اعتبارسنجی مدل  

ست       صنعت قرار گرفته ا سان  شنا شانه که این امر می کار ل  ی قوی برای اعتبار مدتواند به عنوان یک ن

 .باشد

ی  و پشتتتوانه تمام مراحل ستتاخت و تستتت مدل شتتفاف و مستتتند شتتده استتت  و ا  طرفی دیگر

 .که این خود بیانگر این است که مدل به خوبی قابل درک و قابل تجزیه و تحلیل است ریاضیات دارد

که توستتط   پردا دیمحدود م یفضتتا کیها به شتتکل بردار در پاستت  نییبه تع ینیبشیپ ندآیفر نیا

 یآمو ش مدل بر رو ی. تمرکز اصتتلشتتودیمشتتخص م نینامع یبا پارامترها ونیزاستتیستتکرتید ندیفرآ

امعلوم  ن یاا  پارامتره یترقیدق ینیبشیدر کل دامنه مسئله است که امکان پ  ماندهیتابع باق یسا  نهیکم
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 .دهدیرا ارائه م یحل واقعا  راه یانهیبه بیتقر جه،یرا فراهم آورده و در نت

با درجه یهایابر چندجمله یمبتن یسا که بر مدل یآمو ش کردیبه دست آمده، رو جیاساس نتا بر

  یاردنگه تیمؤثر بوده و توانسته است محدود   یتوجهدارد، به شکل قابل  هیتک 10 یمساو  ایکمتر  ی

  ا یاحاصل، به صورت مجموعه   یبیتقر یهارا محقق سا د. جواب  انیتعداد کل مشتر  یصد در صد  

سهولت و کارآ  گردندیم انیب یمعادلات جبر سبات  یهادر پردا ش ییبالا ی مان ییکه نه تنها  ه ب یمحا

غان م  ند، یارم با روش   آور که  عات  یستتتا نه یکم یها بل ماهنگ  یمرب که در آن    یدر ه ند  ها ا   هستتتت

  یهاکیو تکن یجبر یهاحلراه نیب یریپذ قیتطب نیدرجه دوم استفاده شده است. ا    یهایاچندجمله

ما در مواجهه با  یستتا  گر قدرت برجستتته مدل نشتتان  ق،یتحق نیبه کار رفته در ا نیماشتت  یریادگی

 است. یرخطیغ یهاییایپو یهایدگیچیپ

  یهااستتتیستت یمختلف کستتب و کار، ا  جمله در طراح یهانهیدر  م قیتحق نیکردن ا یکاربرد

شتر  یرفتار یالگوها لیو تحل هیمؤثر، تجز یابیبا ار شتر  ارتباط تیریمد یبهبود راهبردها ان،یم   یبا م

ست. اعتبار و دقت ا  ریپذو ارتقاء خدمات پس ا  فروش، امکان   یددع یهاشیتوسط آ ما  قیتحق نیا

یم ینیبشیمطالعه پ نیاستتت. ا دهیگرد دییانجام شتتده، تأ پلیافزار ما  نرم یریگرهکه با به یاگستتترده

در  یو قدرتمند یکاربرد یبه عنوان ابزارها توانندیشتتده م یمعرف یهاکیو تکن هایکه استتترات  کند

  یعاتاطلا یهاتیکه با محدود یطیدر شرا   هیعمل کنند، به و یکیو تاکت کیاسترات   یهایریگمیتصم 

 .میمواجه هست یاتیعمل یهایدگیچیو پ
 

 هامحدودیت

طور جداگانه    به  یتک عوامل کنترل  تک  ق،یتحق نیدارد. در ا زین ییها تی محدود  پ وهش حاضتتتر 

است. علاوه  یآت قاتیتحق یما برا یهایزیرا  برنامه یخود بخش نیاند، که اقرار نگرفته یمورد بررس

رار  ق ینبا توابع صتتاف و بدون نوستتانات ناگها  ییهااستتت که رفتارها در دامنه نیفرض بر ا ن،یبر ا

  یا  دستتتتورکار ما برا   یبخشتتت زین ی مان  تردهی چیو پ عینوستتتانات ستتتر  لی و تحل هی دارند، اما تجز  

 .روندیبه شمار م ندهیآ یهاپ وهش

  ،له ایچندجمبا هستتته  نیماشتت یریادگیبا استتتفاده ا  روش  یمشتتتر ییایپو نهیدر مورد کنترل به

 :باشدیم ریممکن شامل موارد   یهاتیا  محدود یبعض

س   1 ستر ش  یریادگی یهاتمیالگور یاجرا ی: برایکاف یهابه داده ی. د   تیفیبزرگ و ک یهابه داده نیما



 ها موجب مشکل شود.داده نیو پردا ش ا یآورمربوط به جمع یهاتیباشد که محدود ا یبالا ن

سبات  یدگیچی. پ2 ش  یریادگی یهاتمی: الگوریمحا سبات  ا مندین چندجمله ایبا هسته   نیما   دهیچیپ محا

 قدرتمند دارد. یبه منابع محاسبات ا یکه ن هستبر و  مان

  یستتا نهیبه و میبه تنظ ا یمدل، ن یو اجرا یریادگی ندیفرا یستتا نهیبه یپارامترها: برا میبه تنظ ا ی. ن3

 بر و دشوار باشد.وجود دارد که ممکن است  مان پرپارامترهایپارامترها و ها

س  4 ش  یریادگی یهاها: مدلدر داده زیبه نو تی. حسا شند که ممکن  در داده زیحساس به نو  ،نیما ها با

 کنند. فیشوند و عملکرد آنها را تضع 1برا شبیشاست منجر به 

س 5 ش  یریادگی یهامدلا  مدل: معمولام  یریپذری. تف س  دهیچیپ نیما ش  ینییپا یریرپذیتف شند که  دا ته با

 عملکرد مدل شوند. قیممکن است مانع ا  درک دق

را به دقت در  ا یمورد ن یو محاستتبات یفن یهاتیروش، لا م استتت محدود نیا یستتا ادهیپ یبرا

 کرد. ینظر گرفته و بررس

 

 پیشنهادات آتی

  شیدر افزا دی ابزار مف کی مقاله بتواند به عنوان      نیارائه شتتتده در ا  جیکه نتا   میدواری ام ان،ی پا  در

عمل کند و    یمشتتتتر تی ریو مد  یابی با ار  نه یدر  م کی استتتترات  یها یریگمیو بهبود تصتتتم ییکارا 

 شود. نهیو کنترل به هاستمیس پویایی لیتحل یهادر حو ه شتریب یهاشرفتیپ سا نهی م

ا هستتته ب نیماشتت یریادگیبا استتتفاده ا  روش  یمشتتتر ییایپو نهیبا توجه به موضتتوع کنترل به

   باشد: ریشامل موارد   تواندیم ندهیآ یهاپ وهش یبرا یآت شنهاداتیپ ،ایچندجمله

 عملکرد مدل یعمق یابی. ار 1

سترده با د  یهاشی*انجام آ ما ش  یریادگی یهامدل ییکارا یابیار  یمتنوع برا یهاادهگ س  نیما ته با ه

 مختلف. طیدر شرا یاچندجمله

سعه  سبت به تکن مدل نیعملکرد ا سه یمقا یبرا هایاریمع ی*تو ترل  در کن دیو جد یسنت  یهاکیها ن

 .یمشتر ییایپو

شتر   شیبا ار، مانند افزا یمدل در حل مشکلات واقع  یاثربخش  ی*بررس  شت م   یسا  نهیو به ینگهدا

 .یابیبا ار هایسیاست

                                                      
1 Overfitting 
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 یپردا ش موا  یهایا  فناور یریگ. بهره2

  یهایها و معمارنماپردا شتتگر رینظ شتترفتهیپ یافزارهاستتخت یبر رو هاتمیالگور یاجرا شی*آ ما

 ها.کاهش  مان آمو ش مدل یبرا یپردا ش موا 

عت پردا ش بر رو  ریتأث  یابی *ار  نا  یبر رو نیعملکرد و همچن یستتتر پردا ش   یمدل برا  ییتوا

 .دهیچیبزرگ و پ یهاداده

 دیجد یسا نهیبه یها. توسعه روش3

 ایا دحام ذرات  یستتا نهیمانند به دهیچیو پ دیجد یستتا نهیبه یهاتمی*کاوش در استتتفاده ا  الگور

 .نیماش یریادگی یهابهبود عملکرد مدل یبرا ک،یژنت تمیالگور

 نیبا استتتتفاده ا  ا   نه یحل مشتتتکلات خام کنترل به   یها برا و مدل  تمیالگور یپارامترها   قی*تطب

 .یسا نهیبه یهاروش

 پرپارامترهایپارامترها و ها ریتأث ی. بررس4

رختان تعداد د ای یریادگینرخ  رینظ پرپارامترها،یها ریدرک تأث یبرا کیستتتماتیستت یهاآ مون ی*اجرا

 .یینها ییبر کارا به خصوم یهادر مدل

، سا ی بیزی هبهین ای دیگر یمانند جستجو  پرپارامترها،یها میتنظ یبرا ونیاتوماس  یابزارها یریکارگ*به

 هر مسئله به صورت خودکار. یبرا ماتیتنظ نیبهتر افتنیبه منظور 

 گرید یهابا روش یعملکرد سهی. مقا5

با هستتته  نیماشتت یریادگی یهاحاصتتل ا  مدل جینتا یابیار  یبرا یاستتهیمطالعه مقا ی*ستتا مانده

 .قیعم یعصب یهامانند شبکه گرید شرفتهیپ یهایبا تکنولوژ لهیدر مقا یاچندجمله

مو ش،  مان آ ،ینیبشیمختلف: دقت پ یهادگاهیا  د کینقاط قوت و ضعف هر تکن لیو تحل هی*تجز

 .یسا ادهیو سهولت پ یمحاسبات یا هاین

ها و کاهش  دقت مدل شیها، افزابا هدف بهبود روش یکاربرد شتتتنهاداتیپ نیخلاصتتته، ا طوربه

یم شتتنهاداتیپ نیا یاند. اجراشتتده یطراحی مشتتتر ییایپو نهیکنترل به نهیدر  م یاتیعمل یهانهیهز

  ینعتص  یهاحل چالش یبرا نیماش  یریادگیو کارآمد در استفاده ا    نینو یکردهایبه توسعه رو  تواند

 منجر شود.
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