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چكيده: در اين پژوهش براي مطالعه رفتار جريان آميزه هاى لاستيكى در حديده اكسترودر مدلى بر پايه روش اجزاي محدود طراحي شد. 
در اين مدل، معادله ها در دستگاه مختصات استوانه اى به صورت دوبعدى در نظر گرفته شد و شكل ضعيف معادله ها به روش استاندارد 
گلركين به دست آمد. سپس دستگاه معادله ها ى به دست آمده با استفاده از روش اجزاي محدود پنالتى پيوسته حل شد. سيال تراكم ناپذير 
و جريان لايه اى و پايدار در نظر گرفته شد. در اين مدل سيال غير نيوتني فرض شد و رفتار رئولوژيكى آن با دو مدل پاورلا و كرو بيان شد. 
در انتها جهت بررسى درستى مدل، جريان آميزه اى از لاستيك طبيعى و لاستيك استايرين – بوتادى ان در يك حديده متقارن محوري 

مدل سازي شد و نتيجه هاى به دست آمده با نتيجه هاى تجربي به دست آمده از اكسترو  ژن آميزه مقايسه شد.

واژه هاى كليدى: مدل سازى؛ روش اجزاي محدود؛ رئولوژى؛ آميزه لاستيكى؛ مدل پاورلا؛ مدل كرو

مقدمه
  از ميان فرايندهاى موجود براى شكل دهى قطعه هاى پليمرى، 
اكستروژن يكى از فرايندهاى مهم و پركاربرد به شمار مى رود. در 
اين فرايند، پليمر به وسيله ى پيچ اكسترودر به حالت مذاب درآمده 
و سپس با گذشتن از حديده به شكل نهايى دلخواه درمى آيد. كنترل 
و  است  برخوردار  بالايى  اهميت  از  اكستروژن  در  فرايندى  شرايط 

مى تواند از اتلاف مواد اوليه و همچنين انرژى جلوگيرى كند.

هندسه هاى  در  پليمرى  مواد  جريان  رياضى  مدل سازى  امروزه   
گوناگون توجه بيشتر پژوهشگران را به خود جلب كرده است [1- 6]،  

زيرا اين امكان را فراهم مى آورد تا بدون انجام آزمون و خطا شرايط 
جويى  صرفه  انرژى  و  هزينه  وقت،  در  و  تعيين  را  فرايندى  بهينه 
كرد. روش هاى متعددى براى مدل سازى رياضى جريان مذاب پليمر 
در فرايندهاى گوناگون وجود دارد كه از ميان آن ها مى توان روش 
اجزاي محدود را به عنوان يك روش قدرتمند و دقيق براى اين 
كار نام برد. تاكنون تلاش هاى زيادى براى مطالعه و بررسى رفتار 
جريانى مذاب هاى پليمرى در فرايندهاى متفاوت، به ويژه اكستروژن، 
و به روش اجزاي محدود، شده است [7- 9] و در هر يك از آن ها، 
است.  شده  گرفته  نظر  در  فرآيندى  گوناگون  شرايط  و  ها  حالت 
اكستروژن  فرايند  در  بالايى  مصرف  كه  پليمرى  مواد  از  دسته اى 
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دارند الاستومرها هستند. مطالعه رفتار جريانى آميزه هاى لاستيكى 
كنترل  در  سزايى  به  تاثير  و  بوده  مهم  بسيار  اكسترودر  حديده  در 

ويژگى هاى آن دارد. 

در اين كار پژوهشى يك مدل رياضى براى بررسى رفتار رئولوژيكى 
آميزه هاى لاستيكي طراحي شد و براي تعيين درستى آن از آميزه اي 
دى  ان بوتا   - استايرن  لاستيك  و  طبيعى  لاستيك  از  متشكل 

 (NR/SBR) استفاده شد. در اين مدل از روش اجزاي محدود براى 
حل معادله هاى جريان در يك حديده با هندسه متقارن محورى 
استفاده شد و نيمرخ سرعت و نيمرخ فشار در حديده و همچنين دبى 
جرمى محاسبه شد. فرض هاى در نظر گرفته شده در اين مدل به 

قرار زير است:
 سيال تراكم ناپذير و جريان لايه اى است.- 1
جريان هم دما و پايدار در نظر گرفته شده است.- 2
دستگاه - 3 در  نيز  ها  معادله  حديده،  محورى  تقارن  دليل  به 

استوانه اى و به صورت دوبعدى در نظر گرفته شد.
 با در نظر گرفتن تقارن محورى و فرض دوبعدى بودن جريان، 
حجم معادله ها و محاسبه ها بسيار كاهش يافته و زمان حل نيز 
بسيار كمتر مى شود. در انتها اكستروژن اين آميزه با يك اكستردور 
تجربى  صورت  به  جرمى  دبى  و  فشار  و  شد  انجام  آزمايشگاهى 
اندازه گيرى شد. با مقايسه اين مقدار تجربى و دبى جرمى به دست 
آمده از مدل سازى، اختلاف قابل قبولى بين نتيجه هاى  ديده شد 
كه بيان گر توانايى مدل توسعه يافته در مطالعه جريان آميزه هاى 

لاستيكى در حديده اكسترودر است. 

مرورى بر مدل سازي هاي انجام شده
اجزاي  مدل سازى  زمينه  در  كه  بسيارى  هاى   مطالعه  ميان  از 
محدود جريان مذاب هاى پليمرى در حديده اكسترودر صورت گرفته 
است، مى توان به كار ميتسوليس اشاره كرد [9]. او در اين كار با 
روش اجزاي محدود به محاسبه ميزان تورم ماده خارج شده از حديده 
اكسترودر پرداخت. همچنين مى توان از كار گانوير و همكارانش [10] 
نام برد. او نيز با يك روش جديد اجزاي محدود به بررسى تورم پس 

از حديده پرداخت.
از ديگر كارهاى انجام شده مى توان كار هوانگ و همكارانش [11] 

پلاستيكى  لوله هاى  اكستروژن  فرايند  بررسى  به  آن ها  برد.  نام  را 
پرداخته و طراحى حديده به كار رفته در اين فرايند را بهبود دادند. 
افزون بر اين كارها، مارين و همكارانش [1] نيز به بررسى جريان 
يك مذاب پليمرى پرداختند. آن ها در كار خود اثرات الاستيك را 
نيز در نظر گرفته و پيچيدگى هاى ديگرى مانند تغييرهاى دمايى و 
همچنين تغييرها با زمان را نيز در بررسى خود گنجاندند. در پژوهشى 
ديگر قريشى و همكارانش [6] جريان يك ترموپلاستيك الاستومر 
ديگر [7]  كارى  در  گروه  اين  كردند.  مدل  اكسترودر  حديده  در  را 
با يك مدل سه بعدى اجزاي محدود جريان اين ماده را در ناحيه 

سنجش (metering) اكسترودر بررسى كردند. 
در  جريان  مدل سازى  با  توانستند  نيز   [5] همكارنش  و  برتاس 
اكستروژن  براى  را  كارى  نقطه  حديده،  در  همچنين  و  اكسترودر 
و  نوروزى  همچنين  آورند.  دست  به  پلى اتيلن  از  متفاوت  نوع  چند 
همكارانش [2] توانستند جريان را درون يك كانال داراى انحنا با 
سطح مقطع مربعى مدل كنند. آن ها در اين كار به بررسى اثرات 
متغيرهاى  ساير  و  سرعت  رخ  نيم  روى  مقطع  سطح  نوع  و  انحنا 

جريان پرداختند. 
و  پيوستگى  هاى  معادله  بايد  مواد  جريان  نحوه  مطالعه  براى 
اندازه ى حركت براى سيستم مورد نظر نوشته شود. براى حديده با 
هندسه متقارن محوري (شكل 1) اين معادلات در دستگاه مختصات 
استوانه اى و به صورت دوبعدى و با صرف نظر كردن از نيروهاى 
عمل كننده روى حجم (مانند نيروى جاذبه) به صورت زير درخواهد 

آمد [13].

(1)   معادله پيوستگى 

(r) (2) معادله اندازه حركت در جهت شعاعى

(z) (3)   معادله اندازه حركت در جهت محورى
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ثابت  را  سيال  گرانروى  كه  است  نيوتن  گرانروى  قانون  معادلات 
و مستقل از ميدان در نظر مى گيرد. اما رفتار رئولوژيكى اكثر مواد 
شكل  تغيير  سرعت  تنسور  اندازه  به  وابسته  حالت  ساده ترين  در 
است. دو معادله رئولوژيكى به كار رفته در اين مطالعه معادله پاورلا 
دو  اين  در   .[14] است   (Carreau) كرو  معادله  و   (Power-law)
معادله گرانروى سيال تابعى از اندازه تنسور سرعت تعيير شكل است.

(4)   معادله پاورلا                                      
        

(5)   معادله كرو                         

براى حل هـــمزمان اين معادله ها و به دســــت آوردن نيمرخ 
بردار سرعت نــيازمنـــد يك معادله ديگر هستيم كه رابطــــه 
شكــل تغيير  سـرعت  تنسور  و   (Stress tensor) تنش  تنسور 

 (tensor deformation of Rate) را بيان مى كنـــد. اين رابطه به 
معادله ساختارى يا معادله رئولوژيكى سيال معروف است. با داشتن 
اين معادله دستگاه معادله هاى ما كامل شده و با حل آن مى توان 
سرعت را به دست آورد و سپس با داشتن بردار سرعت مى توان دبى 

را محاسبه كرد.
معادله ساختارى سيال

براى بيان رفتار رئولوژيكى يك سيال در جريان هاى با سينماتيك 
اين  نوع  ساده ترين  مى شود.  استفاده  ساختارى  معادله  از  گوناگون، 
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شكل 1 شكل سه بعدى و سطح مقطع دو بعدى حديده استفاده شده براى اكستروژن (واحدها به ميلى متر است)



در اين معادلات η0 ضريب ثابت معادله، n توان معادله و λ يك 
ثابت زمانى است. همچنين اندازه تنسور سرعت تغيير شكل براى 
هندسه مورد نظر (به صورت دوبعدى و در دستگاه استوانه اى) به 

صورت زير تعريف مى شود.

 (6)   اندازه تنسور سرعت تغيير شكل

 (shear thinning) معادله پاورلا تنها رفتار رقيق شونده با برش
مذاب پليمرى را پيش بينى مى كند اما معادله كرو قادر به پيش بينى 
رفتار نيوتنى مذاب در برش هاى اندك نيز هست و از اين جهت بر 

مدل پاورلا برترى دارد. 
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از  آمده  دست  به   NR/SBR آميزه  رئولوژيكى  پارامترهاى   1 جدول 
رئومترى اسليت

شرايط مرزى
آخرين گام در تعريف مسأله مشخص كردن شرايط مرزى مربوط 
به آن است. در اين مسأله با توجه به هندسه حديده و دو بعدى در 
نظر گرفتن آن از دو نوع شرط مرزى استفاده مى كنيم. بر روى ديواره 
شرط مرزى نوع اول (ديريكله) را داريم و سرعت برابر صفر است. 
در روى محور حديده با توجه به تقارن مسأله شرط مرزى نوع دوم 
(نيومان) را خواهيم داشت و اندازه حركت نفوذى از آن را صفر در 
نظر مى گيريم. اين دو شرط مرزى در معادله هاى زير آورده شده 

است.

(7)   شرط مرزى روى ديواره 

(8)   شرط مرزى روى محور تقارن  

حل اجزاي محدود
روش هاى  محدود  اجزاي  روش  به  ها  معادله  دستگاه  حل  براى 
گوناگونى مانند روش تركيبى1 و روش هاى پنالتى گسسته2 و پنالتى 
پيوسته3 وجود دارد [15 و 16]. در اين كار از روش پنالتى پيوسته 
استفاده شد و مزيت اين روش بر دو روش ديگر در اين است كه 
حجم معادله ها كمتر بوده و همچنين مى توان شرط مرزى فشارى 

را به طور مستقيم اعمال كرد.
در اين روش فشار با ضريبى از معادله پيوستگى جايگزين مى شود 
و سپس با قرار دادن مشتقات آن در معادله اندازه حركت فشار از اين 

معادله حذف مى شود.

(9)

λ* ضريب پنالتى است و خود آن به صورت  در اين معادله 
ضريبى از ناروانى در نظر گرفته مى شود.

(10)

با به كار بردن روش استاندارد گلركين و جايگزين كردن تنش 
τ در معادله هاى اندازه حركت و همچنين  ηγ= & به شكل كلى 
جايگزينى فشار با توجه به معادله (9)، به معادله هاى ضعيف شده 

زير مى رسيم
(r) (11)   معادله ضعيف اندازه حركت در جهت

0v =

. 0n τ =)

( )* 1 z
r

vp rv
r r z

λ ∂∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

*λ λη=

( )1

2

2

z z
r z

z
r

z r

z

z r z
r z

v vv v d
r z

vrv
v v r r z d

r r z z v
z

v v vn p n d
r z z

ρω

λ
ω ωη

η

ω η η

∂ ∂⎛ ⎞+ Ω+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞∂∂⎡ ⎤+⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎜ ⎟+ + Ω⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

+⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ∂ ∂ ∂ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + − + + Γ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∫

∫

∫�

سال چهارم، پاييز 89، شماره 15 (JACR) نشريه پژوهش هاى شيمى كاربردى

مجتبى باقرى جاغرق و همكاران

٨



(z) (12)   معادله ضعيف اندازه حركت در جهت
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حال با داشتن معادله هاى ضعيف شده، انتخاب يكى از دو مدل 
مى توان  مرزى  شرايط  اعمال  همچنين  و  شده  ارايه  رئولوژيكى 
دستگاه معادله ها ى بالا (معادله ها ى (11) و (12)) را حل نموده و 
نيمرخ سرعت و فشار را به دست آورد. سپس با داشتن سرعت در هر 
نقطه مى توان دبى جرمى را محاسبه كرد. در كار حاضر، مدلى تحت 
زبان برنامه نويسى فرترن نوشته و از اجزاي چهار ضلعى چهار گره اى 

براى مش بندى هندسه حديده استفاده شده است.

بخش تجربى
استـايرين–  لاستيك  و  طبيعـــى  لاستيك  از  آميـــزه اى 
آزمايشگاهى  غلــتك  يك  روى  به 60   نسبت 40  به  بوتادى ان 
(Shwabenthan polymix 200L) تهيه شد. لاستيك طبيعى از 
 SBR 1502 و لاستيك استايرين – بوتادى ان از نوع SMR 20 نوع
بود و مدت اختلاط روى غلتك در حدود 30 دقيقه بود. پس از تهيه 

آميزه، به آن 24 ساعت استراحت داده شد. 
دو  در  موجود  رئولوژيكى  پارامترهاى  آوردن  دست  به  براى 
معادله پاورلا و كرو آميزه مورد نظر تحت آزمون رئومترى اسليت 
قرار گرفت. با برازش منحنى روى داده هاى به دست آمده از اين 

رئومترى، پارامترهاى مورد نظر به دست آمدند. 
داده هاى رئولوژيكى اين آميزه در جدول 1 آورده شده است. پس 
 Shwabenthan) آزمايشگاهى  اكسترودر  يك  در  را  آميزه  آن  از 
politest 20T) اكسترود كرده و داده هاى دبى بر حسب اختلاف 

فشار براى آن ثبت شد. اكسترودر استفاده شده داراى 3 ناحيه حرارتى 
بود كه دو تاى آن روى سيلندر و سومى روى حديده بود. دماى دو 
سانتى گراد  درجه  و 80  ترتيب 70  به  سيلندر  روى  حرارتى  ناحيه 

تنظيم شد و دماى حديده اكسترودر در 90 درجه سانتى گراد قرار 
سانتى گراد  درجه   90 دماى  در  نيز  رئولوژيكى  داده هاى  شد.  داده 

اندازه گيرى شدند.

نتيجه ها و بحث
براى انجام مدل سازي  در ابتدا نيازمند انتخاب يك مش مناسب 
بوديم و با انجام مدل سازى براى چندين مش و بررسى روند تغيير 
بدين  برگزيديم.  را  مناسب  مش  يك  مش،  شدن  ريزتر  با  پاسخ 
ترتيب با انتخاب يك مش بندى مناسب و اجراى روند گفته شده 
در بخش هاى پيشين، مدل سازى جريان انجام شد. مش به كار رفته 
در اين كار داراى 3200 جزء چهار ضلعى چهار گــره اى و در جمع 
3381 گره بود. شكل هاى 2 و 3 به ترتيب نيم رخ سرعت و نيم رخ 

فشار در اين حديده را نشان مى دهد. 
همان طور كه از اين دو شكل پيداست در ابتداى ورود جريان به 
حديده سرعت اندكى بالا بوده و در ميانه حديده به دليل افزايش 
سطح مقطع گراديان فشار در جهت محور حديده كاهش يافته و 
به همين خاطر سرعت پايين مى آيد. اما در ادامه با كاهش سطح 
به  نيز  سرعت  محور،  جهت  در  فشار  گراديان  رفتن  بالا  و  مقطع 
مقدار قابل توجهى افزايش مى يابد. با توجه به شكل 2 و 3 مى بينيم 
كه مدل توانسته تا حد قابل قبولى فشار را مشابه مقدار اندازه گيرى 
شده (اختلاف فشار در جدول 2 گزارش شده است) به دست آورد. 
اما در انتهاى حديده انتظار مى رود فشار به فشار اتمسفر كاهش يابد 
و صفر شود حال آنكه مدل اين توانايى را نداشته و فشار بيشترى 
را محاسبه كرده است كه اين مطلب از ضعف روش اجزاي محدود 
پنالتى پيوسته در محاسبه فشار ناشى مى شود. حال با داشتن نيم 
رخ سرعت در حديده مى توانيم در هر سطح مقطع دلخواه دبى را 

محاسبه كنيم. 
جدول 2 مقايسه دبى تجربى و مقدار به دست آمده از مدل سازى 
را نشان مى دهد. همان طور كه از نتايج پيداست دبى مدل سازى با 
خطاى قابل قبولى به دبى تجربى نزديك است و مقدار خطا هنگام 

استفاده از مدل كرو كمتر است.
 همانطور كه پيش از اين نيز گفته شد برترى مدل كرو در پوشاندن 
رفتار نيوتنى ابتدايى مذاب پليمرى است در حاليكه مدل پاورلا تنها 
با  حتى  البته  دهد.  پوشش  را  برش  با  شونده  رقيق  رفتار  مى تواند 
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شكل 2 نيمرخ سرعت محورى در حديده (بدست آمده با استفاده از مدل كرو)

استفاده از مدل كرو نيز هنوز خطا وجود دارد و اين خطا از اين مطلب 
ناشى مى شود كه در اين مدل سازى رفتار آميزه الاستومرى به طور 
كامل، ويسكوز در نظر گرفته شده است در صورتيكه مى دانيم رفتار 
اين مواد ويسكولاستيك بوده و بايد در معادله هاى ساختارى پاسخ 

الاستيك جزئى نيز گنجانده شود. 

به اين ترتيب مى توان نتيجه گرفت كه مدل توسعه يافته توانايى 
مدل سازى رفتار جريان آميزه هاى لاستيكي در حديده اكسترودر را 
قابل  خطاى  با  مى توانند  كرو  و  پاورلا  مدل  دو  همچنين  و  داشته 
قبولى براى بيان رفتار رئولوژيكى اين آميزه ها به كار روند. هرچند 
براى دستيابى به پاسخ هاى دقيق تر نيازمند به كار بردن معادله هاى 

سال چهارم، پاييز 89، شماره 15 (JACR) نشريه پژوهش هاى شيمى كاربردى
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درصد خطا (٪)دبى تجربى (s/g)دبى مدل سازى (s/g)اختلاف فشار (bar)نام مدل

680/13350/113317پاورلا

680/12820/113312كرو

جدول 2 نتيجه هاى مدل سازى و مقايسه آن با دبى تجربى

شكل 2 نيمرخ فشار در حديده (بدست آمده با استفاده از مدل كرو)
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ساختارى پيچيده تر هستيم. 
نتيجه گيرى

در اين كار تحقيقاتى از روش اجزاي محدود پنالتى پيوسته براى 
اكسترودر  حديده  در  لاستيكى  آميزه  يك  جريان  رفتار  مدل سازى 
استفاده شد. رفتار رئولوژيكى اين آميزه با دو معادله ساختاري پاورلا 
و كرو بيان شد. سپس يك آميزه لاستيكى متشكـــل از لاستيك 

طبيعى و لاستيك استايرين – بوتادى ان اكسترود شد و اختلاف 
نتايج  مقايسه  شد.  ثبت  تجربى  داده هاى  عنوان  به  دبى  و  فشار 
مدل سازى و تجربى نشان دهنده توانايى مدل طراحي شده و روش 
پنالتى پيوسته در مدل سازى جريانى و توانايى دو مدل پاورلا و كرو 
و برترى مدل كرو بر مدل پاورلا، در بيان رفتار رئولوژيكى آميزه هاى 

لاستيكى است.



Finite element study of the flow of rubber compounds in an extruder die
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Abstract: A finite element model was developed that can simulate the flow behavior of 
rubber compounds in extruder dies. In this model ٢D flow equations were considered in 
cylindrical coordinate system and the weak form was derived based on standard Galerkin 
method. Then the equation set was solved using continuous penalty finite element method. 
Fluid was considered to be incompressible and the flow was assumed to be laminar and 
steady state. In this model fluid was presumed as non-Newtonian and Power-law and Carreau 
constitutive models were applied to reflect its rheological behavior. In the end to verify the 
model, the flow of a NR/SBR compound was simulated through an axisymmetric die and its 
results were compared to the experimental results of the extrusion of the compound.
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