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پایه با  گذاری اختیار معامله اروپایی تحت دارایی تخمین پارامترهای مدل قیمت

 تلاطم تصادفی با کمک رهیافت تابع زیان
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 چکیده

باشد که در ترین جستارها در علوم مالی میهای تلاطم تصادفی یکی از مهمبرآورد ارزش اختیار در مدل

ها پارامترهای  است. اما در بسیاری از این پژوهشهای فراوانی انجام گرفته چند دهه اخیر پیرامون آن پژوهش

ها بکار ای به نحوه انجام آن، در محاسبه قیمت اختیار معاملهو یا بدون هیچ اشاره 1مدل، بدون واسنجی

خواهیم با می 2های هستون کلاسیک و هستون مضاعف اند. در این مقاله ضمن معرفی و بررسی مدلرفته

ختیار های ا های این دو مدل را تخمین بزنیم.به همین منظور از قیمتپارامتر 3کمک رهیافت تابع زیان

ایم گرفته های توافقی متفاوت بهرهبا سررسیدهای یکسان و قیمت 4فروش اروپایی سهام شرکت مایکروسافت

ایم نشان توانسته 2۱15قیمت اختیار فروش این شرکت در آوریل   6تلاطم ضمنی 5و با نمایش اثر تبسم

به مدل هستون کلاسیک مدت کارکرد بهتری نسبت  دهیم که مدل هستون مضاعف در سررسیدهای کوتاه

 .دارد
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 مقدمه -1

گذاریِ ی قیمتبرای حل مساله ( Black and Scholes, 1973فیشر بلک و مایرون شولز ) 14۹3در سال 

در یک فضای  ۹اختیار معامله اروپایی، راهبرد نوینی را پیشنهاد کردند که مبتنی بر تشکیل سبدی خودتامین

ها نشان دادند که اگر فردی در یک بازار کامل به جای خرید یک اختیار، با پولی بود. آن 8بدون آربیتراژ

تواند در سررسید، سودی مشابه با اعمال این اختیار را کسب کند. برای  میقرضه بخرد یکسان سهام و ورقه 

سازی کردند و با پوشش کامل مدل 4ها قیمت سهام را با کمک یک فرایند وینر هندسیانجام این کار آن
شولز را استخراج کنند. این -پذیر توانستند که رابطه معروف به فرمول بلکهای نوسان سبد و حذف عامل

پایه رونق ببخشد، اما  با سقوط بازارهای سهام گذاری مشتقات را با استفاده از داراییتوانست بازار قیمت مدل

ها  ای برای سایر مدل شولز کارایی خود را از دست داد و تنها به عنوان پایه –، مدل بلک 14۹8در اکتبر 

 مورد استفاده قرارگرفت. 

شولز از معادله -پایه در مدل بلک  کنیم که قیمت دارایی ن میتر این موضوع خاطرنشا برای تبیین بیش

 1۱دیفرانسیل تصادفی

(1)                                                  Q
t t t tdS r S dt S dW   

 

Qتلاطم و  مدت، بهره کوتاه نرخ rکند. در این معادله پیروی می
tW  یک فرایند وینر استاندارد تحت

تنها پارامتر غیرقابل مشاهده در این توان گفت که می (1)است. با توجه به معادله  Qاندازه ریسک خنثی

های پایه در زمان  تغییرات قیمت داراییتوان آن را با استفاده از سوابق تاریخیِ  مدل است که می
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انجامد در حالی که هدف ما  می 11پذیری تاریخی برآورد کرد. اما این راهبرد به محاسبه نوسان

گران عرصه مالی مقدار تلاطم را با استفاده از قیمت  گیری تلاطم در آینده است. از همین روی پژوهش اندازه

)تر اگر کنند. به بیان دقیق گیری می مشتقه در بازار اندازه , , , , )tP t S K T  ی برابر قیمت مشاهده شده  

)در بازار و  Kتوافقی و قیمت  Tی با سررسیدحق اختیار فروش اروپای , , , , , )BC tP t S K T r   تابع

 آمده  از برابری گاه تلاطم بدست شولز باشد آن-گذاری اختیار فروش اروپایی در مدل بلک قیمت

(3)                                     ( , , , , , ) ( , , , , , )BC t tP t S K T r P t S K T r   

 

حال اگر ما تلاطم ضمنی مدل را به ازای  .شود سو با نگاه بازار یا تلاطم ضمنی نامیده می تلاطم هم

بدست آوریم مقادیر مختلفی برای تلاطم ضمنی  Kتوافقی های متفاوت یک حق اختیار با قیمت سررسید
 شولز در تناقض است.-در مدل بلک آید که این با فرض ثابت بودن  مدل بدست می
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فرایندی تصادفی در نظر  (1)را در معادله  های زدودن این کاستی آن است کهیکی از رهیافت 

گذاری یکی از رویکردهای انجام شده در جهت اصلاح قیمت 12های تلاطم تصادفی بگیریم. در واقع مدل

های تلاطم ضمنی به اند چولگی و کشیدگی را در رویهها هستند که تا حد قابل قبولی توانستهاختیار معامله

 نمایش بگذارند.  

 ,Hestonهای تلاطم تصادفی یعنی مدل هستون ) های مدل ترین شاخه در این مقاله ما به یکی از مهم

تکوین مدل  های های مدل هستون کلاسیک، چرایی ایم و ضمن معرفی و بررسی نارسایی ( پرداخته1993

ایم که مدل  ایم و در انتها نشان داده ( را نیز بررسی کردهChristoffersen, et al, 2009) هستون مضاعف

را به نمایش بگذارد.  تواند اثر تبسم تلاطم ضمنی بازار هستون مضاعف بهتر از مدل هستون کلاسیک می

ست که انجام چنین کاری به تخمین پارامترهای هر دو مدل وابسته است. به همین منظور با استفاده  بدیهی

 ایم این مهم را به توانسته 13افزار متلب سازی الگوریتم تابع زیان در محیط نرم های واقعی و با پیاده از داده

نمائیم در  توان به صورتی که بیان می شده ساختار مقاله را می دادهانجام برسانیم. پس با توجه به توضیحات 

ایم. بخش سوم را به  گذاری بدون آربیتراژ  را بیان کرده نظر گرفت. در  بخش دوم مبانی نظری ارزش

ایم و با  ها و معایب مدل هستون را بیان کرده ایم و در بخش چهارم مزیت شناسی پژوهش اختصاص داده روش

گذاری اختیار اروپایی را در مدل هستون مضاعف بدست  ایم فرمول قیمت کاک توانسته-ه فایمنکمک قضی

 ایم. آوریم. و در نهایت در بخش پنجم پارامترهای دو مدل را با بکارگیری رهیافت تابع زیان تخمین زده 

 

 مبانی نظری و مروری بر پیشینه پژوهش  -2

تامین  یار معامله اروپایی معمولا از راهبرد تشکیل سبدی خودگذاری مشتقات مالی مانند اخت برای قیمت

ها تنها منحصر به  گذاری گیریند. منظور از راهبرد سبد خودتامین سبد مالی است که در آن سرمایه بهره می
باشد. به عبارتی نه چندان جامع و مانع یک سبد خود  پایه و مشتقه مربوط به آن می خرید و فروش دارایی

شولز -عاملی مانند مدل بلک های تک بدی است که تزریق خارجی و برداشت پول ندارد. در مدلتامین س

گیرند. یعنی یک  بهره می 14گذاری اختیار اروپایی از استرتراتژی دلتا پوشش برای بدست آوردن فرمول قیمت

خرند. سپس با  می tSواحد سهام به قیمت آنی  فروشند و به جای آن را می Uواحد اختیار به قیمت

آورند. در  اند بدست می دینامیک ارزش سبدی را  که تشکیل داده (Oksendal, 2002) 15بکارگیری لم ایتو

کنند تا ضریب جمله تصادفی یا  ای انتخاب می را به گونه پذیر، های نوسان گام بعد برای حذف عامل
Qضریب 

tdW (  در آن برابر صفر شود. و در انتها این راهبرد با بحث تشکیل سبدی بدون آربیتراژBjork, 

 رو ست که با کمک معادله پیش انجامد. گفتنی ( به یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی می2009

گذاری اختیار معامله اروپایی را از روی این معادله دیفرانسیل با مشتقات  توان فرمول قیمت می 16گلموگروف

های دوعاملی مانند مدل هستون برای بدست آوردن  (. در مدلLudviggson, 2013جزئی استخراج کرد )

اوت که به دلیل وجود دو عامل گیرند با این تف گذاری اختیار اروپایی روندی مشابه را پیش می فرمول قیمت

 Tها، با تشکیل سبدی شامل سهام و تنها یک اختیار با سررسید پایه این مدل تصادفی در دینامیک دارایی
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توان سبد را پوشش داد. به همین منظور در ابتدا سبدی شامل سهام و دو اختیار اروپایی با سررسیدهای  نمی

و سررسید Vدهند. سپس در راستای پوشش سبد، اختیار اورپایی با ارزش را تشکیل می T2و  T1متفاوت 

T1 فروشند و به جای آن را می1  واحد سهام و2 واحد از اختیار Uبا سررسیدT2 خرند. و در  را می

lntفرایند  1۹انتها با کمک تابع مشخصه tx S  فرم نیمه بسته قیمت اختیار اروپایی را از روی معادله

 (.  Heston, 1993) کنند دیفرانسیل سهموی ایجاد شده استخراج می

گذاری اختیار اروپایی نیست. از  استفاده از استرتژی پوشش دلتا تنها راه استخراج فرمول قیمت

بدری ) 14ای گذاری دارایی سرمایه قیمت ( ، الگویBjork, 2009) 18راهبردهایی همچون سبد بازسازی شونده

توان برای این منظور استفاده کرد.  ( نیز میCox, et al, 1979)2۱ ای و حدِ مدل درخت دوجمله( 2، ص1342،

ها را  های فراوانی همراه است که کاربرد آن های چند عاملی با پیچیدگی اما بکارگیری این راهبردها در مدل

معادله  21کاک چند بعدی -عاملی معمولا با استفاده از قضیه فایمنَ چندهای  کند. در مدل محدود می

ها را به یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی تبدیل  پایه این مدل دیفرانسیل تصادفی قیمت دارایی

( و Duffie, et al, 2000) 22و با کمک معادله ساختار زمانی آفین ( Grzelak and Oosterlee, 2009) کنند می

 آورند. ضیه تبدیل فوریه وارون فرم نیمه بسته قیمت اختیار اروپایی را بدست میق

گذاری،  ترین گام بعد از استخراج فرمول قیمت های مالیِ تک عاملی یا چندعاملی مهم در تمامی مدل

معناست.  تخمین پارامترهای مدل است. بدون تخمین این پارامترها هرگونه بحثی در باب کارایی مدل بی

 Nelderمید)-سازی نلدر های همچون الگوریتم بهینه توان از روش های مالی می برای تخمین پارامترهای مدل

and Mead., 196523نمایی( روش حداکثر درست (Hald, 1999 روش تابع زیان، روش تخمین استوار ، )

(Press, et al, 1992 و راهبرد تکامل تفضیلی )(Storn and Price., 1997 )دهه اخیر   استفاده کرد. در

های فراوانی پیرامون تخمین پارامترهای مدل هستون کلاسیک صورت گرفته است که از این میان  پژوهش
(، Gauthier and Rivaille, 2009(، گوتیه و ریویل)Atiya and Wall, 2009های اتیه و وال ) توان به مقاله می

( اشاره کرد در این مقاله ما نیز با Gilli and Schumann ,2011) ژیلی و شومان( و Kilin , 2007) کیلین

ایم و با نمایش  کمک رهیافت تابع زیان پارامترهای مدل هستون کلاسیک و هستون مضاعف را تخمین زده

ایم که مدل هستون مضاعف کارکرد بهتری نسبت به مدل  ها نشان داده اثر تبسم تلاطم ضمنی این مدل

 هستون کلاسیک دارد.  

         

 شناسی پژوهش روش -3

پژوهشی  گیری از روش  ها اشاره کردیم نیازمند بهره های قبل به آن  برای تحقق اهدافی که در بخش

بهره  های هستون کلاسیک و هستون مضاعف نرخ نظرمان هستیم. چراکه در مدل های مورد متناسب با مدل

پارامترهای مدل باید  ( بنابراین برای تخمین 1341،  8۱ثابت است و جمله پرش وجود ندارد )نیسی، ص
روش تحقیق مورد استفاده در این مقاله، تحقیق  .ها استخراج کنیم هایمان را  از بازاری با این ویژگی داده

ی مدارک  شود. این روش بر پایه است که یکی از انواع راهبردهای تحقیق کیفی محسوب می 24موردی
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(. به Yin, 2009) اند دقیق و عینی است که در خلال زمان معینی رخ دادهمحسوس و مبتنی بر مشاهده 

ایم.  گرفته ماهه  بهره های اختیار فروش سهام شرکت مایکروسافت با سررسید یک همین منظور از قیمت

است که جزئیات فروش بخشی از آن مبادله شده (25ست که این اختیار در بازار سهام آمریکا ) نزدک گفتنی

 ایم.   آورده  2جدول  را در

 

 ها های پژوهشی و روش حل عددی آن  مدل -۴

طورکلی  شود. به های تلاطم تصادفی، تلاطم خود به عنوان فرایندی مستقل در نظر گرفته می در مدل

 های تلاطم تصادفی به صورتپایه در مدلدینامیک داریی

(4)                                              ( ) ( )

( , ) ( , ) ( )

t t t t

t t t

dS S dt f v S dW t

dv t v dt t v dW t

 

 

1

2



 

  

 

]:تابعی نامنفی ، f،عددی ثابت است که در آن , ]T 0 و:[ , ]T 0  ،توابعی هموار

) و )W t1
)و )W t2

 Hull) های هول و وایتباشند. مدل می دو فرایند وینر استاندارد با ضریب همبستگی 

and White,1988,) (چنزی و اسکاتChensey and Scott, 1989 ,)(استین و استینStein and Stein,1991 )

-آورده شده 1شان در جدولپایههای پیشگام در این رهیافت هستند که اجزای دینامیک داراییاز جمله مدل

 است.

 : دینامیک دارایی پایه در مدل های تلاطم تصادفی پیشگام 1جدول 

)( مدل tvf ( )
t

t ,v ( )
t

t ,v 

 هول و وایت
tv 

tv 
tv 

tv ویگینز
e tv 

tv 

tv چنزی و اسکات
e )( tv  

|| استین و استین tv )( tv  
 

نشان   های پیشگام توانستند اثر تبسم تلاطم ضمنیِ بازارهای مالی را تاحدودیکه مدلبا وجود آن

کاست. این ها میها از کارایی آن دهند، اما نبود فرمول صریح برای محاسبه قیمت اختیار اروپایی در این مدل

های ( برطرف شد. در حقیقت مدل هستون نخستین مدل از مدلHeston ,1993کاستی در مدل هستون)

حاسبه قیمت اختیار اروپایی برحسب بار با یک اسلوب نوین فرمولی برای متلاطم تصادفی بود که برای اولین

 توابع مشخصه ارائه کرد. 
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 ها ها و نارسایی هستون، مزیت   مدل  ۴-1

)در مدل هستون کلاسیک  )t tf v v اینگرسول و راس)-یک فرایند ایتو از نوع کاکسCox, et 

al.,1985.پایه به صورت  هستون نشان داد که اگر دینامیک دارایی ( است 

 

(5)                                            
( ) ( )

( ) ( )

[ ( ) ( )]

t t t t

t t t

Q

dS r q S dt v S dW t

dv v dt v dW t

E dW t dW t dt

  



  

  



1

2

1 2

 

 

پایه با قیمت آنی که روی دارایی Kاختیار خرید اروپایی با قیمت توافقیTتوان قیمت میباشد آنگاه 

lnt tx S است را از رابطه بسته شده 

 

(6)                                     ( , , , , , ) q r
t t tC t S v q K T S e P K e P  1 2

  
 

زمان تا سررسید است.  بازده سود سهام و qنرخ بهره ثابت، rست که در این رابطه بدست آورد. گفتنی

 های متفاوتی هستند بطوری که تحت اندازه مارتینگل txتوابع چگالی انتقال فرایند P2و P1همچنین

 

(۹)                      
ln ( ; , , )

( , ; , ln ) Re

( ; , ) exp[ ( , ) ( , ) ]

i K
j

j t t T

j t t j j t t

e f t x v
P x v x K d

i

f v x C D v i x

  
   

 
 

  


0

1 1
2

 


 

     

  

 و 

(8)              
( , ) ( ) ( ) ln

( , )

j

j

j

d

j

j j j

j

d
j j

j d

j

g ea
C r q i b i d

g

b i d e
D

g e

 
      
 
 

   
 
  

2

2

1
2

1

1

1







     


 
 



 

 

j,به ازای (8)درضمن پارامترهای بکار رفته در رابطه  1   عبارتند از2

( ) ( )

, , , ,

j j

j

j j

j j j

b i d
g

b i d

d b i iu

u u a b b

 


 

   

        

2 2 2

1 2 1 2

2

1 1
2 2

 

 

    

     
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توان با دگرگونی پارامترهای شولز این است که می-بلکهای مدل هستون نسبت به مدل یکی از مزیت

lnTآن در نمودار تابع چگالی احتمال فرایند Tx S چولگی وکشیدگی ایجاد کرد.این پدیده با واقعیت-

های روی سنگینی دم های تجربی نیز به درستی سازگار است. برای نمونه هستون نشان داد که پارامتر

یابد و در نتیجه پایه افزایش میبا افزایش تلاطم،قیمت دارایی 0شیوه که اگر گذارد، به اینتوزیع اثر می

شود و زمانی شود. در این حالت توزیع دارای چولگی به سمت راست میتر میدم سمت راست توزیع کشیده

تر و دم یابد بنابراین دم سمت چپ توزیع کشیدهپایه کاهش می با افزایش تلاطم، قیمت دارایی 0که 

این   1شود. در شکل شود. در این حالت توزیع دارای چولگی به سمت چپ میسمت راست فشرده می
 است. موضوع به خوبی نشان داده شده 

 

 
ln: نمودار تابع چگالی احتمال فرایند  1شکل  TS 

 

 ایم:(  استفاده کردهHeston,1993مرجع ) 1برای رسم این نمودار از پارامترهای جدول 

/ , , , , , / , / , /T K r q v       00 5 100 0 0 2 0 01 0 1 0 01   
 

ها از آن های دارد که یکیهای پیشگام، نارساییبا این وجود مدل هستون هم همانند بسیاری از مدل

 های گاهاً نامیرای انتگرالده ها و نوسانناپیوستگی

 
ln ( ; , , )

y Re

i K

j

j

e f t x v

i

 



 
   

 

 

 

 ایم. ها را رسم کرده ای از این نوساننمونه 2های کوتاه مدت است . در شکل به ویژه در سررسید
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 های انتگرالده در سررسیدهای کوتاه مدت: نوسان2شکل 

 

-های عددی حل انتگرال را کاهش میها، پایداری و سرعت همگرایی روشها و ناپیوستگیاین نوسان

( نشان Albrecher ,et al, 2007شود. آلبرچر )دهند و این امر موجب کاهش دقت برآورد قیمت اختیار می

)داد که با تغییر توابع , )jD   و( , )jC    ها را در برخی از موارد توان این ناپیوستگیمی (8)در رابطه

 دهد. های هستون و آلبرچر را نشان مینمودار انتگرالده در رویکرد 3از بین برد. شکل 

 

 
 در رویکردهای هستون و آلبرچر: نمودار انتگرالده  3شکل 
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 ایم:( استفاده کردهAlbrecher, 2007) مرجع 2برای رسم این نمودار از پارامترهای جدول 
, , / , , /

/ , / , / , /

S K r q

v



  

    

    0

100 100 0 025 0 1 5768

0 0398 0 5751 0 0175 0 5711
 

 

توان اند که از میان آنها میهای دیگری نیز از مدل هستون ارائه شدهها، نمایشبرای زدودن این نارسایی

( اشاره کرد. Attari, 2004( و آتاری )Lewis., 2000( ، لوِیس)Carr and Madan,1999مَدَن )به نمایش کرَ و 

ها  ی آشیل مدل هستون را ندارند چرا که این نمایشها نیز یارای پوشاندن پاشنهیک از این نمایش اما هیچ

 بخشند. میهای حل عددی انتگرال را بهبود  تنها سرعت محاسبات و میزان همگرایی روش

ها، سو با نگاه بازار در برخی از مثالهای همپوشانی نوسانهای سترگ مدل هستون ناهمیکی از نارسایی

سهام شرکت های کوتاه مدت است. برای نمایش این کاستی از اختیارهای فروش به ویژه در سررسید

است  ار سهام آمریکا ) نزدک( مبادله شدهایم. این اختیار در بازاستفاده کرده یک ماهمایکروسافت با سررسید 

 درج گردیده است. 2که جزئیات فروش بخشی از آن در جدول 

 

    2112قیمت اختیار فروش شرکت مایکروسافت در دوم آوریل   -2 جدول

 تلاطم ضمنی بازار قیمت درخواستی قیمت پیشنهادی قیمت پایانی قیمت توافقی

3۹ ۱1/۱ ۱۱/۱ ۱2/۱ 5/3۹% 

5۱/38 ۱5/۱ ۱1/۱ ۱4/۱ 1۱/24% 

34 12/۱ ۱2/۱ ۱5/۱ 48/25% 

5۱/34 ۱8/۱ ۱4/۱ ۱۹/۱ 44/23% 

4۱ 1۱/۱ ۱4/۱ 12/۱ 88/21% 

5۱/4۱ 1۹/۱ 18/۱ 21/۱ 61/2۱% 

41 31/۱ 33/۱ 36/۱ 53/14% 

5۱/41 46/۱ 56/۱ 54/۱ 56/18% 

42 ۹5/۱ 84/۱ 41/۱ ۹۹/1۹% 

5۱/42 2۱/1 24/1 32/1 ۹۹/1۹% 

43 56/1 42/1 ۹4/1 34/14% 

5۱/43 ۹5/1 84/1 2۹/2 31/2۱% 

44 4۱/2 58/2 8۱/2 52/28% 

 

بهینه برای مدل  های ذکر است که پارامتراست. شایانشده این نارسایی به خوبی نشان داده   4در شکل 

 هستون در این نمودار  به صورت

/ , , / , / , / , / , /r q v       00 012 0 0 0428 0 3554 2 9820 0 4314 0 0671     
 

 شرح خواهیم داد. 4آن را در بخش  اند که چگونگی انجامشدهتخمین زده 



 9911پائيز / بيست و هشتمشماره  فصلنامه مهندسي مالي و مديريت اوراق بهادار/  

 
911 

 
 : نمودار تلاطم ضمنی مدل هستون  ۴شکل   

 

ندیشیم. یک راه پالودن این کاستی آن است که نرخ ای بیاحال برای چیره شدن بر این چالش باید چاره

بهره در این  های بسیار نامحسوس نرخبهره را در این مدل، فرایندی تصادفی در نظر بگیریم اما دگرگونی

پایه است ولی کار دیگر افزودن فرایند پرش به دینامیک داراییکند. راهی زمانی این انگاره را رد میبازه

کشد. راه دیگر افزودن تغییرات قیمت سهام شرکت مایکروسافت در این برهه، خط بطلانی بر این فرضیه می

}فرایند واریانس ( )}v t2 است. در بخش بعد با اضافه کردن فرایند  (5)پایه در رابطه به دینامیک دارایی

 ست. مشهور ا رسیم که به مدل هستون مضاعفواریانس افزون به مدل هستون، به یک مدل سه عاملی می

 

 مدل هستون مضاعف  ۴-2
های مدل هستون کلاسیک همیشه توانایی تطابق با تلاطم طور که در بخش پیش دیدیم پارامترهمان

دهیم که در این بخش با معرفی و بررسی مدل هستون مضاعف، نشان می ضمنی بازارهای مالی را ندارند.

های بازاری پیدا کند.  تری نسبت به دادهتا نرمش بیشدهد فرایند واریانسِ افزون این توانایی را به مدل می

شود. یکی دارایی گیریم که در آن دو نوع دارایی مبادله میای را در نظر می شونده به همین منظور بازار نقد

غیر ریسکی مانند حساب بازاری پول و دیگری دارایی ریسکی مانند سهام. قیمت این دو دارایی را در هر 

دهیم. در مدل هستون مضاعف دینامیک دارایی پایه تحت اندازه  نمایش می tSو tBب بالحظه به ترتی
 به صورت Qریسک خنثی

(4)                            
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t t t tdS r q S dt v t S dW t v t S dW t

dv t v dt v t dW t

dv t v dt v t dW t

   

  

  

1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 3

2 2 2 2 2 2 4

  

  
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}پایه وثمر دارایی qنرخ بهره ثابت ، rباشد که در آنمی }k kW 
4

های وینر تحت اندازه ریسک فرایند 1

 کههستند به طوری Qخنثی

 

(1۱)                                       

[ ]Q
i kE dW dW W W W W

W dt dt

W dt dt

W dt dt

W dt dt

1 2 3 4

1 1

2 2

3 1

4 2

0 0

0 0

0 0

0 0









   

 

 

در این مدل به 
j به26سرعت بازگشت به میانگین ،

j و به  2۹میانگین بلند مدت
j  تلاطم فرایند

ها به این سبب است که وقتیشود. وجه تسمیه آنواریانس گفته می
j  آنگاه برای ,j 1 2  

 داریم

[ ( ) | ( )]Q

j jE v t v s   

 

}به همین دلیل به فرایند ( )}jv t می (4)با توجه  به رابطه شود. فرایند بازگشت به میانگین گفته می-

}های واریانس، یعنیتوان گفت که فرایند ( )}v t1 و{ ( )}v t2 کنند.پیروی می 28هر دو از مدل سی.آی.آر 

سازی ( برای مدلCox, et al.,1985ست که مدل سی.آی.آر اولین بار توسط کاکس، اینگرسول و راس)گفتنی

}دهیم که فرایندمدت بکار گرفته شد. در ادامه نشان مینرخ بهره کوتاه  ( )}v t2 در مدل هستون مضاعف
 پایه نیست.  ی دارایییک جمله اضافی و به تعبیری آپاندیس پیکره

vپیروی کند و  (1۱)و  (4)هایپایه از معادلهاگر فرایند دارای  1-2-۴قضیه  v v 1  آنگاه2

(11)                                  [ , ]
v v

Corr dS S dv dt
v v v v




 

1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 2 2 1 2

   

 

 

 

)و این حقیقت که (1۱)و  (4)های   با توجه به رابطهبرهان:  )kdt dW t 0برای پس,j 1  داریم 2

[ , ]t t j j j jCov dS S dv v dt  

 در نتیجه

(12)                                     [ , ] ( )Cov dS S dv v v dt 1 1 1 2 2 2     

 از طرفی

(13)                                     [ ] ( )

[ ] ( )

Var dS S v v dt vdt

Var dv v v dt

  

 

1 2

2 2
1 1 2 2 

 

  شود حکم ثابت می (13)و  (12)های با ترکیب رابطه
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[ , ]
[ , ]

[ ] [ ]

v vCov dS S dv
Corr dS S dv dt

Var dS S Var dv v v v v


 

 

1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 2 2 1 2

   

 

 

 

پایه و تغییرات فرایند واریانسِ های بازده داراییفرایندتوان گفت که ضریب همبستگی میان بنابراین می

کل، در مدل هستون مضاعف، خود فرایندی تصادفی است در حالی که در مدل هستون کلاسیک یا دو 
 باشد: این ضریب همبستگی ثابت می عاملی 

[ , ]Corr dS S dv dt  
 

های نمودار گوی تغییر شیبهمیشه جوابپس مدل هستون کلاسیک، بر خلاف مدل هستون مضاعف، 

های مالی نیست. اما درستی این ادعا در عمل نیز باید سنجیده شود.به همین منظور تلاطم ضمنی در بازار

 ی قیمت اختیار خرید اروپایی را در این مدل بدست آوریم .ناگزیزیم که جواب بسته

 

lntآنیشامل دارای ریسکی با قیمت  بازار ناکاملی 2-2-۴لم tx S دارایی غیر ریسکی وtB با دینامیک

t tdB rB dt را در نظر بگیرید. اگر SQ خنثیاندازه مارتینگل معادل با اندازه ریسکQ  با چگالی یا
/نیکودیم -مشتق رادون

/

T t
S

T t

S S
dQ dQ

B B


و  Tاختیار خرید اروپایی با سررسید گاه ارزشآن باشد 

 از رابطه Kقیمت توافقی
(14) ( )( , , ( ), ( ), , ) r T t

t tC t S v t v t K T S P K e P  1 2 1 2
    

 آید که در آنبدست می
( ln | ( ), ( ), )

( ln | ( ), ( ), )

S
T t

T t

P Q x K v t v t x

P Q x K v t v t x

 

 

1 1 2

2 1 2

 

 داریم (Bjork, 2009)گذاریبنابر قاعده اساسی قیمت برهان: 

(15) 
, , ,( , , ( ), ( ), , ) [( ) ]r Q

t t s v v TC t x v t v t K T e E S K  
1 21 2

 

 باشد در این صورتAمجموعه 24گرتابع نشانA1 کنیمفرض می

(16) ( ) ( )
TT T S KS K S K

   1 

Tدهیمقرار می t   شودنتیجه می (15)و  (16)های از ویژگی خطی بودن امید شرطی و رابطه 
(1۹) 

, , , , , ,( , , ( ), ( ), , ) [ ] [ ]
T T

r Q r Q

t t s v v T S K t s v v S K

I J

C t S v t v t K T e E S e K E  

  1 1
1 2 1 21 2

 

        

Jمحاسبهحال به صورت جداگانه به  Iو    پردازیم:می 
(18)        

, , , [ ] ( | , ) ( ln | ( ), ( ), )
T

Q

t s v v S K T t t T tJ E Q S K S v Q x K v t v t x P     1
1 2 1 2 2
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از آن جا که
tSنسبت به پالایه طبیعی({ | })t uS u t  0F است و 3۱سازوار

tB  فرایندی تعینی

 باشد پس می

, , , , , , , , ,

/
[ ]

/
S S

T T T

Q QQ r T tT
t t s v v S K t t s v v S K t t s v v S K

t T t

S SS
I S E e S E S E

S B B



  

   
     

   
1 1 1

1 2 1 2 1 2

 

 در نتیجه

(14)        
, , , ln[ ] ( ln | ( ), ( ), )S

T

Q

t t s v v x K t S T t tI S E S Q x K v t v t x S P   1
1 2 1 2 1

 

 

    آید.حکم بدست می (1۹)در رابطه  (14)و  (18)با جایگذاری روابط 

ها را در رابطه  را بدست آوریم. اما انجام این کار به ابزارهایی احتیاج دارد که ما آن P2و  P1در قدم بعد باید

 ایم. در قالب چند قضیه ارائه کرده

                               

)ناهمبستهبعدی و kفرایند وینر 3-2-۴تعریف  , , , )kW W W W 1 2
T  را نظر بگیرید. فرض کنید

,برای هر  , ,i n1  داشته باشیم  2

( )
k

i i i j j

j

dX dt dW t


 
1

 
 

پذیر وها فرایندهایی سازوار و انتگرالiکهبطوری
i j پذیر مربع انتگرالها فرایندهایی سازوار و

tوباشند  T 0قراردهید .[ , , , ]n 1 2   T و( )i j n k  صورت به جواب معادله در این

 دیفرانسیل تصادفی

(2۱) ( ) ( , ) ( , ) ( )t tdX t t X dt t X dW t   
 

,شود هرگاه بردارهایفرایند انتشار آفین گفته می , , n
n 0 1   های ماتریس و, , , ( )n n nM 0 1   

 چنان یافت شوند که

(21)                                         ( , ) ( )
n

t j j

j

t X X t


 0
1

   

 

گاه تابع یک فرایند انتشار آفین باشد آن (2۱)فرض کنید جواب معادله دیفرانسیل تصادفی  ۴-2-۴قضیه

 خطی است یعنی به صورت-مشخصه آن نمایی

(22)                  ( , , , , ) exp[ ( , ) ( , ) ( , ) ]n n nf X X A D X D X   1 1 1        

)در آناست که  , )A   و( , ), , ( , )nD D1    برحسب 31توابعی تعینیT t  و باشند ومی 

(23)                                         ( , , , , ) exp[ ]n Tf X X i X10    

 ( رجوع کنید.Khal,2005به )برهان. 
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یک فرایند انتشار آفین است و تابع مشخصه آن  دارایی پایه در مدل هستون مضاعف فرایند 2-2-۴قضیه

 باشد.  خطی می-به صورت نمایی

lntپایه در مدل هستون مضاعف را برای فرایند ابتدا با استفاده از لم ایتو دینامیک دارایی برهان: tx S 

 به صورت 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

tdx r q v v dt v dW v dW

dv t v dt v t dW t

dv t v dt v t dW t

 
      
 

  

  

1 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 3

2 2 2 2 2 2 4

1
2

  

  

 

 دهیم کنیم.قرار میبازنویسی می
,W B W B

W B B

W B B

 

 

 

  

  

1 1 2 2

2
3 1 1 1 3

2
4 2 2 2 4

1

1

 

 

 باشند. بنابراینهای وینر استانداردِ دوبدو مستقل میها فرایندiBکه در آن

(24)                     
[ ( )] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

tdx r q v v dt v dB t v dB t

dv t v dt v dB t v dB t

dv t v dt v dB t v dB t

     

    

    

1 2 1 1 2 2

2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4

1 2

1

1

    

    

   

 

 دهیم قرار می

(25)                    
( , ) ( )

( )

t

v v

t x v v

v v

 
 
  
 
 
 

1 2

2
1 1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2 2

0 0

0 1 0

0 0 1

   

   



  

 و

(26)                                             
/ ( )

( , ) ( )

( )

t

r q v v

t x v

v

   
 

  
  

1 2

1 1 1

2 2 2

0 5

 

 


  

 و

(2۹)                                    ( )

, ( ) ( )

( ) ( )

t

t

B
x t x

B
x t v t

B
x t v t

B

 
    
          
        

 

B X

1
1

2
2 1

3
3 2

4

 

 صورتدر این
(28)                                       d ( , ) ( , )dt t t tt x dt t x X B  

,را برای jهایو ماتریس jحال بردارهای حقیقی مقدار , ,j 0 1 2  کنیمبصورت زیر تعریف می 3
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(24)                    
/ /

, , ,

r q        
      

          
            

0 1 1 1 2 1 3

2 2 2

0 0 5 0 5

0 0

0 0

  

  

   
   

 و 

(3۱) 
, ,

    
    

       
     
     

1 1 2 2
2

0 1 2 1 1 1 3

2
2 2 1

1 00 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

   

  

  

   
  

 جا که از آن

(31)                                 
( , ) ( , )t t

v v v v

t x t x v v

v v

 
 

  
 
 

1 2 1 1 1 2 2 2

2
1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2

0

0

   

  

  

T 
   

 پس

( , ) ( ) , ( , ) ( , ) ( )t j j t t j j

j j

t x x t t x t x x t
 

    
3 3

0 0
1 1

T     
 

 

lntتابع مشخصه فرایند 4-2-4قضیه بنابر  لذا tx S خطی است.-به صورت نمایی 

 

ای با قیمت که روی یک واحد دارایی پایه Kاختیار خرید اروپایی با قیمت توافقیTارزش 6-2-۴قضیه

lntآنی  tx S  بسته شده است در مدل هستون مضاعف از رابطه 
 

, ,( , , , , , ) q r
t t t tC t S v v K T S e P K e P  1 2 1 2

  

 

 پایه است همچنینبازده سود دارایی qزمان تا سررسید و در آن آید کهبدست می

 
ln

, ,

, , ( )

ln
, ,

, ,

, ,

( ; , , )
( , , ; , ln ) Re

( ; , , )
( , , ; , ln ) Re

( ; , , ) exp[ ( , ) ( , ) ( )

i K
t t t

t t t T r q
t

i K
t t t

t t t T

t t t t

e f i x v v
P x v v x K d

i S e

e f x v v
P x v v x K d

i

f x v v A i x D v t D







 
   

 
 

 
   

 
 

   





1 2
1 1 2

0

1 2
2 1 2

0

1 2 1 1 2

1 1
2

1 1
2










 




 

      ( , ) ( )]v t2 

 

 

j,و برای  1  داریم 2
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( , ) ( ) ( ) ln

( , )

( ) ( ) ,

j

j

j

d

j j j

j j j j

j jj

d
j j j j

j d
j j

j j j j

j j j j j j

j j j j

g e
A r q i k i d

g

i d e
D

g e

i d
d i i g

i d



 
      
 
 

   
 
  

 
    

 


2

2
1

2

2 2

1
2

1

1

1







 
      



   
 



   
      

   

 

 

lntنشان دادیم که فرایند 5-2-4در قضیه : برهان tx Sیک فرایند انتشار آفین است پس تابع مشخصه-

 ی آن به صورت
 

, , , ,( ; , , ) exp[ ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ]t t t t t tf x v v A D x D v D v   1 2 0 1 1 2 2          

 

 ,Duffie, et alباشد. دافی و همکارانش ) مانده مشخص کردن این توابع میبنابراین تنها کار باقی.باشدمی

)( نشان دادندکه توابع 2000 , )A    و( , )kD   به ازای, ,k 0 1  هااز حل معادله 2

(32)                                               

k
k k

A

t

D

t


  




  



D D D

D D D

0 0
1
2
1
2

T

T

 

 

 

 

)آیند که در آن بدست می , , )D D DD 0 1 2
به   (32)در معادله   (3۱)و  (24) های. با جایگذاری رابطه

j,ازای  1  به معادله2

(33)                            
( )

( ) ( )
j

j j j j j j

A
r q i D D

D

D
D i D i


   









    



1 1 1 2 2 2

0

2 2

0

1 1
2 2

    




      


 

 

Dیجواب معادله رسیم.می  0 0  شودبه راحتی تعیین می (23)با در نظر گرفتن شرط مرزی 

( , )D i0    
 32ریکاتی هایاز حل معادله

( ) ( ) , ,
j

j j j j j j

D
D i D i j


     



2 21 1
1 2

2 2
      


 

)توابع , )D1    و( , )D2   یعنی 

( , )
j

j

d
j j j j

j d
j j

i d e
D

g e

   
 
  

2

1

1





   
 



 

 آیند.این توابع را در معادله دیفرانسیل خطی مرتبه اولبدست می
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( )
A

r q i D D


   


1 1 1 2 2 2    


 

 صورت داریمدهیم در اینقرار می

 

( , ) ( ) ( ) ln

jd

j j j

j j j j

j jj

g e
A r q i k i d

g

 
      
 
 


2

2
1

1
2

1


 

      


 

 

lntی فرایندو در نتیجه تابع مشخصه tx S آید. با مشخص شدنبدست میf توابع ،P1  وP2  نیز با

 آیند.( بدست میGil-Pelaez, 1951پلِاز )-استفاده از قضیه ژیل

 

 tSای با قیمت آنیکه روی دارایی پایه Kتوافقیاختیار فروش اروپایی با قیمت Tارزش 7-2-۴نتیجه

 بسته شده است در مدل هستون مضاعف از رابطه

(34) 
, , , ,( , , , , , ) ( , , , , , ) r q

t t t t t t tP t S v v K T C t S v v K T K e S e    1 2 1 2
  

 آید.بدست می 

 

 لاگر-گیری گاوسروش انتگرال  -۴-3

های خرید و فروش اروپایی را در مدل هستون در بخش قبل توانستیم جواب بسته قیمت اختیار معامله

های حل مستلزم محاسبه انتگرالی ناسره با کمک روش (34)مضاعف بدست آوریم اما استفاده از فرمول 

فاقد تابع اولیه است.در این بخش قصد داریم به  6-2-4باشد چرا که انتگرالده در قضیه عددی انتگرال می

 گیری گاوسی بپردازیم.های لاگر و روش انتگرالایجملهمعرفی و بررسی چند

"معادله دیفرانسیل به 1-3-۴تعریف  ( ) 'xy x y y   1 0 معادله لاگر با پارامتر شود گفته می

n که برای   هایش به صورت یکی از جواب 
( ) !

( ) ( )
( !) ( )!

nn k
x n x k

n n
k

d n
L x e x e x

dx k n k






 


 2

0

1 

 

)های لاگر نسبت به تابع وزن ایچندجملهاست که  است. ثابت شده ) xw x e در بازه( , )0  متعامدند و

 در رابطه بازگشتی
( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nnL x n x L x n L x     1 22 1 2 1 

 

ترین خطا هنگامی رخ  گیری عددی به روش گاوسی کمذکر است که بگوییم در انتگرال کنند.لازم بهصدق می

فرض  تر . برای شرح بیش(Cohen, 2012)های متعامد باشند ایچندجملههای ای، ریشهگره که نقاطدهد می
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)کنید بخواهیم جواب تقریبی )
d

c
f x dxهایایرا با استفاده از چندجمله{ ( )}n np x 

که در بازه 

[ , ]a b  دهیم:متعامند برآورد کنیم. برای این کار باید مراحل زیر را انجام 

گیری را با استفاده از تغییر متغیرکران انتگرال (1
( )

u c
x a b a

d c

 
   

 

]از  , ]c d  به[ , ]a b  تبدیل

 کنیم:می

( ) ( )
d b

c a

b a b a
f x dx f a u c du

d c d c

  
   

  
 

 

        

گیریم که خطای برآورد انتگرال  از مقدار انتگرال ناسره بود برای آن یک حد بالا یا پایین چنان در نظر میاگر 

مشخص 0 تر شود.کم 

)ایهای چندجملهریشه (2 )np xها رارا بدست آورده آن, , , nr r r1  نامیم.می 2

 

,های نامعلوم وزن (3 , , nw w w1  گیریم که داشته باشیمرا چنان در نظر می 2

( ) ( )
n

b

i i
a

i

b a b a b a b a
f a u c du w f a r c E

d c d c d c d c

      
        

      


1 
 

}در مرحله سوم توابعfبه جای (4 }m n
mx 

1
-میحذف  Eی خطا یعنیبا این کار جملهدهیم. قرار میرا 0

 شود و داریم

( ) ( ) ( )

m m mn

i i

i

b a d c b a b a
w a r c a b c a a c

d c m b a d c d c

 



           
               

            


1 1

1

1
1

 

,هایشود وزنبا حل دستگاهی که در مرحله چهارم ایجاد می (5 , , nw w w1  یابیم.را می2

 ، مقدار تقریبی انتگرال را تا رسیدن به تقریب مورد نظر به صورت nبا افزایش یا کاهش (6

( ) ( )
n

d

i i
c

i

b a b a
f x dx w f a r c

d c d c

  
   

  


1

 

 کنیم.برآورد می

ی چهارم ایجاد شده سازی این الگوریتم در عمل ممکن است اما حل دستگاهی که در مرحلهچه پیادهاگر

,های آورد. بنابراین باید وزناست سرعت و دقت محاسبات را پایین می , , nw w w1 تر را با روشی ساده 2
 محاسبه کنیم.   

 

,های لاگر وزن-گیری گاوسدر روش انتگرال 2-3-۴ قضیه , , nw w w1  از رابطه 2

( ) [ ( )]

i
i

n i

r
w

n L r


 2 2

11
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)آیند که در آنبدست می )nL x1 ای لاگر از درجه چندجملهn1 و, , , nr r r1 های  ریشه 2
 هستند.   nای لاگر از درجهچندجمله

  .33( رجوع کنیدCohen, 2012به ) برهان:

,های حال با داشتن وزن , , nw w w1  های های موجود در رابطهتوانیم انتگرالبه راحتی می 2
ln

, ,

, , ( )

ln
, ,

, ,

( ; , , )
( , , ; , ln ) Re

( ; , , )
( , , ; , ln ) Re

i K
t t t

t t t T r q
t

i K
t t t

t t t T

e f i x v v
P x v v x K d

i S e

e f x v v
P x v v x K d

i










 




 







 
   

 
 

 
   

 
 





1 2
1 1 2

0

1 2
2 1 2

0

1 1
2

1 1
2

 

 

طور که پیش از این نیز های لاگر همانایگیری محاسبه کنیم چرا که چندجملهانتگرالرا بدون تغییر کران 

)گفتیم در بازه , )0 مانده تخمین پارامترهای مدل است.متعامدند.بنابراین تنها کار باقی 
 

 و نتایج پژوهش   تخمین پارامترهای مدل -2

تخمین  2های جدولمدل هستون مضاعف را، با استفاده از دادهخواهیم پارامترهای در این بخش می

( ، روش Nelder and Mead., 1965مید )-های فراوانی مانند روش نِلدرِبزنیم. برای انجام این کار از شیوه

 ,.Storn and Price)( و راهبرد تکامل تفضیلی Press, et al, 1992)نمایی، روش تخمین استوار  حداکثر درست

های های واسنجی مدلترین راهحال ساده ترین و در عینتوان استفاده کرد. اما یکی از متداولمی (1997

 پردازیم. مالی، روش تابع زیان است که در ادامه به شرح و تبیین آن می

در یک بازار  kKتوافقی و قیمت tTفروش اروپایی یک شرکت با سررسید  اختیار کنیم که قیمتفرض می
,سهام برابر  ( , )t k t kP P T K باشد که 

(35)                                                        , , ,

, , ,

T

K

t N

k N





1 2

1 2
 

 

پنداریم که همچنین می
, ,( , ; )t k t k t kP P T K   ازای در مدل هستون مضاعف به  برابر قیمت این اختیار

 پارامترهای
, , , , , , , , , ,

, ( , , , , , , ( ), ( ), , )t k t k t k t k t k t k t k t k t k t k
t k v v  1 2 1 2 1 2 1 2 1 20 0         

 

رسد. این تابع ترین مقدار خود میها تابع زیان به کمیا پارامترهایی است که به ازای آنباشد. هدف  یافتن

 معمولا به یکی از دو صورت 
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(36)                                      
, , ,

, ,

,

,

( ) ,

,

T K

T K

N N

t k t k t k T K

t k

N N
t k t k

t k T K

t k t k

w P P N N N
N

P P
w N N N

N P



 



 

  

 
  

 
 





2

1 1

2

1 1

1

1

 

 

t,که در آن به ( Christoffersen, 2004شود )تعریف می kw ست که روش  گفتنی گویند. می پارامتر وزنی

ها مشهور توان دوم تفاضلها و دیگری به میانگین نسبی (، به میانگینِ توان دوم تفاضل35نخست در رابطه )

-ست که در این زمینه نیز مقاله گزینش مناسب تابع وزن است. بدیهی است. نکته درخور درنگ در این روش

t,برای برگزیدنها گران در طی این سالاست و پژوهشهای فراوانی نگاشته شده  kw  توابع گوناگونی را

( رجوع کنید. ما در Bakshi, et al, 1999( و )Bams, et al, 2009توانید به ) ثال میاند برای مپیشنهاد کرده

t,اینجا پارامتر وزنی  kw دهیم، یعنی فرض  شولز قرار می-را برابر مجذور ضریب حساسیت وگِا در مدل بلک

 می کنیم

(3۹)                                            
, , ,( )tq T

t k t k t t kw S e T d


  0 

 که

(38)                                       
,

,

( ) exp( )

ln( ) ( )k t k t

tk

t k t

x x

S K r q T
d

T

  

  


2

2
0

1
2

2

2







 

 

از تلاطم ضمنی بازار و مدل  (36)های اختیار اروپاییِ بازار و مدل در رابطه اما به جای استفاده از قیمت

t, یعنی kIV  و,t kIV  گیریم: بهره می 

(34)                               
, , ,

, ,

,

,

( ) ,

,

T K

T K

N N

t k t k t k T K

t k

N N
t k t k

t k T K

t k t k

w IV IV N N N
N

IV IV
w N N N

N IV



 



 

  

 
  

 
 





2

1 1

2

1 1

1

1

 

 

 های مالی را بدست آورد؟توان تلاطم ضمنی مدلآید این است که چگونه میحال پرسشی که پیش می

ای از که ببینم به ازای چه مقدار بهینه های مالی آن استهای بدست آوردن تلاطم ضمنی مدلیکی از راه

 شولز رابطه -در مدل بلک پارامتر

(4۱)                                                    ˆˆ, ,
,

t k
BC t kP P   
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,ˆبرقرار می شود. در این رابطه ,t k
BCP   برابر قیمت اختیار فروش اروپایی با سررسید

tT توافقی و قیمت
kK 

شولز است و-در مدل بلک    کنیم :برای انجام این کار از الگوریتم زیر استفاده می. 410

و خروجی آن را برابر با نویسیم شولز می-قیمت اختیار فروش اروپایی در مدل بلکتابعی برای محاسبه  (1
, , , , ( , , , , )t k t k

BC BC k tP P S K r T 0
   گیریم.می 

ترتیب برابر را به ترین مقدارترین و بیشکم (2
min وmax فراخوانی تابعدهیم و با قرار می

, ,t k
BCP  مقادیر , ,

,
t k a

t k BCP P   و, ,
,

t k b
t k BCP P  کنیم.را محاسبه می 

اگر  (3 0  دهیم قرار می
,t kIV  0 

 دهیم:را انجام میمراحل زیر  nتا  1صورت برای در غیر این (4

 

  فرض می کنیمmin maxγ



2

   و, ,γ
,

t k
t k BCl P P  

  اگرl    دهیمشویم و قرار میاز حلقه خارج می
, γt kIV   

 در غیر این اگرl 0 قرار می دهیمγ  رویم و هرگاهمی 2و به مرحلهl 0 قرار می دهیم

γ  رویممی 2و به مرحله 

 ها در نرم افزار متلب پارامترهای مدل هستون مضاعف به صورتسازی این الگوریتمبا پیاده

/ , / , / , ( ) / , /

/ , / , / , ( ) / , /

v

v

     

    

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

2 3590 0 2455 3 7254 0 0 0356 0 9036

0 4560 0 1365 3 6576 0 0 03360 0 8882

   

   
 

 

تواند بهتر از مدل هستون کلاسیک می مدل هستون مضاعف دهد کهنشان می 5شکل شوند. تخمین زده می

 دهد.های مالیِ بدون پرش را نشان میتلاطم ضمنی بازار

 

 
 های هستون و هستون مضاعف: نمودار تلاطم ضمنی بازار و مدل 2شکل

37 38 39 40 41 42 43 44 45

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

K

IV

 

 

Market IV

Heston IV

Double IV
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 گیری  نتیجه -2-1

های مدل هستون کلاسیک پرداختیم و دیدیم که در  ها و نارسایی ابتدا به  بررسی مزیت در این مقاله

پوشانی کامل تلاطم ضمنی بازارهای مالی نیست. به همین  های کوتاه مدت این مدل قادر به هم سررسید

یم که به مدل عاملی رسید پایه به یک مدل سه منظور با افزودن فرایندِ واریانسِ افزون، به دینامیک دارایی

-تغییر شیبدهد تا در برابر  هستون مضاعف مشهور است. فرایند واریانسِ افزون، این توانایی را به مدل می

های اختیار  تری از خود نشان دهد. برای اثبات این موضوع از قیمت پذیری بیش انعطاف های تلاطم ضمنی، 
فروش اروپایی سهام شرکت مایکروسافت در بازار نزدک استفاده کردیم. اما برای انجام این کار باید 

تابع زیان زدیم. این مهم با بکارگیری رهیافت  های واقعی تخمین می پارامترهای مدل را با توجه به داده

های کوتاه مدت کارکرد بهتری مدل هستون مضاعف در سررسیددهد که  نشان می 5شکل محقق شد. 

نسبت به مدل هستون کلاسیک دارد. پس با توجه به نتایج بدست آمده، پیشنهاد برای کارهای آتی را به سه 

 کنیم: دسته تقسیم می

تصادفی در نظر بگیریم. با این فرض به مدلی  توانیم نرخ بهره در مدل هستون مضاعف را فرایندی می (1

 چهار عاملی مانند

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t t t t t

Q

t t

dS r S dt v t S dW t v t S dW t

dr a b r dW t

dv t v dt v t dW t

dv t v dt v t dW t



  

  

  

  

  

  

1 1 2 2

3

1 1 1 1 1 1 4

2 2 2 2 2 2 5

  

 

 یابیم که در آن دست می

 

[ ]Q

i kE dW dW W W W W W

W dt dt dt

W dt dt dt

W dt dt dt

W dt dt

W dt dt

 

 

 





1 2 3 4 5

1 13 14

2 23 25

3 13 23

4 14

5 25

0 0

0 0

0 0

0 0 0

0 0 0

  

   

توانیم پارامتر وزنی در روش تابع زیان را تغییر دهیم. یعنی به جای استفاده از ضریب حساسیت وگا  می (2
از ضریب حساسیت وگا در مدل هستون  استفاده کنیم. با این کار شاید همگرایی شولز -در مدل بلک

 تر شود. روش و دقت نتایج بدست آمده بیش

 ,Neisy and Salmaniتوانیم تلاطم ضمنی مدل را با استفاده از روش مساله معکوس تخمین بزنیم) می (3

2013 .) 
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