
 

 
 

  
 

 ها گیری کارایی به صورت فازی در تحلیل پوششی داده اندازه

 

 1*مریم بالاسیدقصیر
 2اسماعیل علیزاده

 

 چکیده
ای از  عهگیری کارایی نسبی مجمو ، برای اندازه (DEA)ها  های تحلیل پوششی داده مدل

ف های مختل های مختلف برای به وجود آوردن خروجی گیرنده با ورودی واحدهای تصمیم
وشی را رقاله ممفهوم فازی معرفی می شود. این  های نادقیق، هستند. برای بحث در مورد داده

 ی کند.مرفی گیرنده با توابع هدف فازی مع گیری میزان کارایی واحدهای تصمیم برای اندازه
ل تحلیل پوششی هدف اصلی تبدیل مد ای استفاده می شود. در این مقاله از اعداد فازی ذوزنقه

ها، صورت می  برشاست که به وسیله DEAهای قطعی و دقیق  های فازی به مدل هداد
 فرمول DEAهای قطعی  ای از مدل ای از مسائل پارامتریک برای توضیح دسته گیرد. دسته

 می شوند. بندی
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 مقدمه 

گیرنددده، زمدانی کدده رنددد ورودی و   گیددری کدارایی واحدددهای تصدمیم   انددازه 

 ای از اوزان بدرای جمدع کدردن    خروجی داریم مشدلل اسدت. بندابراین از مجموعده    

مدی   ها به صورت جداگانه برای محاسبه نسبت کارایی استفاده ها و خروجی ورودی

ها را معرفی کرد کده   هادپوششی د روش تحلیل ،Charnes,1978:429-444)) .شود

 وزن مورد نظر خود را انتخاب می کرد، زمانی که نسدبت مجمدو   DMU درآن هر 

یدک اسدت، ایدن     بدا  تر یا مساوی کها کور DMUهای همه  ها بر ورودی خروجی

ز ابندی می شدود. یلدی    ریزی خطی جزئی فرمول ه برنامهسالنظریه به صورت یک م

 ین است که نقطه مقابل بهینگی پارتو است.های جالب این روش ا جنبه

کارای پارتو نامیده می شود اگدر ورودی مصدرف خدود را     DMUدر اقتصاد، 

ا کندد  کاهش دهد، و یا ورودی دیگر، به همان میزان افزایش خروجی، افزایش پیدد 

صدرف  مان افزایش پیدا کند خروجی دیگدر بده همدان میدزان م     یا زمانی که تولیدات

پیدا کند. کارهای زیادی توسد  ردارنز صدورت گرفتده اسدت و       ها کاهش ورودی

                          های گوناگون و کاربردهای زیادی گزارش شده اسدت. امدا یدک روش دیگدر     مدل

 در این روش، میدزان کدارایی بده   . ارائه شده است  (Seiford,1996:99-137)توس 

کلیدد   براین،بنا .کند ی تغییر پیدا میها حساس است و با تغییر جزئی کارای میزان داده

ل م، میزان درست فاکتورهاست کده شدا  DEAرسیدن به موفقیت با استفاده از روش 

ی تدوان  بسیاری از فاکتورها را نم ، در این بین،های کامل است ها و خروجی ورودی

ر دقیق دهدای ندا   گیری کرد. برای بررسی میزان کارایی با داده به صورت دقیق اندازه

مفهوم فازی را معرفدی   (Bellman & Zade,1970:141-164)گیری  راحل تصمیمم

ای از  ای از اوزان، یدددک مجموعددده ، مجموعددده DEAدر روش معمدددول. کردندددد

ر ارایی هد گیری بیشترین میزان کد  ها را تولید می کردند که قادر به اندازه محدودیت

DMU .بود 
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هدا بده    هدف و محدودیتزمانی که بعضی از توابع  DEAحال به بررسی مدل 

ریدزی خطدی    ،  یک مدل برنامهDEA صورت فازی هستند، می پردازیم. رون مدل

طدی بده صدورت فدازی اسدت.      ریدزی خ  بود، در مدل جدید اشاره شده، مدل برنامده 

. بودندد  ریدزی قطعدی   ها، فق  قادر به حل مسدائل برنامده   ، بسیاری از تلنیکمتاًسفانه

ع ه توابد زمانی کد  ،گیری میزان کارایی مورد اندازه مقالاتی وجود دارند که بحث در

عضددویت بدده صددورت احتمددالی و ندده بدده صددورت فددازی هسددتند، مددی پردازنددد.       

(Sengupta,1993:857-871)  مدلDEA  را به وسیله توابع عضویت تبدیل به مددل 

 ریزی خطی فازی کرد. برنامه

ری گید  انددازه در این مقاله، یک روش جدیدی را ارائه می کندیم کده قدادر بده     

یدن  اهددف فدازی اسدت. ایدده اصدلی        ها با تابع DMUمیزان کارایی فازی را برای 

زاده برای تبدیل روش فازی  ها با استفاده از قانون توسیع برش روش استفاده از

DEAهای قطعی  ، به مدل DEA هدای معمدول    اسدت. روشDEA   بده وسدیله روش ،

LP ایدن   ای را بدرای توضدیح ایدن ایدده در     ، مثال سادهدر این بخشمی گردند.  حل

 مقاله ذکر می کنیم.

بیدان شدده    Charnes,1978:429-444) )وسدیله  ه کده بد   DEAروش  در  :ایده

 (Banker,1984:1078-1092) اسدت   شدده   گرفتده  نظر در ثابت به مقیاس است، بازده

 ود.بمناسب  ده به مقیاس متغییرمفروضاتی را به مدل رارنز اضافه کرد که در آن باز

 این مدل به صورت زیر است:
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sjورودی و خروجددددی هسددددتند و ikYو  ijXزمددددانی کدددده  ,...,1  و

tk ,...1  و ست. مدلغیرارشمیدسی ا  یک عدد 1  ریدزی   له برنامده ایک مسد

 .ی تبدیل کردزفاریزی خطی  ل برنامهخطی کسری است که می توان آن را به مد
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 (1) شکل

 

 استفاده کرد.  rEرا می توان برای حل  LPبنابراین روش معمول 
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  DMUیک حالت ساده را با یک ورودی و خروجی در نظر می گیریم. رهار 

واحدد ورودی،   10,20,30,50، بدا 1ر شدلل  د ,B, A C, Dرا در نظر می گیدریم.  

و 5برای تولید 9,8,6,5زمانی که خروجی، واحد15و 9و 9,8,6,5  یک عدد

زمانی که کدارایی   ،است 5.7 با تر یا مساوی ک، کورBای است. خروجی  ذوزنقه

، نتدای  کدارایی   به وجدود مدی آیدد    خروج کل maxبه صورت نسبی از خروجی بر 

ACD بددین  ، مدداB دسددت آمددده بددرای ه اسددت، وکددارایی بدد  1,9.0,1مسدداوی ,,

5.7

5
,

5.7

95.7مدابین  B زمانی کده خروجدی   اش است. بسته به میزان خروجی 5.7  

د، در خ  تولید قرار می گیرن D, B, Aرون  است. Aمتصل به   Bاست، خ  تولید

مدابین   Cاست، امدا کدارایی    1دست آمده برابره نتای  کارایی ب
10

9
,

11

اسدت. در   9

BCاست. فرض می کندیم کده    1برابر D, Aاین مثال، روشن است که کارایی  EE
~

,
~ 

دسددت آوردن توابددع  ه اسددت. بددرای بدد   ,BCهددای  DMUمیددزان کددارایی فددازی   

BCعضویت EE
~

,
 ها استفاده کدرد. بدرای یدک مقددارخاص     برش توان از  ، می~

های بالا و پایین  ، با استفاده از کران ها خروجی برش B یک مقدار قطعی ،

BCهای مختلف آوری نتای  با  به دست می آید. با جمع EE
~

,
دسدت مدی   ه بد  ~

BY، تابع عضویت فازی 1آید. با استفاده از مشاهدات شلل 
  به صورت زیر تعریف  ~

 می شود:
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
 

   سدددطح اسدددت . فدددرض کندددیم کددده   یدددک مجموعددده  9,5

   LB

u

B EE


هدا ی   بدرش  های بالا و پدایین   به عنوان کران ,
BE

~    اسدت بده

BEعنوان تابع عضویت 
 است. ~
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هاسدت کده در    مقدار خروجدی  maxها بر  زمانی که کارایی، نسبتی از خروجی

واضدددددح اسدددددت کددددده   نمدددددایش نمدددددایش داده شدددددده اسدددددت.  1 شدددددلل
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های برش ی بالا و پایینها به طور مشابه،کران
CE

~     به صدورت زیدر حدل

 می شوند:
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 آزاد  0و 
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به راحتی می توان  
 

  10:
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9
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C EE  به

متناوباً ورد.آدست  z
CE

~ :به صورت زیر محاسبه می شود 
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      رندین توابدع عضدویت را     ، هدم ، تابع عضویت بده صدورت فدازی اسدت    بنابراین

هدا بیدان نمدود،     بدرش  گیری میزان کارایی فازی به وسدیله  می توان برای اندازه

ع ه تابگیرنده می تواند به صورت قطعی باشد، اگرر میزان کارایی واحدهای تصمیم

توابدع   .را در نظدر مدی گیدریم    D,Aهدای   DMUهدف فازی است، به عندوان مثدال   

 عضویت میزان کارایی می تواند غیرخطی باشد.

ها را در نظر می گیریم، فرض می کندیم   DMUای از  مجموعه مراحل جواب:

ijXکه
ikYورودی و ~

هدای فدازی بدا توابدع      هخروجدی باشدد و بده صدورت مجموعد      ~

عضویت
ikij YX

~~ ,فدرض مدی کندیم کده توابدع هددف        ،است. بدون خلل به کلیت

طعدی  قفازی هستند. زمانی که مقادیر فازی را به کمدک توابدع عضدویت بده مقدادیر      

 بندی کرد: ، فازی را می توان به صورت زیر فرمولDEAتبدیل می کنیم، مدل 
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فرض می کنیم کده     ijik XSYS
~

,
ijikگداه   بده عندوان تلیده    ،~ XY

~
,

تعریدف   ~

ijikهای برش شوند. XY
~

,
 به صورت زیر تعریف می شوند: ~

 

       

       bkiyYSyY

ajixXSxX
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4,},
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{

4,},
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





 

 

توجه کنید که 
ijX و 

ikY های قطعدی هسدتند. بدا اسدتفاده از      ، مجموعه

 هدا را مدی تدوان بدا     ها وخروجی ها ، ورودی برش  هدای متفداوت و    بدرش

 های اطمینان متفاوت نشان داد. ههایی از باز سطح

، بدا   DEAی قطعیها ای از مدل ، می تواند به خانوادهDEAمدل فازی  اینبنابر

هدای متفداوت کده در آن،     بدرش  ای از مجموعه  }10 


ijX  و

  }10 


ikY .تبدیل کرد 

هدا کده در معدادلات     سطح های از مجموعه   ab نشدان داده شدد،    4,4

 به صورت زیر نشان داده می شوند:های قطعی هستند که  بازه

)5( a 

   
 

   




















 



 ijX
ijij

x

ijX

ijij
x

ij xXSx

x

XSxX
ij

ij

ij

ij

~

~

~
{max

},
~

{min  

)5( b 

   
 

 
























 }
~

max

},
~

{min
~

~






ik

ik

ik

ik Yikik
y

ikY

ikik
y

ij YSy

y

YSyY 
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را می توان به صورت  rDMUزاده، تابع عضویت کارایی بر پایه قانون توسیع

 زیر تعریف کرد:

         6},,,,,,minsup ~~

,

~ yxEzkjiyxz rikYijX
yx

E ikijr

 

 

براینبنا yxEr روشی برای ایجاد تدابع عضدویت   مشخص شد، ,
rE

~   اسدت

 به محاسبه آن می پردازیم. ها، برشوسیلهه که در این مقاله ب

براساس معادله 6،
rE

~  مینیمم مقددار ،   ijXikY
xy

ijik

~~ ,    اسدت کده در

آن      ikYijX
yx

ikij

~~ است، و حداقل یلدی از  ,   ijXikY
xy

ijik

~~ , 

است. و برابر    zEZkji
rEr ~,,,. 

10فرض می کنیم که   12   :باشد در این صورت داریم 
 

                   U

ik

L

ik

U

ik

L

ik

U

ij

L

ij

U

ij

L

ij YYYYXXXX
22112211

,,,,,


 

 

 بنابراین،

          ikYikYijXijX
yyxx

ikikijij

~~~~ ,,, ،

دست آوردن تابع عضویته برای ب
rE

های بدالا و پدایین   ، کران
rE

~    را بده وسدیله

 دست می آوریم.ه ها ب برش 
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   

   
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























 

 

 و فرم کلی به صورت زیر است:

 

 
   
   

 

 
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max{min
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r
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r

U
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U
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L
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8
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,...,1,1.
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max
1

1

1

1
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





















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





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ای تبددیل کدرد.    ای را می توان به یدک مددل یدک مرحلده     این مدل دو مرحله

 هدای مختلدف تغییدر مدی     در دامنه، DMUها برای هر  وخروجی ها زمانی که ورودی

، یک را مدی تدوان بده     DMUترین نسبت کارایی هر ، برای پیدا کردن کورککند

تدرین   هدایی کده بدا مقدادیر کدم      DMUورودی کلیده   و DMUخروجی ایدن   عنوان

ا مدی تدوان   ها، یک ر DMUهستند، قرار داد. متقابلاً، بر پیدا کردن بیشترین کارایی 

هدایی کده بدا مقدادیر بیشدترین       DMUو وردی کلیده  DMUبه عنوان خروجدی ایدن   

های بنابراین مدل قرار داد. هستند،   ab  را می توان به صورت زیر نوشت: 8,8
 

 
 

  
 

  
 

 

  

,

,

1

9,,...,1,1.
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1

1

1

1
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1








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
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


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






















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L

ijj

s

j

U
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t

k

U

rjj

s

j

L

rkk

t

k

U

rjj

s

j

L

rkk

t

kL

r

u

X
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arini
X

Yu
ts

X

Yu
E

 

ه کد  این جفت از مسائل ریاضی در بردارنده مطالعدات سیسدتمی در مدورد ایدن    

هدای بهدین    رگونده مدی تدوان جدواب           Lik

u

ik

L

ij

u

ij YYXX


را در بدازه   ,,,

]1,0(ی بدده جددود ای از معددادلات پددارامتر ت دسددتهور. در ایددن صدد، تغییددر داد      

 آید. می

اگر    Lr

u

r EE


، باها تولید شود، تابع سمت رب برابر برشبه وسیله ,

     1


L

rEzL


و تددابع سددمت راسددت برابددر،       1


U

rEzR


اسددت. تددابع 

عضویت
rE

~ :به صورت زیر است 

 



 ... گیری کارایی به صورت فازی اندازه

  

 

103 

 

 

 




















43

12

21

~ 1

zzzzR

zzz

zzzzL

z
rE

 

 

هدای  ای از بدازه  ، مجموعهصورت در غیر این     ]}1,0(, 


U

r

L

r EE  ،

منعلس کننده شلل
rE

~ .است 

و  ادیبرای نشان دادن روش پیشنه کامل تابع کاملاً مشخص نیست. البته شلل

در  .یدریم ا در نظدر مدی گ  ر DMUآن در محاسبه میزان کارایی فازی، رهار  توانایی

 های بالا و پایین به صورت زیر است: ، کرانیک سطح خاص
 

 DMUورودی و خروجی چهار 

 

 

 

Cut Output Cut Input 
DMU

 

 10,10 10   214,11   14,12,11 A 
  216,12   16,14,13,12  30,30 30 B 

 11,11 11  40,40 40 C 
  322,312 

 

 22,19,15,12   355,245   55,52,47,45 D 
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به صورت زیر حل می شوند: (9) برش ها برحسب معادلات 
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های برش پایین های بالا و کران
BCD EEE

~~~ ,,    را نیز می توان به طدور

 مشابه حل کرد.
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ه و مان در این مثدال قابدل وصدول نیسدتند، مدا از پنجدا       های تحلیلی رون جواب

در  اسدتفاده مدی کندیم.    :04.0,02.0,0,....,100بده ازای  ،یک مقددار بدرای  

ل دو قسمت ناهموارشل
BCD EEE

~~~ ,,   از ایدن مقدادیر ،    .تشدلیل یافتده اسدت 

 شلل ناهموار به صورت یک تابع پیوسته نشان داده شده است.

، فازی ADMUمی شویم که اگر ره ورودی و خروجی  در این مثال  متذکر

بدده عبددارت دیگددر تددابع   یددک مقدددار قطعددی اسددت. میددزان کددارایی آن  اسددت، امددا

AEعضویت
مقدار یک را نشان می دهد. نلته دیگری که باید مدنظر داشدت ایدن    ~

 ندارد. توابع عضویت و میزان کارایی وجود است که هیچ تناظر یک به یلی مابین،

ان ولی میزای است،  ذوزنقه Dتابع عضویت ورودی و خروجی  به عنوان مثال،

شدلل   ،2ای نیست. و به درستی با مراجعه به شلل  ، ذوزنقهDکارایی 
D
~  ندامنظم ،

 است.
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 بحث:

هدا، نشدان خدواهیم داد، زمدانی کده       برشبا استفاده از روش در این بخش

. یق اسدت ها نیز نادق ها نادقیق هستند، میزان کارایی آن ها و خروجی برخی از ورودی

را  CDMUدسدت آورد. ه ها را می توان  در سطوح مختلف ب DMUدامنه کارایی 

برابددر  C،  میددزان کددارایی 1در مثددال پیشددین در نظددر مددی گیددریم. در سددطح  

 7908.0,6395,0 1رندددین در سدددطح   ، اسدددت و هدددم  میدددزان کدددارایی ،

برابر 9166.0,5436.0 .است 

 

: توابع عضویت( 2شکل)     ,,
~

~~ abc
ABC

EEE
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

، کار دیگری کده بایدد انجدام    ها محاسبه شد DMUکه کارایی همه  بعد از این

هدای زیدادی    اسدت. روش  DMUها بدرای انتخداب بهتدرین     DMUبندی  رتبه دهیم،

اعدداد فدازی    ، توابع عضویتهر حالبه  .ها وجود دارد DMUی بندی فاز برای رتبه

ها بندا   برشبر پایه )26:1997klein, & Chen-35) روش .بندی شوند باید رتبه

1 

1

 

 a
 

1 

1 

1 

1 

 b

 

)(c 

1 

1 

 d
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، بیشددترین ارتفددا  hفددرض مددی کنددیم کدده    نهدداده شددده اسددت.  
jE

~  بدده ازای

mj ,...,1باشد، و همچنین فرض می کنیم کهh   بدهn     زیربدازه تقسدیم شدده

بده طدوری کده     است،
n

ih
i ، )35-26:1997klein, & Chen(    شداخص زیدر را

 بندی انتخاب کردند: برای رتبه
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کدده در آن،      U

ji
ji

L

ji
ji

EdEc
11 ,,

max,min


   اسددت. هددر ردده قدددر ،

دست می آیدد. بده صدورت تیدوری،     ه ، بیشتر باشد، عدد فازی مطلوب بjIشاخص

در  ها به بی نهایت میل می کند. برش، مقدارnاین روش زمانی معتبر است که

بده طدوری    ، در شلل دو مشاهده شده استها با یازده مقدار برشمثال قبل،

8121.0,3928.0,6966.0,0.1 کدده:  DCBA IIII،  در نتیجدده

CBDA EEEE
~~~~

 می آید. دسته ب 
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 :برش های میزان کارایی یازده مقدار: (2)شکل
 

                   U

D

L

D

U

C

L

C

U

B

L

B

U

A

L

A EEEEEEEE


 ,,,,
 

1.0 7498.0 9166.0 0.5436 1.0 7183.0 
1.0 1.0 0.0 

1.0 7783.0 9030.0 0.5523 1.0 7340.0 
1.0 1.0 0.1 

1.0 8075.0 8897.0 0.5612 1.0 7500.0 
1.0 1.0 0.2 

1.0 8375.0 8766.0 0.5703 1.0 7662.0 
1.0 1.0 0.3 

1.0 8682.0 8637.0 0.5800 1.0 7829.0 
1.0 1.0 0.4 

1.0 8998.0 8510.0 0.5891 1.0 7997.0 
1.0 1.0 0.5 

1.0 9322.0 8386.0 0.5987 1.0 8169.0 
1.0 1.0 0.6 

1.0 9655.0 8263.0 
0.6086 1.0 8343.0 

1.0 1.0 0.7 

1.0 9998.0 8143.0 0.6187 1.0 8522.0 
1.0 1.0 0.8 

1.0 0.1 8025.0 
0.6290 1.0 8703.0 

1.0 1.0 0.9 

1.0 0.1 7908.0 0.6395 1.0 8887.0 
1.0 1.0 1 

 

 گیری: نتیجه

 صدورت گرفتده اسدت و مددل     ،1978، در سدال  DEAاولیه در زمینه  کارهای

ی زایدر مدیریت اجرائدی تداًثیر بده سد     DEAاربرد های زیادی از های گوناگون و ک

رایی بده  ، مربوط به حالدت قطعدی بدود و میدزان کدا     بسیاری از مطالعات پیدا کرد. در

هدای   صورت قطعی و دقیق محاسبه مدی شدد، مطالعدات کمدی نیدز در زمینده حالدت       

ارایی کد زان پیدا کردن مید  یاحتمالی صورت گرفته است. در این مقاله روشی را برا

پایده   ایدن ایدده بدر    فازی زمانی که توابع هدف به صورت فازی هستند بیان کدردیم. 

، بده  DEAهدای قطعدی    فدازی بده مددل    DEAزاده بدرای تبددیل مددل     قانون توسدیع 

 هاست. برشوسیله



 ... گیری کارایی به صورت فازی اندازه
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