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  مقدمه  -1
- ها در ابعاد ميكرو و زيرامروزه گسترش كاربرد و عملكرد سيستم

ميكرو مورد توجه بسياري از صنايع و علوم مهندسي قرار گرفته 
ي تيرها و ها به وسيلهسازي بسياري از سيستماست. قابليت مدل

(تيرهايي كه ابعاد تيرها همچنين استفاده وسيع از ميكرو
ي ميكرو طول و ضخامت در محدودهها مانند قطر، مشخص آن

است) سبب شده تا بسياري از پژوهشگران به بررسي رفتار 
بپردازند. از جمله كاربردهاي  هاآنو ديناميكي  مكانيكي

-ها، ميكروسنجتوان به مواردي همچون شتابميكروتيرها مي

ها، ميكروسكوپ نيروي اتمي، چعملگرهاي الكتريكي، ميكروسوئي
  .هاي ميكرو و... اشاره كردآينه

ي تحريك هاي اصلي در ابعاد ميكرو و نانو نحوهيكي از مولفه
باشد. انتخاب مكانيزم تحريك به فاكتورهاي زيادي ها ميآن

نمايد. بستگي دارد و در نهايت مشخصات سيستم را تعيين مي
از قبيل گرمايي، هايي ها توسط روشاين نوع سيستم

پيزوالكتريك تحريك  الكترواستاتيك، استفاده از مواد هوشمند
مواد پيزوالكتريك از جمله موادي هستند كه . ]1[	شوندمي

 به طور روزالكترومكانيك  هاي ميكروها در سيستمكاربرد آن
. اين مواد بسيار سبك بوده و افزون در حال گسترش است

- دهي سريع در يك ميدان الكترومكانيكي را دارا مي قابليت پاسخ

هاي مختلفي نظير كنترل . اين گونه مواد در كاربرد]2[ باشند 
ها و همچنين ها، ايجاد امواج صوتي و عيب يابي سازهشكل سازه

به طور گسترده در ادواتي كه به عنوان مبدل، حسگر و محرك 
  .]3[ انداستفاده قرار گرفتهكنند مورد كار مي

هاي موجود در روش طراحي معمول، به علت محدوديت
كنترل سازه گرايش پيدا كرده جامعه مهندسان به سمت مفهوم 

كنترل سازه به اين معني است كه با در نظر گرفتن سازه  .است
به عنوان يك سيستم ديناميكي، برخي از خصوصيات آن نظير 
سختي و ميرايي را بتوان طوري تنظيم كرد كه اثر ديناميكي 

با اين كار 	نيرو بر سازه تا سطح قابل قبولي كاهش پيدا كند، 
يعي سازه، شكل طبيعي و همچنين مقادير ميرايي فركانس طب

يابد كه نيروهاي ديناميكي ناشي از متناظر آن طوري تغيير مي
. اين مهم با بكارگيري ]4[	پيدا كندبارهاي محيطي كاهش 

  شود.محاسبه ميكنترل فعال هاي روش
در ميان تحقيقات انجام شده در ابعاد ميكرو و نانو با فرض 
بكارگيري اثرات سطح تحقيقاتي توسط پژوهشگران متعددي 

كه توان به پژوهش فو و ژانگ ها ميميان آن انجام شده كه از
مدل اصلاح شده محيط پيوسته  الاستيسته سطح را براي نانو 

تير اويلر برنولي كه به صورت الكتريكي تحريك شده است را 
با استفاده از و  ها  از روش وابسته به اندازه. آن]5[ اشاره كرد

تئوري گورتين مورداك، جهت شبيه سازي لايه و تنش سطح 
شني استحكام پيچيشي وابسته به اندازه المان  بهره جستند.

ساختارهاي نانو اندازه را با در نظر گرفتن اثرات تنش سطح بر 
انصاري و  .]6[ ررسي نموداساس تئوري گورتين مورداك ب

 بر روي ناپايداري كشيدگي به درونهمكاران اثر تنش سطح را 
ها يك مدل غير هاي دايروي مورد مطالعه قرار دادند. آننانو ورق

گرفتن اثرات سطح بر اساس تئوري كلاسيك ورق را با در نظر 
ها پديده . طبق تحقيقات آن]7[ گورتين مورداك بدست آوردند

زه بوده و اثرات كشيدگي به درون به شدت وابسته به اثرات اندا
 .اي در اين پديده ايفا كرده استتنش سطح نقش قابل ملاحظه

هو و همكاران به بررسي ارتعاشات يك مدل نانو تير داراي عيب 
ها در لبه مدل نانو تير يك . آن]8[با تأثير اثرات سطح پرداختند 

ا فرض اثرات سطح آن سازي نانو تير بترك فرض كرده و به مدل
سطح، تنش  الاستيسيتهها تأثير مدول پژوهش آنپرداختند. در 

پسماند سطح و چگالي سطحي به طور مجزا مورد بررسي قرار 
هو و همكاران در پژوهشي ديگر به بررسي تأثير  .گرفته است

لايه سطحي بر روي كمانش و ارتعاشات يك نانو سيم پرداختند 
پوسته به - ها شامل يك مدل اصلاح شده هسته. تحقيق آن]9[

منظور بررسي اثرات سطح در تحقيق  به همراه گزارشات تجربي 
ي ها نشان داد كه با فرض تنش لايهآن نتايجتوسعه يافته است. 

  يابد. .كمانش مدل افزايش ميبار  فركانس طبيعي و ،سطح

هاي پيوسته به از نوع سيستم هاميكروتيراز آنجايي كه 
اي معادلات حاكم از نوع معادلات ديفرانسيل پارهآيند حساب مي

جه آزادي ها داراي تعداد بي نهايت دراست و اين سيستم
انسيل و سازي و كاهش معادلات ديفرهستند. از اين رو گسسته

تبديل آن به معادلات ديفرانسيل معمولي به طرق مختلف انجام 
  .شودميپذيرفته و سپس كنترل سيستم گسسته بررسي 

ژانگ و همكاران كنترل ارتعاشات يك ميكروتير كه با عملگر 
. ]10[ پيزوالكتريك تحريك شده است را مورد بررسي قرار دادند

سازي فرض اويلر برنولي يكسر گيردار را براي مدل تير ها مدلآن
ي از اهرا به صورت مجموع پاسخ سيستم ،و از روش جمع مودها

شكل مودها بيان كردند. سپس با انتقال معادلات به فضاي حالت 
گر به كنترل نترلرهاي تطبيقي بر مبناي مشاهدهبه كمك ك

  .ارتعاشات ميكروتير پرداختند
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-و حذف ارتعاشات ناشي از يك جابه وانگ و همكاران كنترل

را به كمك يك جايي اوليه  و پايدار نمودن ارتعاشات دامنه 
سازي كه بر مبناي . دراين مدل]11[ كنترل مقاوم بررسي كردند
انتهاي گيردار مدل با سرعت متغير با تير اويلر برنولي بوده است، 

زمان در جهت طولي در حال حركت بوده و روي سر آزاد آن يك 
-ها از روش گلركين براي گسستهجرم وجود داشته است. آن

  اي بهره جستند.سازي معادلات ديفرانسيل پاره

ماريناكي و همكاران با استفاده از كنترل بهينه خطي به 
ها . آن]12[ اشات يك تير پرداختندبررسي كاهش دامنه ارتع

روش گلركين به يك مدل تير تيموشنكو خطي را با استفاده از 
ها با استفاده از معادلات ديفرانسيل معمولي تبديل كردند. آن

سازي پرندگان كاهش پايدارسازي خطي ريكاتي و الگوريتم بهينه
  .مصرف انرژي كنترلي را مورد بررسي قرار دادند

انتهايي ي جهرمي پايدارسازي ميكروتير يكسرگيردار در نقطه
. در اين پژوهش براي مدل ]13[ت را مورد ارزيابي قرار داده اس

يك لايه پيزوالكتريك بر روي  تير تيموشنكو كلاسيك  با فرض
اي هربا استفاده از اصل هميلتون معادلات ديفرانسيل پاآن 

استخراج شده است. به كمك روش گلركين معادلات ديفرانسيل 
آمده و سپس اثر طراحي كنترلر بر روي مود اول معمولي بدست 

  و دوم مورد بررسي شده است.

و كنترل ميكرو تير  آزاد اين پژوهش به بررسي ارتعاشات
پردازد. با بررسي سوابق هاي پيزوالكتريك ميگيردار با لايهيكسر 

- مطالعات انجام شده در اين حوزه مشخص است كه فرض تنش

هاي پيزوالكتريك سر گيردار با لايههاي سطح براي ميكروتير يك
شده است. همچنين كنترل ميكرو تير به نمورد توجه قرار گرفته 

منظور كاهش دامنه ارتعاشاتي آن با استفاده از كنترل بهينه 
است. در اين  نشدهخطي تا كنون  از طرف پژوهشگران ارزيابي 

تير با استفاده از تئوري سازي ميكروپژوهش ابتدا به مدل
مورداك  لاسيك محيط پيوسته و تئوري اثرات سطحي گورتينك

شود. سپس به كمك اصل هميلتون معادلات حاكم پرداخته مي
هاي پيزوالكتريك عملگر و حسگر استخراج بر ميكرو تير با لايه

 تعميم يافته شده است. به كمك روش مربعات ديفرانسيل
(GDQM1) به اي گسسته شده و معادلات ديفرانسيل پاره

شود. در ادامه با اي از معادلات خطي معمولي تبديل ميمجموعه
انتقال معادلات به فضاي حالت سيستم تحليل ارتعاشات و تأثير 

                                                            
1.	Generalized	Differential	Quadrature	 Method	

اثرات سطح نظير تنش پسماند سطح، مدول الاستيسته سطحي 
و سرانجام رفتار  گيردميو چگالي سطحي مورد ارزيابي قرار 

مورد ارزيابي  ٢بهينه خطيحي يك كنترلر اكي مدل با طرناميدي
  .خواهد گرفتقرار 

  استخراج معادلات حركت -2
هاي عملگر يكسر گيردار با لايه تيرسازي ميكروبه منظور مدل

برنولي - در اين پژوهش از مدل تير اويلرپيزوالكتريك  وحسگر
 صورتجايي به . بدين منظور روابط بردار جابهاستفاده شده است

  ) خواهد بود.1رابطه (

)1(  
ଵܷ ൌ െܼ

,ሺܺݓ߲ ሻݐ
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هاي نماي مدل ارائه شده ميكروتير با لايه 1شكل 
 دهد.پيزوالكتريك را نمايش مي

 

هاي پيزوالكتريك عملگر و نماي ميكروتير يكسر گيردار با لايه 1 شكل
  حسگر

ي انرژي كرنشي بر اساس تئوري ) بيان كننده2( هرابط
  .]14[ دهدرا نشان ميكلاسيك با فرض ميدان الكتريكي 

)2(  ܷ ൌ නሺߪ
.

Ω
ߝ െ  ሻܸ݀ܧܦ

به ترتيب   ߝ و ߪ .حجم تحت تنش است  Ωدر اين رابطه 
به ترتيب نيز در  اين رابطه   ܧو ܦ	 است.و كرنش تانسور تنش 
هستند،  1و ميدان الكتريكي 3جايي الكتريكيي جابهبيان كننده

  .]15[آيند بدست مي )6) تا (3( كه هر كدام از روابط
                                                            
2.	Linear	Optimal	Control	
3. Electrical	Displacement 
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ߪ  )3( ൌ λߜߝ  ߝߤ2 െ ݁ܧ 

ߝ  )4( ൌ
1
2
൫ݑ.   .൯ݑ

ܦ  )5( ൌ ݁ߝ  ߳ܧ 

ܧ )6( ൌ െФ,୧ 

ضريب ي به ترتيب بيان كننده ߜ و ∋ ،݁روابط اين  در 
و دلتاي 3الكتريك ضريب ثابت دي، 2ثابت تنش پيزوالكتريك

بوده كه به ترتيب از روابط   هاي لامهثابت ߤ و  ߣ .هستند كرونيكر
  آيند.بدست ميب)  - 7الف) و ( - 7(
λ  الف) - 7( ൌ

ʋܧ
ሺ1  ʋሻሺ1 െ 2ʋሻ

 
ߤ  ب) - 7( ൌ

ܧ
2ሺ1  ʋሻ

 
ي نسبت پواسون و به ترتيب بيان كننده ܧو  ʋ )7( در روابط

ي پتانسيل نشان دهنده Ф,مدول الاستيسته يانگ هستند.
است كه از  الكتريكپيزوحسگر و عملگر ي براي لايهالكتريكي 

  .]16[آيد ) بدست مي8( وابطر
,ݔФሺሻሺ  الف) - 8( ,ݖ ሻݐ ൌ sinሺݖߚሻ߶ሺሻ ሺݔ, ሻݐ 

ݖ2 ܸ

݄
 

,ݔФሺ௦ሻሺ ب)-8( ,ݖ ሻݐ ൌ sinሺݖߚሻ߶ሺ௦ሻ ሺݔ,  ሻݐ
 ݄نشان دهنده ولتاژ الكتريكي خارجي و  ܸ) 8( وابطدر ر

ߚهمچنين و  ضخامت پيزوالكتريك است ൌ ߨ	
݄ൗ  تعريف شده

) رابطه كرنش مسئله به 4) در (1اري رابطه (جايگذ با است.
  .آيدميبدست ) 9شكل رابطه (

ଵଵߝ  )9( ൌ െܼ
߲ଶݓ
ଶݔ߲

 

و  ي تنش بالكبيان كنندهب)  - 10الف) و ( - 10روابط ( 
  تنش پيزوالكتريك است.

ଵଵߪ  الف) - 10(
 ൌ െܼܧ

߲ଶݓ
ଶݔ߲

 
ଵଵߪ ب)-10(

 ൌ ଵଵܥ
 ଵଵߝ െ ݁ଷଵܧଷ



) ارائه 11جايي پيزوالكتريك به صورت رابطه (همچنين جابه
  شده است. 

ଷܦ  )11( ൌ ݁ଷଵߝଵଵ  ߳ଷଷܧଷ
 

                                                                                               
1.	Electrical	Field	
2.	Piezoelectric	coefficient		
3.	Dielectric	permittivity	constant	

)، انرژي كرنشي 2) در معادله (11) تا (8با جايگذاري روابط (
) بدست 13) و (12براي بالك و پيزوالكتريك به صورت روابط (

  خواهد آمد.
)12( ܷ௨

ൌ
1
2
න න ቈܼܧଶ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲

ቇቆ
߲ଶݓ
ଶݔ߲

ቇ݀ܣ௨ ݔ݀
.

ಳೠೖ





)13(  ܷ௭

ൌ
1
2
න න ቈܥଵଵ
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߲ଶݓ
ଶݔ߲
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ଶݔ߲

ቇ
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 ݁ଷଵܼ ቆ
߲Фሺሻ

ݖ߲
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ଶݔ߲
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ଶݔ߲
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ݖ߲
ቇ

 ߳ଷଷ ቆ
߲Фሺሻ

ݖ߲
ቇቆ

߲Фሺሻ

ݖ߲
ቇ ௭ܣ݀  ݔ݀

الكتريك به مقادير انرژي جنبشي نيز براي بالك و پيزو 
  .]15[آيد ) بدست مي15( ) و14هاي (ترتيب از رابطه

)14(  ܶ௨

ൌ
1
2
න ൝ܫ

௨ ൬
ݓ߲
ݐ߲
൰
ଶ

 ଶܫ
௨ ቆ

߲ଶݓ
ݐ߲ݔ߲

ቇ
ଶ

ൡ



 ݔ݀

)15( ܶ௭

ൌ
1
2
න ቐܫ

௭ ቆ
ݓ߲
ݐ߲
ቇ
ଶ

 ଶܫ
௭ ൭

ݓ2߲
ݐ߲ݔ߲

൱

ଶ

ቑ



 ݔ݀

براي بالك و  ممان اينرسي سطح و حجم ଶܫو  ܫكه در آن 
  .هستندپيزوالكتريك 

 كيمكان يتئور كيالب قاثرات سطح را در ك موردا نيگورت
 يقابل توجهي برانقش  يتئور نيارائه نمودند. ا وستهيپ طيمح

دارد. بر  كييپاسخ مكان يدر نظر گرفتن اثرات تنش سطح رو
با  هيلا كيبه عنوان  ،جامد كيسطح  هيلا يتئور نيا اساس

در نظر  نيريمتفاوت از توده ز ياماده يهاژگييضخامت صفر و و
به خوبي به توده متصل شده  ياهيگرفته شده، كه توسط رو

هاي سطح توسط معادله يهاتنش ،اين تئوريبر اساس  .است
  .]17[ دباشنقابل محاسبه مي )16(

ఈఉ߬ الف)-16(
ൌ ఈ,ఉݑ௦൫ߤ  ఉ,ఈ൯ݑ  ሺߣ௦  ߬௦ሻݑ,ߜఈఉ
 ߬௦ሺߜఈఉ െ  ఉ,ఈሻݑ

ఈ߬  ب) - 16( ൌ ߬௦ሺݑ,ఈሻ 
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߬௦ ،ߣو  ࢙ߤپارامتر تنش پسماند سطح௦ لامه سطح  يهاثابت
) 17يب انرژي كرنشي سطحي به شكل رابطه (ت. به اين ترهستند

  تعريف خواهد شد.

)17( 
௦ܷ ൌ

1
2
න රሺ߬

.

డ




ߝ  ߬ݑ,ሻ 

براي محاسبه اثرات بايد بر روي هر كدام از سطوح به صورت 
مستقل رابطه گورتين مورداك بر قرار باشد. سه فاكتور اساسي 

ଷଵ݁و  ௦ܧ، ௦߬در اثرات سطح عبارتند از  
௦  كه به ترتيب عبارتند از

تنش پسماند سطح، مدول الاستيسته سطحي و ضريب ثابت 
تأثير  مدلتريس سختي پيزوالكتريك سطحي كه همگي بر ما

شود نيز بر نشان داده مي ௦ߩ گذارند. چگالي سطحي كه بامي
. با توجه به روابط گذاردروي ماتريس جرم معادلات تأثير مي

) 18هاي پسماند سطح براي بالك به صورت روابط () تنش16(
  خواهد بود.

ଵଵ߬  الف) - 18(
௦ሺሻ ൌ ߬௦ሺሻ  ଵଵߝ௦ሺሻܧ

௦  

ଷଵ߬  ب) - 18(
௦ሺሻ ൌ

ሻݔሺݓ߲
ݔ߲

 

هاي پيزوالكتريك به ي تنش پسماند سطح براي لايهرابطه
  ) خواهد بود.19صورت روابط (

ଵଵ߬  الف)-19(
௦ሺሻ ൌ ߬௦ሺሻ  ଵଵߝ௦ሺሻܧ

௦ െ ݁ଷଵ
௦ሺሻܧଷ 

ଷଵ߬  ب) - 19(
௦ሺሻ ൌ

ሻݔሺݓ߲
ݔ߲

 

 سطحكرنش ي انرژي بيان شده در معادله با جايگذاري روابط
) 21) و (20براي بالك و پيزوالكتريك به ترتيب  به شكل روابط (

  آيد.بدست مي
)20(  ௦ܷ

ሺሻ

ൌ
1
2
න ර ቌ൫߬௦ሺሻ  ଵଵߝ௦ሺሻܧ

௦ ൯ ቆെݖ
߲ଶݓ
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 ߬௦ሺሻ ൬
ሻݔሺݓ߲
ݔ߲

൰
ଶ

ቍ݀ݏ  ݔ݀

)21(  ௦ܷ
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2
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െ ݁ଷଵ
௦ሺሻܧଷ൯ ቆെݖ

߲ଶݓ
ଶݔ߲

ቇ

 ߬௦ሺሻ ൬
ሻݔሺݓ߲
ݔ߲

൰
ଶ

ቍ݀ݏ  ݔ݀

بدين ترتيب با استفاده از اصل هميتلون و اصول حساب 
رابطه  .توان معادلات حركت سيستم را بدست آوردتغييرات مي

  ) بيان كننده اين اصل است.22(
)22(  δන ൫Π்௧୪		௦௧	௦			

௧మ

௧భ

െ Π்௧୪	௧	௦					൯ ݐ݀ ൌ 0 
هاي كرنشي كل مدل از قبيل كه از اختلاف مجموع انرژي

هاي پيزوالكتريك و هاي حجمي و سطحي بالك و لايهانرژي
نتيجه معادله حركت  آيد. درهاي جنبشي بدست ميانرژي
هاي پيزوالكتريك عملگر و حسگر به تير يكسرگيردار با لايهميكرو

  ) حاصل خواهد شد.23اي (شكل معادلات ديفرانسيل پاره
:ݓߜ )23( ሺܣଵ  ଶܣ  ଷܣ  ଵܤ

ௌ  ସܤ
ௌ  ܤ

ௌ  ଼ܤ
ௌ

 ଵܤ
ௌ  ଵସܤ

ௌ  ଵହܤ
ௌ ሻ ቆ

߲ସݓ
ସݔ߲

ቇ

 ሺܣସ  ଶܤ
ௌ  ହܤ

ௌ  ܤ
ௌሻ ቆ

߲ଶ߶ሺሻ

ଶݔ߲
ቇ

 ሺܣହ  ଵଵܤ
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ௌ  ଵܤ
ௌ ሻ ቆ

߲ଶ߶ሺௌሻ

ଶݔ߲
ቇ െ 

ሺܤଷ
ௌ  ଽܤ

ௌ  ଵଶܤ
ௌ ሻ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲

ቇ  ሺܣሻ ቆ
߲ସݓ
ଶݐଶ߲ݔ߲

ቇ

 ሺܣሻ ቆ
߲ଶݓ
ଶݐ߲

ቇ ൌ 0 

:ሺሻ߶ߜ ሺ଼ܣ  ହܤ
ௌ  ܤ

ௌ  ଶܤ
ௌሻ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲

ቇ 

ሺܣଽሻ൫߶ሺሻ൯ ൌ 0 

:ሺ௦ሻ߶ߜ ሺܣଵ  ଵܤ
ௌ  ଵଵܤ

ௌ  ଵଷܤ
ௌ ሻ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲

ቇ 

ሺܣଵଵሻ൫߶ሺ௦ሻ൯ ൌ 0 

ሺ	در آن  كه ൌ , ሻ  و
ሺ	࢙ ൌ , ሻ  به ترتيب

  .ضرايب معادلات و ضرايب اثرات سطح هستند
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  حل مسئلهروش  -3
اي  در اين پژوهش از ديفرانسيل پاره به منظور حل معادلات

براي  (GDQM)روش مجموع مربعات ديفرانسلي تعميم يافته 
اين  اصليسازي معادلات استفاده شده است. مفهوم گسسته
ضرايب وزني تابع بكارگيري مشتقات به صورت مجموع روش، 

ي حل معادلات هاي فرضي در دامنهگرهاست كه به صورت 
شوند. به اين ترتيب معادلات زده ميديفراسيل تقريب 

اي از دسته معادلات اي به صورت مجموعهديفرانسيل پاره
 ࢌمشتقات جزئي تابع   شوند.ديفرانسيل معمولي تقريب زده مي

  .]18[شود) بيان مي24به صورت رابطه ( ࢞در نقطه 
ࢌࢊ )24(

࢞ࢊ
ฬ
࢞ୀ࢞

ൌ
ሺሻࢌሺ࢞ሻ

ࡺ

ୀ

 

نشان   ي ضرايب وزني وبيان كننده  كه در آن  
هاي فرضي بر روي ات معادله و تعداد گرهقمشت هي مرتبدهنده

براي دسته معادلات حاكم بر مسئله  به اين ترتيب  مدل هستند.
 .) خواهد بود25ي (ضريب وزني اول  به شكل رابطه

)25
(  
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  كه در آن :
,   ൌ , ,…ࡹ

  .) قابل بيان است26نيز توسط روابط( ضرايب مرتبه بالا

)26( 
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 سازي شده به شكل رابطهمعادلات گسستهبه اين ترتيب 
  .در خواهد آمد )27(
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) فرم ماتريسي آن به شكل 27مجموعه معادلات (با توجه به 
 آيد.) بدست مي28هاي (رابطه

)28 - 
  )الف

ሷݓ௪௪ܯ

 ቂܭ௪௪ െ ఃሺೞሻఃሺೞሻ൯ܭ௪ఃሺೞሻ൫ܭ
ିଵ
ݓఃሺೞሻ௪ቃܭ
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ିଵ
 ݓఃሺೞሻ௪൧ܭൣ

هاي سختي و جرم مدل ماتريس ሿܯሾو  ሿܭሾكه در آن  
خارجي اعمالي از عملگر پيزوالكتريك نيروي  	هستند و در آن

براي اعمال كنترل، بهتر است كه معادله ديناميك خواهد بود. 
با تعريف  بنابراين. شودفضاي حالت تبديل  شكلسيستم به 

ሽߦሼمتغيرهاي فضاي حالت به صورت  ൌ ൜
ሶߟ
معادله ديناميكي  ൠߟ
 .خواهد بود) 29رابطه (سيستم در فرم فضاي حالت به صورت 

)29( ൛ߦሶൟ ൌ ሾܣሿሼߦሽ  ሾܤሿሼ ܸሽ 
ሾݕሿ ൌ ሾܥ̅ሿሼߦሽ 

است. هاي سيستم حالت ሽߦሼو ورودي كنترلي  ܸكه در آن 
 وماتريس كنترل  ሿܤሾسيستم،  حالت ماتريس ሿܣሾهمچنين 

ሾܥ̅ሿ  30خروجي سيستم است و به صورت روابط (ماتريس (
 .گرددتعريف مي

)30( ሾܣሿ ൌ 
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 .ت) اس31فرض ماتريس ميرايي مطابق رابطه (

ܥ )31( ൌ ሿܯሾߙ  ሿܭሾߚ

   .به ضرايب ريلي معروف هستند ߚ و ߙكه در آن 

توان روابط با توجه به روابط فضاي حالت بدست آمده مي
سيستم  در اين روشرا ارائه داد.  (LQR) كنترل بهينه خطي

كنترل فيدبك حالت جهت مينيمم كردن تابع انرژي و تابع خطا 
كه متناسب با اندازه مورد نياز براي پاسخ سيستم است، طراحي 

گردد تعريف مي )32ابطه (ر شود. بنابراين تابع هدف بصورتمي
]19[.  

ܬ )32( ൌ න ሺሼݕሽ்ሾܳሿሼݕሽ  ሼ ܸሽ்ሾܴሿሼ ܸሽሻ ݐ݀
ஶ


 

هاي وزني حالت و به ترتيب ماتريس  ሾܴሿو ሾܳሿ  كه در آن
هاي وزني نيمه ماتريس ترتيب هزينه سيستم نام دارندكه به
باشند.  بنابراين با فرض فيدبك مثبت معين و مثبت معين مي

-بدست مي )33(ي حالت كامل، ولتاژ اعمالي به عملگر از رابطه

  .آيد

)33( ሼ ܸሽ ൌ െሾܩሿሼߦሽ ൌ െሾܴሿିଵሾܤሿ்ൣ ܲ൧ሼߦሽ 
ൣضريب كنترل كننده است.  ሿܩሾكه  ܲ൧ توان از حل معادله را مي

  .]19[به صورت زير بدست آورد  )34( ريكاتي

)34( ሾܣሿ்ൣ ܲ൧  ൣ ܲ൧ሾܣሿ் െ ൣ ܲ൧ሾܤሿሾܴሿିଵൣ ܲ൧
 ሾ̅ܥሿ்ሾܳሿሾ̅ܥሿ ൌ 0 

  نتايج -4
هاي حل معادلات ديفرانسيل با جهت حصول اطمينان از جواب

ابتدا لازم است تا همگرايي و دقت  )GDQM(استفاده از روش
ارائه مدل  هاي فرضي بر رويحل مسئله براي تعداد مختلف گره

 رار گيرد. خواص مكانيكي و هندسي در اينشده مورد ارزيابي ق
هاي ميكروتير و پيزوالكتريك مطابق جدول براي لايهسازي شبيه

 است. 1

 
 
 
  

-خواص هندسي و خصوصيات مكانيكي ميكروتير با لايه 1 جدول

  هاي پيزو الكتريك

 پارامترها
ميكروت
 ير

 و عملگر پيزوالكتريك
 حسگر

  3  3  (µm)ضخامت
  450  450  (µm)طول
  50  50  (µm)عرض

  210  64  (GPa) الاستيسيتهمدول 
݃ܭሺچگالي ݉ଷ⁄ )  2331  7500  

  27/0  24/0  ضريب پواسون
ሺܥ ݉ଶ⁄ ሻ ݁ଷଵ -  10 -  

∈ଷଷ	(ܥଶ ݉ଶ⁄ ܰሻ   -  8 -10×0275/1  
با در نظر گرفتن ماتريس جرم و سفتي و حل مسئله مقادير 

تأثير  2در شكل شود. ويژه، فركانس طبيعي سيستم حاصل مي
طبيعي مود اول براي مدل  همگرايي فركانس تعداد گره بر روي

شده است. محور  نشان داده الكتريكهاي پيزولايه ميكروتير با
هاي فرض شده و محور عمودي فركانس طبيعي افقي تعدادگره

گونه كه در شكل مشخص است براي دهد. همانمدل را نشان مي
-ي نميدقت كافها داراي گره جواب  5تعداد گره به ازاي مقادير 

بطوريكه به  ها، مقادير فركانسي همگرا شدهباشد. با افزايش گره
   همگرايي حاصل شده است. 15ازاي تعداد گره برابر 

  
تأثير تعداد گره بر همگرايي و دقت فركانس ميكروتير يكسر  2 شكل

  گيردار با لايه هاي پيزوالكتريك براي مود اول ارتعاشي
با  تأثير تغييرات نسبت طول به ضخامت ميكروتير ٣شكل 

براي  دهد.فركانس طبيعي را نشان مي  هاي پيزو الكتريك بهلايه
ها هاي زير نسبت عرض ميكروتير به ضخامت كل لايهكليه حالت

فرض شده و هر لايه داراي ضخامت برابر با هركدام از  2برابر 
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شود، شكل مشاهده ميگونه كه در هاي ديگر است. همانلايه
به برابر ضخامت  5بيشترين فركانس طبيعي مربوط به نسبت 

برابر  20طول است و كمترين اندازه فركانس طبيعي براي حالت 
آيد. بدين ترتيب در يك ضخامت ضخامت به طول بدست مي

هاي طبيعي ثابت هرچه طول مدل افزايش يافته است فركانس
به ضخامت به ازاي كاهش  كم شده و در يك نسبت ثابت طول

ضخامت، مقادير فركانس افزايش يافته است. به عنوان مثال 
ميكرومتر است،  بالاترين  15هنگامي كه طول ميكروتير  

شود و رفته رفته با نزديك شدن به فركانس طبيعي مشاهده مي
ميكرومتر از فركانس طبيعي در هر چهار مود كاسته  135طول 

ر هر اندازه از ابعاد مدل سازي از ميكرو به شود. به عبارت ديگمي
شويم، از اندازه فركانس طبيعي كاسته ابعاد  ماكرو نزديك مي

شود. در واقع افزايش طول ميكروتير سبب كاهش سفتي مي
  يابد.مدل شده و فركانس طبيعي پايه مدل كاهش مي

نكته قابل ملاحظه ديگر آنكه بيشترين نرخ تغييرات فركانس 
شود. به عبارتي ميكرومتر مشاهده مي 12تا  3هاي تدر ضخام

متر طول به نسبت ضخامت اهاي كوچكتر تأثير پاردر ضخامت
تر بوده است و هرچند افزايش ضخامت منجر به سختي محسوس

شود اما به دليل تأثير بيشتر افزايش طول، مقادير سازي ميمدل
  يافته است.فركانس طبيعي كاهش 

تغييرات نسبت طول به ضخامت بر فركانس  تأثيرمقايسه  3 شكل
  هاي پيزوالكتريكطبيعي مود اول ميكروتير با لايه

به  ارتعاشيييرات فركانس طبيعي براي مود اول روند تغ
هاي متفاوت عرض به ضخامت  در ضخامت با توجه به نسبت

نشان داده شده است. بالاترين ميزان فركانس طبيعي  4شكل 
ن نسبت عرض ميكروتير به ضخامت است و مربوط به كمتري

هرچه نسبت عرض به ضخامت ميكروتير در يك طول ثابت 
يابد. از طرف كاهش مينيز يابد فركانس طبيعي مدل افزايش مي

ديگر هرچه ضخامت مدل در يك نسبت ثابت عرض به ضخامت 
 .كندافزايش يابد،  فركانس طبيعي مدل كاهش پيدا مي

هاي متفاوت بر نسبت عرض به ضخامت در ضخامت تغييرات 4 شكل
هاي مود اول ارتعاشي ميكروتير يكسر گيردار با لايه طبيعي  فركانس

  پيزوالكتريك

مدل ميكروتير به منظور بررسي اثرات انرژي سطح بر روي 
مقادير  يكسرگيردار با لايه هاي عملگر و حسگر پيزوالكتريك

در  مورد استفاده قرار گرفته است. 2اثرات سطح مطابق جدول 
تنش كتورهاي مدل با فرض هريك از فا ارتعاشات آزادرفتار  ادامه

مورد چگالي سطحي  و پسماند سطح، مدول الاستيك سطحي
  گيرد. ارزيابي قرار مي

  مقادير اثرات سطح 2 جدول

 ميكروتير پارامترها
  پيزوالكتريك

و حسگر عملگر  

݃ܭሺ	  چگالي سطحي ݉ଶ⁄ )  7 -10×17/3  7 -10×17/3  
ܰ تنش پسماند سطح ݉⁄ ሻ(  605/0  605/0  
݁ଷଵ
௦ ܥ)  ݉⁄ ሻ   -  8 -10×3-  
ܰ)௦ߣ ݉⁄ ሻ488/4-  488/4-  
ܰ)௦ߤ ݉⁄ ሻ 774/2-  774/2-  

اثر مدول الاستيسيته سطح بر فركانس طبيعي اول ارتعاشي 
نمايش داده شده  5در تغييرات نسبت طول بر ضخامت در شكل 

است. بالاترين مقدار فركانسي مربوط به كمترين نسبت طول به 
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ضخامت است. به عبارتي با افزايش طول مدل از فركانس طبيعي 
همچنين افزودن پارامترهاي سطح سبب . شودكاسته مي

  شود.در فركانس طبيعي مدل مي كمرات يتغي

  
ل الاستيسته تغييرات نسبت طول به ضخامت با فرض مدو 5شكل 

هاي گيردار با لايهسطحي بر دو  فركانس اول ميكروتير يكسر
  الكتريكپيزو

اثر پارامتر تنش پسماند سطح بر روي فركانس طبيعي مود 
مشاهده  6شكل  درتوان هاي متفاوت را مياول ارتعاشي در طول

-كرد. افزودن جملات تنش پسماند سطح تغييراتي در فركانس

ي طبيعي هاافزايش فركانس و اينآورد وجود ميهاي طبيعي به 
است. از طرفي با افزايش ابعاد مدل به دليل افزايش سفتي مدل 

از مقدار تغييرات فركانس طبيعي كاسته شده است. به عبارتي با 
افزايش ابعاد مدل نتايج فرض تنش پسماند سطح و عدم فرض 

ميت ديگر موضوع با اه اند.اثرات سطح به يكديگر نزديك شده
تأثير بيشتر تنش پسماند سطح نسبت به ساير پارامترهاي تنش 
سطح است. به عبارتي افزايش يا كاهش تنش پسماند سطح تأثير 
بزرگتري بر رفتار مدل نسبت به ساير پارامترهاي مدول 

نكته قابل توجه ديگر در اين مدلسازي آن الاستيسته سطح دارد. 
اثرات  15مت كمتر از هاي طول به ضخااست كه تا نسبت

-هاي تنش سطح بيشتر بود است، به عبارتي براي هندسهفاكتور

ها هاي نزديك سطح در مقايسه با تعدادكل اتمهايي كه تعداد اتم
  يابد.هاي سطح به مراتب افزايش مياست، تأثير تنش بيشتر

  

  

  
تغييرات نسبت طول به ضخامت با فرض تنش پسماند  6شكل 

  هاي پيزوالكتريكميكروتيريكسرگيردار با لايهر مدل سطحي ب
اول  تأثير چگالي سطحي بر روي فركانس طبيعي 3جدول 

هاي پيزوالكتريك را در يك گيردار با لايهمدل ميكروتير يكسر
چگالي مقادير دهد. با افزودن ضخامت و طول ثابت نمايش مي

كه اين موضوع  يافته استكاهش هاي طبيعي فركانس ،سطحي
توان با توجه به افزايش ماتريس جرمي مدل توجيه نمود. را مي

همچنين با افرايش اندازه چگالي سطحي مدل، كاهش فركانس 
  تر است. طبيعي قابل ملاحظه

 كيالكتر زويپ يها هيميكروتير با لا يفركانس اول برا ريمقاد 2 جدول
  متر كرويم 60و طول  كرومتريم 3با  ضخامت 

௦ߩ ሺ݃ܭ ݉ଶሻ⁄ܧ௦	ሺܰ ݉ሻ⁄  ߬௦	ሺܰ ݉ሻ⁄  ߱ଵሺݖܪሻ 
0  036/10  605/0  11722053 

7-10×7  036/10  605/0  11721788 
6-10×7  036/10  605/0  11721708 

بدون در ارائه شده را رفتار ديناميكي انتهاي مدل  7شكل
سازي مدل تحت دهد. در اين شبيهنظر گرفتن ميرايي نشان مي

درصد طول  5به اندازه در انتهاي ميكرو تير جايي اوليه يك جابه
سازي برحسب شود. محور افقي زمان شبيهقرار گرفته و رها مي

جايي انتهاي تير برحسب متر را نشان ثانيه و محور عمودي جابه
دهد.  واضح است كه با افزايش تغيير شكل اوليه دامنه مي

اي بررسي رفتار جهت كه برآناز يابد. سيستم افزايش مي
ديناميكي سيستم ميرايي در نظر گرفته نشده است، نوسان مدل 

  در طول زمان همواره ادامه خواهد داشت. 
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جايي انتهاي ميكروتيريكسرگيردار با جابه ديناميكي رفتار 7شكل 

   هاي پيزوالكتريك عملگر و حسگرلايه
جايي ي جابهي پاسخ ديناميكي دامنهبه مقايسه 8شكل 

براي  انتهاي مدل ميكروتير در دو حالت بدون كنترل و در 
ي پردازد. در اين مدل هزينهحضور كنترلر فيدبك بهينه مي

 سبب نظر گرفته شده است. عملكرد كنترل بهينه، در 1كنترلي 
ي ارتعاشات مدل دامنهسريعتر  كاهشافزايش سرعت پاسخ و 

مان نشست ز ،شده است. در نتيجه با اعمال كنترلر بهينه
سسيستم كاهش يافته است. در اين مدلسازي با توجه به 

 17جايي انتهاي مدل جابه ،ريس هزينه كنترلي طراحي شدهمات
- و به زمان نشست خود نزديك مي درصد سريعتر كاهش يافته

تغييرات مورد نظر طراح، در ضرايب ماتريس وزني  با اعمال	شود.
توان ميزان طلوب ميي كنترلي مهاي سسيستم و هزينهحالت

سرعت دستيابي به زمان نشست و ميزان كاهش دامنه دلخواه را 
  .تنظيم نمود

  
ر حالت بدون جايي انتهاي ميكروتير يكسر گيردار دجابه 8شكل

  )LQR( كنترل و كنترل فعال

  
ميزان ولتاژ كنترلي و همچنين انرژي كنترلي  9 يهاشكل 

هاي يكسرگيردار با لايهسازي مدل ميكروتير در شرايط شبيه
دهد. با تابع هزينه پيش حسگر و عملگر پيزوالكتريك را نشان مي

فرض ميزان ولتاژ كنترلي مطابق شكل است و رفته رفته با 
كاهش دامنه ارتعاشات از ولتاژ اعمالي به سيستم در طول زمان 

شود. در واقع حسگر پيزوالكتريك با دريافت كرنش از كاسته مي
انتقال داده و كنترلر  ሺLQRሻ ر ميزان ولتاژ را به كنترلرتيكرومي

تنظيمات مطلوب را مقايسه و عملگر ميزان ولتاژ تنظيم را اعمال 
كند. همچنين ميزان انرژي مصرفي به سيستم با نزديك مي

با كاهش هزينه يابد. ه زمان نشست سيستم كاهش ميشدن ب
گتري از ولتاژ را سيستم قادر خواهد بود تا مقادير بزركنترلي 

مصرف كند. در اين صورت كاهش سريع دامنه ارتعاشي مدل را 
  شاهد خواهيم بود. 

  
تغييرات ولتاژ كنترلي و انرژي كنترلي در شرايط كنترل فعال  9شكل 

)LQR(  
ولتاژ كنترلي  سازي حداكثرنتايج حاصل از شبيه 10شكل   

هاي لايه مدل ميكروتير يكسر گيردار بابه زمان نشست براي 
پردازد. با توجه به شكل پيزوالكتريك عملگر و حسگر مي

كنترلي افزايش زمان نشست را به  ولتاژمشخص است كه كاهش 
نشست كوچك، نرخ كاهش زمان دنبال دارد. همچنين براي 

	تر از نرخ افزايش زمان نشست سيستم است. ولتاژ كنترلي سريع

دامنه ارتعاشات مدل افزايش ولتاژ اعمالي و در پي آن كاهش 
تحت تأثير ماتريس هزينه كنترل ارزان بوده است. از طرفي نرخ 
هزينه كنترلي گران سبب كاهش ولتاژ اعمالي به مدل شده كه 
افزايش دستيابي به زمان پايداري و دمپ كامل دامنه ارتعاشي را 
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سازي نرخ شود. نكته قابل مشاهده ديگر در اين شبيهموجب مي
اژ ماكزيمم است بطوريكه هر چه هزينه كنترلي تغييرات ولت

كاهش يابد سيستم نرخ تغييرات زمان نشست سيستم بيشتر 
رفته  .بوده است و سيستم با سرعت بيشتري پايدار شده است

رفته با افزايش هزينه كنترل سيستم، نرخ تغييرات زمان نشست 
  يابد.و پايداري مدل كاهش مي

  
منحني ماكزيمم ولتاژ اعمالي به عملگر پيزوالكتريك  10شكل 

  بر حسب زمان نشست 

 بنديجمع - 5

ميكروتير  بهينه خطي تحليل ارتعاشات و كنترلدر اين پژوهش 
هاي پيزوالكتريك عملگر و حسگر با يكسر گيردار به همراه لايه

قرار گرفت. بدين منظور پس از  همورد مطالع فرض اثرات سطح
ت حركت به كمك اصل هميلتون، معادلات عادلااستخراج م

به دسته معادلات  GDQMش اي با استفاده از روديفرانسيل پاره
هاي بررسي ارتعاشاتي تنش ديفرانسيل معمولي تبديل شد.

دهد كه فرض اين پارامترها در تغييرات سطحي نشان مي
. يابدبا نزديك شدن از ابعاد ميكرو به ماكرو كاهش ميفركانس 

- طرفي موثرترين پارامتر از ميان اثرات سطح مربوط به تنشاز 

ي هاي پسماند سطح بوده است. با اين وجود بكارگيري كليه
هاي اثر سطح از قبيل مدول الاستيسته سطحي، تنش فرض

تواند جهت دستيابي به چگالي سطحي مي و پسماند سطحي
در روش  تواند حائز اهميت باشد.رفتار دقيق فركانسي مي

-ه كنترلي تأثير مستقيم بر پايدارتغييرات هزين LQRكنترلي 

سازي و كاهش دامنه سيستم دارند. بطوريكه افزايش ضرايب 
حالت سيستم سبب كاهش زمان نشست سيستم شده و افزايش 

 شود.ضريب هزينه كنترلي سبب افزايش زمان نشست مي

همچنين نرخ تغييرات ولتاژ كنترلي ماكزيمم عملگر 
هاي نشست كوچكتر با سرعت بيشتري پيزوالكتريك، در زمان

  يابد.هاي نشست بزرگتر كاهش مينسبت به زمان

  فهرست علائم -6

  انرژي كرنشي	ܷ
  كرنش ߝ
  حجم ߗ
  )mµ( ميكروتير عرض ܾ
  )m2µ( مساحت ܣ
  )mµ( طول ܮ
  جايي الكتريكيجابه ܦ
  ميدان الكتريكي ܧ

݁ 
 ثابت تنش ضريب

  )Cm‐2( پيزوالكتريك

∈ 
 الكتريك ضريب ثابت دي
ሺC2m‐2N‐1ሻ	   

  )mµ( ضخامت ݄
ܸ ولتاژ الكتريكي خارجي  
  ضرايب وزني ܥ
  ممان اينرسي ܫ
  انرژي جنبشي ܶ

 ܧ
 مدول الاستيسيته يانگ

)GPa(  
  علائم يوناني

  )kgm‐3چگالي ( ߩ
  )kgm‐2( سطح چگالي ௦ߩ
  مدول برش ߤ
  تنش ߪ
Ф, پتانسيل الكتريكي  
߬௦ تنش پسماند سطح )Nm‐1( 
  )Nm‐1(	ثابت لامه ߤ
  )Nm‐1(	ثابت لامه ߣ
ʋ نسبت پواسون  

ܥ

 

	الاستيستهمدول 

  )GPa( پيزوالكتريك
  ضرايب ريلي ߙ
  ضرايب ريلي ߚ
  هاي سيستمحالت ߦ
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