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Abstract: In recent years, convexity theory has experienced rapid development. Many researchers have expanded it. A 

notable generalization of the convex function is the Inox function introduced and studied by Hanson. This has greatly 

expanded the role of inox in optimization. Ben and Mond introduced a class of functions called generalizations of pre-Inox 

functions. Regarding change inequalities and related problems in recent years, Pite and Postloche introduced the concept of 

pseudo pre-invex, and applied it in theoretical mechanics and nonlinear optimization. Later, Pite and Antchak introduced this 

concept of invex, and applied it to vector optimization. This shows that pre-invexity plays an important role in the 

development of various fields of pure and applied sciences. In this article, we first introduce the concept of 𝑚, 𝑞 -pre-inox 

and then state and prove the Hermit-Hadamard theorem for it, and we will state that the previously obtained inequalities are 

a direct result of our main theorem. In this article, we first introduce the concept of 𝑚, 𝑞 invex sets and 𝑚,𝑞 pre-invex 

functions. Then state and prove the Hermit-Hadamard theorem for it, and state that the previous inequalities are a direct result 

of our main theorem. 

Introduction: Quantum calculus is known as the study of differential and integral calculus without restrictions. Euler 

(1783-1707) was the first to study quantum calculus. He introduced q in Newton's infinite series compositions. In the early 

20th century, the study of quantum calculus was started by Jackson. In quantum computing, we obtain mathematical 

equivalents of q objects that can be recovered as 𝑞 → 1. Note that quantum calculus is a subset of time scale calculus. The 

time scale of calculus provides a unified framework for the study of dynamical equations in both discrete and continuous 

domains. That in quantum calculus, we deal with a specific time scale called the q time scale. Quantum calculus is a bridge 

between mathematics and physics. Due to the significant applications of quantum computing in mathematics and physics, 

this issue has been the focus of many researchers. As a result, quantum calculus has emerged as a fascinating field. In recent 

years, convexity theory has experienced rapid development. Many researchers have expanded it. A notable generalization of 

the convex function is the inex function, which was introduced and studied by Hanson [1]. This has greatly expanded the role 

of inox in optimization. Ben and Mond [2] introduced a class of functions called generalizations of pre-invex functions.This 

fundamental result of Hermit and Hadamard (HH) has obtained by many mathematicians, and as a result, this inequality has 

been extended by Noor in various ways using new ideas and obtained the Hermit-Hadamard inequality for pre-invex 

functions. Regarding variational inequalities and related problems in recent years, Pite and Postloche [3],[4]  and [5] 

introduced the concept of pseudo pre-invex, and applied it in theoretical mechanics and nonlinear optimization. Later, Pite 

and Antchak [6] introduced this concept of inexity, and applied it in vector optimization. This shows that pre-invex plays an 

important role in the development of various fields of pure and applied sciences. For more details on the quantum calculus 

see references [7]. 
Method 
No method applicable. 

Results and Discussion: In This article, we improve the Hermite-Hadamard (HH) integral inequality for 𝑚, 𝑞 - preinvex 

functions.  
Assuming 𝑚 = 1, Theorem 3.1 of the article [8], that is, relation (3) is obtained. Assuming 𝑞 → 1, the main theorem of the 

article [9] and 𝑚 = 1 and 𝑞 → 1, Hermit Hadamard's main inequality is obtained. 

 

Keywords: Hermite-Hadamard integral inequality, m-convex function, convex functions. 
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توجه اند. تعمیم قابلدادهت. بسیاری از محققان آن را گسترشاسکردهنظریه تحدب توسعه سریعی را تجربههای اخیر، در سال چکیده:

دادهسازی بسیار گسترشکار نقش اینوکسی را در بهینه. این استهشدمعرفی و مطالعه است که توسط هانسون تابع محدب، تابع اینوکس

تغییراتی  هایدر خصوص نامساوی ود.شمیبه عنوان تعمیم توابع پیش اینوکس نامیدهکردند که ای از توابع را معرفیاست. بن و موند دسته

سازی و آن را در مکانیک نظری و بهینه کردند.عرفیاینوکسی را مهای اخیر، پیته و پوستلوچه مفهوم شبه پیشو مشکلات مرتبط در سال

دهد میکردند. این نشانسازی برداری اعمالوکسی را معرفی، و آن را در بهینهبردند. بعدها پیته و آنتچاک این مفهوم اینکارغیرخطی به

,𝑚 ابتدا مفهوم مقالهدر این  های مختلف علوم محض و کاربردی دارد.که پیش اینوکسی نقش مهمی در توسعه رشته 𝑞 - پیش اینوکس

نتیجه آمده ستدهبهای قبلی که نامساوی کردخواهیمکنیم و بیانمیبرای آن بیان و ثابت اهادامارد ر -معرفی و سپس قضیه هرمیت 

  ند.باشمستقیمی از قضیه اصلی ما می

 

 .محدب، تابع محدب 𝑚 هادامارد، تابع -نامساوی انتگرالی هرمیت  های کلیدی:واژه
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 .مقدمه1
انتگرال بدون عنوان مطالعه حساب دیفرانسیل و بهحساب کوانتومی 

که (، اولین کسی بود 7171-7171است. اویلر )شدهمحدودیت شناخته

های سری تغییراترا در  𝑞 کرد. اورا شروع مطالعه حساب کوانتومی

نمود. در اوایل قرن بیستم مطالعه حساب نیوتن معرفی نامتناهی

 هایشباهت  شد. در محاسبات کوانتومی،شروع کوانتومی توسط جکسون

 ها را به صورتتوان آناشیایی که می .آوریممیدسترا به 𝑞 ریاضی

𝑞 → عه حساب مقیاس زمانی وی زیرمجمحساب کوانتوم کرد.بازیابی  1

برای مطالعه   مقیاس حساب یک چارچوب یکپارچه  است. زمان،

ه کند. کمیهر دو حوزه گسسته و پیوسته فراهممعادلات دینامیکی در 

سروکار داریم که به  خاصدر حساب کوانتومی، ما با یک مقیاس زمانی 

ی پلی بین ریاض منزلۀگویند. حساب کوانتومی به می 𝑞 آن مقیاس زمانی

توجه حساب کوانتومی در . با توجه به کاربردهای قابلاستو فیزیک 

 نپژوهشگراریاضیات و فیزیک،  این موضوع مورد توجه ویژه بسیاری از 

ه عنوان یک میدان جذاب، است. در نتیجه، حساب کوانتومی بقرارگرفته

  .استظاهرشده

است. کردهعه سریعی را تجربهنظریه تحدب توسهای اخیر، در سال    

توجه تابع محدب، اند. تعمیم قابلدادهن را گسترشبسیاری از محققان آ

این کار معرفی و مطالعه شد.  [7] تابع اینوکس  است که توسط هانسون

 [2] است. بن و مونددادهسازی بسیار گسترشنقش اینوکسی را در بهینه

 کردند که به عنوان تعمیم توابع پیش اینوکس ی از توابع را معرفیادسته

 .شودمینامیده

های اخیر، التغییراتی و مشکلات مرتبط در س هایدرخصوص نامساوی

-مفهوم شبه پیش اینوکسی را معرفی [4]و  [1] ،[5]پیته  و پوستلوچه  

 بردند.کارسازی غیرخطی بهو آن را در مکانیک نظری و بهینه کردند.

وکسی را معرفی، و آن را در این مفهوم این [6]بعدها پیته و آنتچاک 

دهد که پیش اینوکسی میکردند. این نشانسازی برداری اعمالبهینه

های مختلف علوم محض و کاربردی دارد. مهمی در توسعه رشته نقش

 .را ببینید [1]مقاله  برای جزئیات بیشتر در مورد حساب کوانتومی منابع
 

 هاف و پیش نیازتعاری   2

S مجموعه  2.1تعریف  ⊆ R نسبت به نگاشت η: S × S → R 

  شود هرگاهمیاینوکس گفته

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ∧ 𝑡 ∈ [0,1] ⇒ 𝑦 + 𝑡𝜂(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆. 
 

,𝜂(𝑥 واضح است که هر مجموعه محدب نسبت به نگاشت       𝑦) =

𝑥 − 𝑦  دارد که محدب وکس هست اما مجموعه اینوکسی وجوداین

  .نیست

S کنیدفرض  2.2تعریف  ⊆ R مجموعه اینوکس نسبت به نگاشت 

η: S × S → R  باشد در این صورت تابع f: S → R  پیش اینوکسی

,x شود هرگاه برای هرمیگفته η نسبت به y ∈ S  

t و ∈   باشیمداشته [0,1]

 
(1) 𝑓(𝑦 + 𝑡𝜂(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑦). 
,𝜂(𝑥 نسبت به نگاشتهر تابع محدب       𝑦) = 𝑥 − 𝑦  پیش

 .اینوکس است اما برعکس آن صحیح نیست

هادامارد برای توابع پیش اینوکس توسط نور  -نامساوی هرمیت     

 .استشدهمعرفی [1]
(2) 𝑓 (𝑎 +

1

2
𝜂(𝑏, 𝑎)) ≤

1

𝜂(𝑏,𝑎)
∫
𝑎+𝜂(𝑏,𝑎)

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 ≤

𝑓(𝑎)+𝑓(𝑏)

2
.  

 

𝑥 و 𝑥 شامل قطعه خط بین زوج نقاط 𝑆 مجموعه اینوکس      +

𝜂(𝑦, 𝑥) برای هر 𝑥 و 𝑦 از 𝑆 چرا که  
 

𝑥 + 𝑡𝜂(𝑦, 𝑥) = (1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡(𝑥 + 𝜂(𝑦, 𝑥)). 
 

𝑆 مجموعه [1] 2.2مثال  = (−∞,𝑎] ∪ [𝑎,∞) کهوقتی 

 a ≥ ,η(y نسبت به نگاشت ,0 x) = x  باشد چرا که اینوکس می

  شامل ترکیبات خطی زیر است
 

𝑥 + 𝑡𝜂(𝑦, 𝑥) = (1 + 𝑡)𝑥,    ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ∧ 𝑡 ∈ [0,1]. 
  

f(x) تابع  [7] 2.4مثال  = −|x| روی مجموعه D = R  نسبت به

  شد:بانگاشت زیر پیش اینوکس می
 

𝜂(𝑦, 𝑥) = {
𝑦 − 𝑥,  𝑥𝑦 ≥   0; 
𝑥 − 𝑦,  𝑥𝑦 > 0.

 

 

I فرض کنید = [a, b] ⊂ R  7و < 𝑞 <  مشتق تابع q- باشد  1

f: I → R  در نقطه x ∈ I د:شومی صورت زیر تعریفهب  

:f مشتق تابع پیوسته q- 2.2تعریف  I → R در نقطه x ∈ I برای 

x ≠ a شودمیصورت زیر تعریفهب:  
 

 𝑎𝐷𝑞𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑎)

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑎)
 

 

𝑎 و اگر = 𝑎𝐷𝑞𝑓(𝑥)  صورتباشد در این 0 = 𝐷𝑞𝑓(𝑥) و 𝑞  

  بود ازعبارت خواهد 𝑓 مشتق
 

𝐷𝑞𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑞𝑥)

(1 − 𝑞)𝑥
 

 

  

  2.2تبصره 
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 𝑎𝐷𝑞𝑐 =
𝑐 − 𝑐

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑎)
= 0 

 

 𝑎𝐷𝑞(𝑐𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = 𝑐𝑎𝐷𝑞𝑓(𝑥)+𝑎𝐷𝑞𝑔(𝑥) 

 

  

   2.7مثال 

 𝑎𝐷𝑞𝑥
2 =

𝑥2 − (𝑞𝑥 + (1 − 𝑞)𝑎)2

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑎)
= (1 + 𝑞)𝑥 + (1 − 𝑞)𝑎 

 

𝑥 و برای = 𝑎  
 

lim
𝑞→1

𝑎𝐷𝑞𝑥
2 = 2𝑎. 

 

𝑠 برای  2.2مثال  ∈ 𝑅  

 𝑎𝐷𝑞(𝑥 − 𝑎)
𝑠 =

1 − 𝑞𝑠

1 − 𝑞
(𝑥 − 𝑎)𝑠−1 

 

 

 

:f انتگرال تابع پیوسته q- 2.2تعریف  I → R در روی I صورت زیر هب

 :شودتعریف می

 

∫
𝑥

𝑎

𝑓(𝑥)𝑎𝑑𝑞𝑥 = 

(1 − 𝑞)(𝑥 − 𝑎)∑

∞

𝑛=0

𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑥 + (1 − 𝑞𝑛)𝑎). 

 

𝑎 و اگر =  صورتباشد در این 0
  

∫
𝑥

0

𝑓(𝑥)0𝑑𝑞𝑥 = (1 − 𝑞)𝑥∑

∞

𝑛=0

𝑞𝑛𝑓(𝑞𝑛𝑥). 

 

𝑐 برای  ∈ (𝑎, 𝑥) ،𝑞 -بودانتگرال به فرم زیر خواهد  
 

∫
𝑥

𝑐

𝑓(𝑥)𝑎𝑑𝑞𝑥 = ∫
𝑥

𝑎

𝑓(𝑥)𝑎𝑑𝑞𝑥 − ∫
𝑐

𝑎

𝑓(𝑥)𝑎𝑑𝑞𝑥 

 

-هب انتگرال نیز شبیه حالت معمولیq -خواص مقدماتی  2.12تبصره 

  :صورت زیر است
 

1.   𝑎𝐷𝑞 ∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑥)𝑎𝑑𝑞𝑥 = 𝑓(𝑥) 

2.  ∫
𝑥

𝑐 𝑞𝑎
𝐷𝑞𝑓(𝑡)𝑎𝑑𝑞𝑡 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐) 

3.  ∫
𝑥

𝑎
(𝑘𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑎𝑑𝑞𝑥 =

   𝑘 ∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑥)𝑎𝑑𝑞𝑥 + ∫

𝑥

𝑎
𝑔(𝑥)𝑎𝑑𝑞𝑥 

  

  

𝑠 برای  2.11مثال  ∈ 𝑅  
 

∫
𝑥

𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝑎
𝑠𝑑𝑞𝑥 =

1 − 𝑞

1 − 𝑞𝑠+1
(𝑥 − 𝑎)𝑠+1 

∫
1

0

𝑡𝑎𝑑𝑞𝑥 =
1 − 𝑞

1 − 𝑞2
=

1

1 + 𝑞
 

 

∫
1

0

(1 − 𝑡)𝑎𝑑𝑞𝑥 =
𝑞

1 + 𝑞
 

 

 هادامارد برای توابع پیش اینوکس -نامساوی هرمیت  

 𝑞 –برای  [7]پذیر توسط نور و همکارانش در انتگرال 

𝜂(𝑏, 𝑎) ≥  .استشدهمعرفی  0
(3) 

𝑓 (𝑎 +
1

2
𝜂(𝑏, 𝑎))

≤
1

𝜂(𝑏, 𝑎)
∫
𝑎+𝜂(𝑏,𝑎)

𝑎

𝑓(𝑡)𝑎  𝑑𝑞𝑡

≤
𝑞𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
. 

 

  

  

m کنیدفرض  2.12تعریف  ∈ روی  f باشد. تابع حقیقی [0,1]

,x یم هرگاه برای هریگورا محدب می R از C مجموعه y ∈ C و 

 t ∈   باشیمداشته  [0,1]
 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑦) 
 و

𝑚  -یم هرگاه برای هریگومحدب می  

 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶  و 𝑡,𝑚 ∈ [0,1]  

 

  باشیمداشته

 

𝑓(𝑡𝑥 + 𝑚(1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) +𝑚(1 − 𝑡)𝑓(𝑦). 
 

  نتایج اصلی   2

,𝑚 در این بخش ابتدا مفهوم  𝑞 -معرفی و سپس قضیه  پیش اینوکس

کنیم که مینیم و بیانکمیهادامارد رو برای آن بیان و ثابت -هرمیت 

  .باشدهای قبلی نتیجه مستقیمی از قضیه اصلی ما مینامساوی

m کنیدفرض  2.1تعریف  ∈ روی  f  حقیقی  باشد. تابع [0,1]

,m -را R از C مجموعه اینوکس q برای  یم هرگاهویگپیش اینوکس می 

,x هر y ∈ C و t,m ∈   باشیمداشته [0,1]
 

𝑓(𝑚𝑥 + 𝑡𝜂𝑚(𝑦, 𝑥)) ≤ 𝑡𝑓(𝑦) + 𝑚(1 − 𝑡)𝑓(𝑥) 
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,𝜂𝑚(𝑦 که وقتی  𝑥) = 𝑥 −𝑚𝑦 تبدیل به 𝑚  محدب

𝑚 که شود و وقتیمی =   نگاشتباشد تبدیل به محدب با  1
 

𝜂𝑚(𝑦, 𝑥) = 𝜂1(𝑦, 𝑥) = 𝜂(𝑦, 𝑥) = 𝑥 − 𝑦 
 

  .شدخواهد
 

𝑚 کنیدفرض  2.2قضیه  ∈ 𝐶 و [0,1] ⊆ 𝑅 و تابع 
 𝑓: 𝐶 ⊂ 𝑅 → 𝑅 یک تابع 𝑚, 𝑞 -پیش اینوکس روی بازه 𝐶 و 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶  گاهآن  
 

(4) 
𝑓 (𝑚𝑎 +

1

2
𝜂𝑚(𝑏, 𝑎))

≤
1

𝜂𝑚(𝑏, 𝑎)
∫
𝑚𝑎+𝜂𝑚(𝑏,𝑎)

𝑚𝑎

𝑓(𝑡)𝑎  𝑑𝑞𝑡 

 

≤ (
𝑓(𝑏) + 𝑞𝑚𝑓(𝑎)

q + 1
). 

 

 :تاباث
 

𝑓 (𝑚𝑎 +
1

2
𝜂𝑚(𝑏, 𝑎))

≤
1

2
(

𝑓(𝑚𝑎 + 𝑡𝜂𝑚(𝑏, 𝑎))
+

𝑓(𝑚𝑎 + (1 − 𝑡)𝜂𝑚(𝑏, 𝑎))
) 

 

 داریم: گیریبا انتگرال گاهآن

∫
1

0

𝑓 (𝑚𝑎 +
1

2
𝜂𝑚(𝑏, 𝑎))

𝑎

𝑑𝑞𝑡

≤
1

2

(

  
 

∫
1

0

𝑓(𝑚𝑎 + 𝑡𝜂𝑚(𝑏, 𝑎))𝑎𝑑𝑞𝑡

+

∫
1

0

𝑓(𝑚𝑎 + (1 − 𝑡)𝜂𝑚(𝑏, 𝑎))𝑎𝑑𝑞𝑡
)

  
 

 

 

 در نتیجه

𝑓 (𝑚𝑎 +
1

2
𝜂𝑚(𝑏, 𝑎))

≤
1

2𝜂𝑚(𝑏, 𝑎)
∫
𝑚𝑎+𝜂𝑚(𝑏,𝑎)

𝑚𝑎

𝑓(𝑢)𝑎𝑑𝑞𝑢

−
1

2𝜂𝑚(𝑏, 𝑎)
∫
𝑚𝑎

𝑚𝑎+𝜂𝑚(𝑏,𝑎)

𝑓(𝑢)𝑎𝑑𝑞𝑢

=
1

𝜂𝑚(𝑏, 𝑎)
∫
𝑚𝑎+𝜂𝑚(𝑏,𝑎)

𝑚𝑎

𝑓(𝑡)𝑎  𝑑𝑞𝑡 

 

 با توجه به  رای طرف دیگرب 

 

𝑓(𝑚𝑎 + 𝑡𝜂𝑚(𝑏, 𝑎)) ≤ 𝑡𝑓(𝑏) +𝑚(1 − 𝑡)𝑓(𝑎) 
 

 :داریم

∫
1

0

𝑓(𝑚𝑎 + 𝑡𝜂𝑚(𝑏, 𝑎))𝑎𝑑𝑞𝑡

≤ ∫ (𝑡𝑓(𝑏) + 𝑚(1 − 𝑡)𝑓(𝑎))
𝑎
𝑑𝑎𝑡

1

0

 

 

= (
𝑓(𝑏)

𝑞 + 1
+
𝑚𝑓(𝑎)𝑞

𝑞 + 1
) 

 

 

 2. 2تعریف 

[𝒏]𝒒 =

{
 
 

 
 𝒒

𝒏 − 𝟏

𝒒 − 𝟏
    𝒏 ∈ 𝑵

𝒒𝒏 − 𝟏

𝒒 − 𝟏
      𝒏 ∈ 𝑹

 

𝑠برای  برای   2.2مثال +  غیر صفر داریم:  1

∫
𝑥

𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝑎
𝑠𝑑𝑞𝑥 =

(𝑥 − 𝑎)𝑠+1

[𝑠 + 1]𝑞
 

 

 با مفروضات قضیه قبل داریم: 2.4 نتیجه

 

𝑓 (𝑚𝑎 +
1

2
𝜂𝑚(𝑏, 𝑎))

≤
1

𝜂𝑚(𝑏, 𝑎)
∫
𝑚𝑎+𝜂𝑚(𝑏,𝑎)

𝑚𝑎

𝑓(𝑡)𝑎  𝑑𝑞𝑡 

≤ (
𝑓(𝑏) + 𝑞𝑚𝑓(𝑎)

[2]𝑞
). 

 

 تیجه ن.  4
𝑚با فرض   = دسیییت هب (1)یعنی رابطه  [7]مقاله  3.1قضییییه  1

𝑞  آید. با فرضمی → 𝑚و  [9]قضیه اصلی مقاله  1 = 𝑞 و  1 → 1 

 .شودیمامساوی اصلی هرمیت هادامارد حاصلن

به قاعده سییییمپسیییون در توان از این موارد میعنوان کاربردی هب     

شاره ضیه تقریب ا شبیه ق رای شود لذا بمیقبل اثباتکرد و نتیجه چون 

 .کنیدرجوع  [77] به مشابه دیدن نتایج
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