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  چكيده
 از بـا اسـتفاده   .پرداختـه مـي شـود    با شرايط مرزي مختلف در لبه ها  FGMتوپري وارتعاشات آزاد سه بعدي صفحات دايربه بررسي  مقالهاين در 

 طبيعـي و  و فركـانس هـاي  شده  مسئله حل  ،باشد  مي(DQM)مربعات ديفرانسيلي و (SSM)فضاي حالتروش  روش نيمه تحليلي كه تركيبي از
جواب نهايي كـه  ،  MATLAB نرم افزار به كمك برنامه كامپيوتري  با نوشتن در ادامه   د و   ني آزاد به دست مي آ      ارتعاشات مدهاي ارتعاشي در حالت   

بررسـي مـي     مقدار فركانس طبيعي در شـرايط مـرزي مختلـف            برتاثير پارامترهاي مختلف      و بدست مي آيد   مي باشد     ورق كانس طبيعي همان فر 
بدست آمده در جـداولي     حالات مختلف را مورد بررسي قرار داده و نتايج          و در نظر گرفتن شرايط مرزي ،         با حل مسئله نمونه عددي       انتهادر  . شود

  .مقايسه مي شود ANSYS و] 18[با نتايج مشابه در مرجع 
  
  

  :واژهكليد
  مربعات ديفرانسيليروش  -فضاي حالتروش  - روش نيمه تحليلي-FGM- ورق دايره اي-ارتعاشات آزاد
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 مقدمه  -1
 و كاربرد آنها در صنعت در سال هاي اخير مورد توجه FGM1مواد 

 مراجع تعداد زيادي از كاربردهاي اين مواد در .زيادي قرار گرفته اند
تحليل ديناميكي اجزاي سازنده ي مواد .آورده شده است ]1و2[

FGM به  2 يانگ شن]3[مرجع در .در طراحي آنها اهميت دارد
 با FGM  ديناميكي ورق هاي نازك چهارگوشبررسي واكنش هاي

در نظر گرفتن بارگذاري جانبي ضربه اي توزيع شده در سطح ورق 
 يك حل دقيق از ارتعاشات ]4[ مرجعدر 3ول و باترا .پرداخته اند

 4كيتي پرنچاي. بيان كردندFGM آزاد و اجباري صفحات چهارگوش
هارگوش به مطالعه ارتعاشات غير خطي صفحات چ ]5[مرجع در 

 .پرداخته استFGM چند لايه با يك لايه همگن و دو لايه از مواد 
 با FGM به بررسي ارتعاشات غير خطي صفحات ]6[ مرجع در 5چن

برروي دامنه ارتعاش پرداخته  تاثير آن و تنش هاي دلخواه
  دايروي تحليل ارتعاش آزاد صفحات ]7[مرجع در 6راكي.است

FGM  استفاده از تئوري تغيير شكل برشي با شعاع هاي مختلف را با
ل ئ مسا]8[مرجع در 7سرجه. مرتبه بالا مورد بررسي قرار مي دهد

با خصوصيات مختلف  FGMارتعاش آزاد و كمانش و خيز صفحات 
مورد بررسي قرار در مواد تشكيل دهنده و ضخامت هاي مختلف 

 از تئوري تغيير شكل برشي مرتبه ]9[  مرجع در8فريرا.  استداده
 يك ]10[ مرجع در 9وو. سوم در مواد همگن استفاده كرده است

 روش تحليلي را براي بررسي رفتار ارتعاش آزاد غير خطي صفحات 
FGMتحقيقي در ]11[مرجع در 10پارك و كيم .ارائه داده است 

 با خصوصيات FGMزمينه ي كمانش حرارتي و ارتعاشات صفحات 
  . اندگوناگون و در دماهاي مختلف انجام داده 

 بسيار FGMبررسي ارتعاشات سه بعدي صفحات دايروي از جنس 
 ]12[مرجع در 11پراكاش وگاناپاتي.كم مورد بررسي قرار گرفته است

  را بهFGMارتعاشات متقارن و ترموالاستيك ورق هاي دايروي 
مرجع در  13ايزنبرگر افرايم و. بررسي كرده اند FEM12 كمك روش

 حلقوي ضخيم با ضخامت غير  تحليل ارتعاشات ورق هاي]13[
را به كمك روش FGM يكنواخت ساخته شده از مواد ايزوتروپ 

  .ندالمان دقيق مورد بررسي قرار داده ا

                                                 
1- Functionally Graded Material 
2- Yang, Shen 
3- Batra,Vel 
4- Kitipornchai 
5- Chen 
6- Roque 
7- Serge 
8- Ferreira 
9- Woo 
10- Park, Kim   
11- Prakash, Ganapathi 
12- Finite Element Method 
13- Efraim, Eisenberger 

 مقادير به دست آمده ي جابجايي و مشتقات آنها ابتدادر اين مقاله 
مربعات  با استفاده از روش،  نقطه مشخص در مسئلهn در

با بي بعد كردن  سپس .ي آيدبدست م تعميم يافته ديفرانسيلي
 تبديل و فضاي حالت در فرم ماتريسيآنها  جايگذاري معادلات و
 به يك معادله جبري با استفاده از روابط مربوطه در  آنفرم كلي

 كه همان رسيدن  به حل مسئله منجر مي گردد،تئوري ماتريس ها
به فركانس هاي طبيعي سيستم در حالت ارتعاش آزاد ورق مي 

در پايان با مقايسه نتايح بدست آمده از روش فوق به كمك نرم .باشد
 و صحت ANSYSو ] 18[مرجع  و نتايح مشابه در MATLABافزار 
  . مورد بررسي قرار مي گيردآن، دقت

 
   معادلات حاكم-2

 a با شعاع FGM از جنس مواد عرضييك ورق دايره اي ايزوتروپيك 
مختصات استوانه اي سيستم . گرفته شده استدر نظر hو ضخامت 

(r,θ,z)  درمعادلات تعادل الاستيك .  مي باشد0با مركز مختصات 
مختصات استوانه اي بدون در نظر گرفتن نيروهاي جسمي به صورت 

   ]26[ ],21[:باشد  زير مي
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  ]21[ :استوانه اي به صورت زير مي باشدروابط كرنش در مختصات 
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       z ,θ, r  جابجـايي هـا در جهـات    uz ,uθ ,ur  كـه در روابـط فـوق    
 بـراي مـواد ايزوتـروپ عرضـي از          كـرنش -ت تـنش  معادلا .باشند مي

  ]26[: به شكل زير مي باشندFGMجنس 
  

11 12 13 44,r r z z zc c c cθ θ θσ ε ε ε τ γ= + + =                              )3(  
12 11 13 44r z rz rzc c c cθ θσ ε ε ε τ γ= + + =

 
11 12

13 13 33 ,
2z r z r r

c cc c cθ θ θσ ε ε ε τ γ−
= + + =  
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 الاستيك در مواد ثابت هاي  c44 و c33 و c13و c12و c11جايي كه در 
FGMي از مختصات عارامترها تاباين پ.  مي باشندz ,θ, r   مي باشند

يك جهت تغيير مي  فقط در و در اغلب حالت ها به طور پيوسته
با ضخامت ورق  مقاله،  درFGM مادهخصوصيات مختلف  .كنند

كه در آن .زير تغيير مي كنندمعادله رابطه اي نمايي دارند و به شكل 
k0    در صفحه پاييني ورق  ماده خصوصيات)z=0( مي باشد.  

  

)4(                                             ( )0 z
hk k e

λ
= ⋅  

  
  . مربوط مي سازدz را به θ و r،  در روابط كرنش kدر واقع ضريب 

λ مربوط به خاصيت مواد FGM مي باشد و 
h
z ه هاي مختلف از ي لا

  . دهدورق را در ضخامت هاي مختلف نشان مي
 

روش نيمه تحليلي-3  
مربعــات  وفــضاي حالــت تركيبــي از دو روش روش نيمــه تحليلــي 

 يك بعدي براي بدست آوردن فركـانس هـاي ارتعـاش و             ديفرانسيلي
فـضاي  روش  . واكنش هاي ديناميكي صـفحات دايـره اي مـي باشـد           

در جهـت شـعاعي     روش دوم   صفحات و   ) ضخامت (zدر جهت   حالت  
و ) 4(تـا   ) 1(با در نظـر گـرفتن معـادلات          .]5[اعمال مي شوند  ورق  

داشتن مقادير جابجايي ها و مـشتقات مرتبـه اولـشان معادلـه كلـي               
  :روش فضاي حالت به شكل زير مي باشد

  

)5                     (
11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

r r

z z

r r

z z

u u

u u

u u

u uz d d d d d dz z
u u

d d d d d dz z
u u

d d d d d dz z

θ θ

θ θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢∂ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢∂ ∂⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

  

  
 به شكل ماتريسي در قسمت  dدرايه هايكه مقادير مربوط به 

    .ضميمه موجود مي باشند

 مد نظر باشد ωدر حالتي كه ارتعاش صفحه دايره اي با فركانس 

 براي انواع θ جنبي تفكيك معادلات وابسته به زمان و مختصات

    معيني از ارتعاش در غالب جابه جايي ها به صورت زير بدست 

  :مي آيند 
                  ( ) ( ) ( ), , , , cos i t

r ru r z t u r z m e ωθ θ= ⋅ ⋅

  

)6(                                       ( ) ( ) ( ), , , , sin i tu r z t u r z m e ω
θ θθ θ= ⋅ ⋅

  ( ) ( ) ( ), , , , cos i t
z zu r z t u r z m e ωθ θ= ⋅ ⋅

  m = 0 , … , ∞حالت .  تعداد موج محيطي استm = 0 حالت 
 جديد را از معادلات  u حال مقادير. ارتعاش متقارن محوري است

قرار داده و معادلات در ) uبرحسب (بالا در معادلات تعادل جديد 
رسيدن به اين منظور حالت بي بعد بدست مي آيند كه براي 
  :پارامترهاي بدون بعد زير تعريف شده است

  

11

, ,z rz R h
h a c

ρω= = Ω =
                       

  
)7     (  

11

, , , ijr z
R z ij

cu u uU U U c
h h h c

θ
θ= = = =

    
و استفاده از پارامتر هاي فوق ) 5(در ) 6(حال با جايگذاري معادلات 

مي زير  به رابطه ،و رسيدن به روابط بي بعد شده در معادله كلي
   :توان رسيد

  
)8(  
  

  : كه در آن 
 

T
r zu u uθπ = ⎡ ⎤⎣ ⎦     

T
r zu u u

z z z
θ∂ ∂ ∂⎡ ⎤Γ = ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 
     

  ) GDQ(تعميم يافته ي ديفرانسيل مربعات روش-4
به صورت يك روش عددي مـوثر و سـاده          مربعات ديفرانسيلي   روش   

براي حل معادلات ديفرانسيل جزئـي خطـي و غيـر خطـي از مقـدار         
روش مبتنـي   اين  . د بعدي نيز قابل تعميم مي باشد      مرزي مسائل چن  

بر تقريب و تخمين مشتقات جزئي از يك تابع نسبت به يـك متغيـر               
به طوري كه جمع خطي وزن تابع مقادير در         . در هر نقطه مجزا است    

بـر  . تمام نقاط مجزا در ميدان وسيعي از متغيرها انتخـاب مـي شـود             
ا متغيرهاي اصلي   ببعدي   يك مساله دو     انطبق اين روش كلي مي تو     

 f تابع   اولمشتق مرتبه    براساس اين روش  . كردرا در يك ميدان حل      
  ]22[ : به شكل زير تعريف مي گرددXiدر نقطه 
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)به طور آشكار راهنماي روند در اين تكنيك تعيين ضرايب وزني  )1
ij

c 
 در x نسبت به f(x,t)مشتق مرتبه اول  fx(Xi,t)) 9(در رابطه . است
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Xiو  است Nبه منظور پيداكردن  . نيز نقاط مجزاي شبكه مي باشد
رابطه جبري ساده در تعيين ضرايب وزني به نحوي كه هيچ 
محدوديتي نسبت به انتخاب نقاط شبكه وجود نداشته باشد چند 

 به جاي چند g(x) يابي لاگرانژ به عنوان مجموعه جمله اي درون
  :لژاندر انتخاب مي شودجمله ايهاي تواني و يا چندجمله ايهاي 

                     
                        ( ) ( )

( ) ( )(1)
k
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k k
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x x M x
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− ⋅
    

)10(                                    M(x) = (x – x1) (x – x2) … (x – xn) 

 ( ) ( )(1)
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k k j
j
j k

M x x x
=
≠

= −∏  
 x1 , … , xn     مختصات نقاط شبكه هستند و ممكن است بـه طـور

مــي تــوان ضــرايب وزنــي مرتبــه اول را بــا  .دلخــواه انتخــاب شــوند
  .]22[بدين شكل به دست آورد) 9(در ) 10(جايگذاري معادله 
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بدون هيچ  cij (1)معادلات فوق روابط ساده براي محاسبه   

ضرايب  .  مي باشد Xiمحدوديتي نسبت به انتخاب نقاط شبكه اي 
براي مشتقات مرتبه دوم و بالاتر به طور مشابه بدست مي وزني 

با به كارگيري چندجمله اي درون يابي لاگرانژ يك رابطه باز .آيد
  .]14[  بدست مي آيدcij (m)  و mمرتبهگشتي براي ضرايب وزني 
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فضاي حال با توجه به معادلات بالا و جايگذاري در معادله كلي 
 فرم فرم جديد معادلات به) 8( نشان داده شده در معادله  حالت

  :يد مي باشد بدست مي آ iكلي زير كه در نقاط مجزاي
  
)13( 
  

 i مقدار در نقاط مجزاي Nكه در آن مقادير ماتريس هركدام شامل 
به شكل معادله زير تبديل مي ) 13(معادله ،حال براي حل.مي باشند

  ]27[و]21[و]17[: شود
 
)14(                                                          Fi (Z) = eAi.Z. Fi(0)  

به ترتيب مقادير متغيرهاي حالت در Fi(0)   وFi (Z)كه در آن مقادير 
      : مي باشندZ=0 و صفحه پاييني Zصفحه دلخواه 
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   به معادله زير رسيد كـه در آن مقـادير         ) 14(توان از معادله     حال مي 

Fi (Z)  و Fi(0)      به ترتيب در بالا وپائين صـفحه در نظرگرفتـه شـده
  ]27[و]21[:اند
 
)16                                  (                           Fi (1) = eAi. Fi(0)   
  
   شرايط مرزي-5

 شرايط مرزي به صـورت زيـر        (Solid)براي يك صفحه دايره اي توپر       
  :وددر نظر گرفته مي ش

Clamped :                                                                                                                       
r  = a      ,     ur = 0      ,     uθ = 0    , uz = 0      در  
Simply supported :                                                                      
   
r = a      ,     σr = 0      ,     uθ = 0     , uz = 0   در 

  

   :در مركز صفحه دايره اي نيز داريم
r = 0     ,     ur = 0      ,     uθ = 0    , 0zu

r
∂

=
∂

                 رد
  

  :يدآحال اگر شرايط مرزي فوق به صورت بي بعد بدست 
  : (solid)صفحه دايره اي توپر 

Clamped :                                                   
R = 1    ,   URN = 0    ,    UθN = 0    ,    UZN = 0                 در 
Simply supported :                                                                    

  R = 1     ,     σRN = 0    ,    UθN = 0   ,   UZN = 0                      در

     :  در مركز صفحه دايره اي 
 

  R = 0   ,   UR1 = 0   ,   Uθ1 = 0  , 
( )

( ) zj
j

N

j
Z U

A
A

U ⋅−= ∑
=

1
11

1
1

2
1

 

  a
bR =    ,   σR1 = 0    ,     Zrθ1 = 0   ,   τRZ1 = 0                    در 

  
  زاد آارتعاش-6

حال به مسايل مربوط به ارتعاش آزاد ورق مي پردازيم و شرايط 
 .ييني ورق در اين حالت بيان مي شودمرزي در صفحات بالايي و پا

  :  (z = h) , (z = 0)در 

1

2 3

0 D

z D D

π π⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ =
⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ Γ Γ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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  τrz = 0   ,    τθz = 0   ,   σz = 0 حال                               ) 17(   
 

 گيردب جابجايي ها را در معادلات فوق قرار اگر مقادير تنش برحس
:مي توان به روابط زير رسيد  

 
1

13

233

1 0
N

z
ij Rj i Ri

j i ii

U h c mA U U U
Z a c R Rθ

−

=

⎡ ⎤∂ ⋅⎛ ⎞ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ⋅⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑

0zi
ii

U mh U
Z R a
θ∂⎛ ⎞ − ⋅ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

)18                     (                                 
 

1 1
1

1
2 211

0
N N

R i
ij zj j zj

j ji

U h AA U A U
Z a A

− −

= =

⎛ ⎞∂⎛ ⎞ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

 
  

حال براي رسيدن به جوابهاي نهايي و بدست آوردن فركانس هاي 
 كه در كردهرا به معادله جبري زير تبديل ) 16(عي معادله كلي طبي

و به كمك شرايط مرزي  Bمشخص و ماتريس ضرايب  Tآن ماتريس 
 با مساوي كه يدبدست مي آ) 16( معادله از معادله كلي 6نوشتن 

 و حل در حالت ارتعاش آزادB  صفر قراردادن دترمينان ماتريس
  :يند هاي طبيعي بدست مي آفركانس ،دله ديفرانسيل نهاييمعا
  

B.T= 0 )19       (                                                                       

  .مي باشد  6(N-2)*(N-2)6   يك ماتريس Bماتريس ضرايب 
  

                                                       

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0

0

0

1

1

1

i
R

i

i
z

i
R

i

i
z

U

U

U
T

U

U

U

θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  
درايه هاي ماتريس مقادير جابجايي در بالا و  ريك ازكه در آن ه

  .است جمله N-2شامل و پايين ورق و در نقاط مجزا مي باشند
  
  مثال هاي عددي-8
 دايره اي از جنس ورقبراي مقايسه و رسيدن به نتايج براي يك ) 1

FG با شرط مرزي clamped در،دخصوصيات زير را دار : z=0  
 

                                                      

2.0

3.0

3800

380

3

=

=

=

=

a
h
v

m
kg

GpaE

ρ  

  
 FGهمان گونه كه قبلاً نيز گفته شد خصوصيات مواد براي ماده ي 

)بر اساس تئوري  )h
z

ekk λ
⋅= .  با ضخامت ورق رابطه دارند0

گرفته شده  نقطه در نظر 9تعداد نقاط مجزا در جهت شعاعي ورق 
 فركانس 5،سيدن به فركانس هاي طبيعي و رBبا حل ماتريس .است

 و ANSYSو نتايج را با روش ده بي بعد اول را براي ورق بدست آور
    براي ورق دايره اي FEM كه روش ]18[نتايج بدست آمده در 

 جواب ها در جدول شماره كه مي شودمي باشد با يكديگر مقايسه 
  .شده است بيان )1(

 مربوط به مواد را صفر در نظر گرفته و λ مقدار )1 (در جدول
2.0=

a
hنقطه مجزا در جهت 9ورق را با در نظر گرفتن .  مي باشد 

 مي باشد a 0.1 لايه كه ضخامت هر لايه كمتر از 10شعاعي به 
 با در نظر گرفتن ANSYS نتايج به كمك روش. كرده استتقسيم 
  . شوده مي باشد تحليل مي  گر8 سه بعدي كه داراي Solid5المان 

  
  FEM , ANSYS  فركانس اول روش مورد بررسي با روش هاي 5مقايسه )::1(جدول 

 
  

   مختلف در دو روش λ مقادير فركانس براي مقادير:):2(جدول 
      ANSYSمورد بررسي و 
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 هاي مختلف λ اين بار مقدار فركانس بي بعد را براي )2(در جدول 
 و با نتايج آورده بدست 2 ,1 ,0  در  mعدد موج و مقدار 5 تا 1از 

با مقايسه نتايج مشخص است كه  .شده است مقايسه ANSYSروش 
  . در روش هاي مختلف افزايش مي يابدΩ مقدار mبا افزايش 

 Ωمقدار  m كه با افزايش عدد موج مشخص استبا مقايسه نتايج 
خاصيت مواد  مربوط به λافزايش يافته، هم چنين با افزايش مقدار 
   .مقدار فركانس در دو روش كاهش مي يابد

  كه در h و ضخامت a با شعاع FGدايره اي از جنس  ورقيك ) 2
خصوصيات  مي باشد مورد بررسي قرار گرفته شده وclampedلبه ها 

 كمترين )3 (در جدول. ماده جسم همانند مثال قبل مي باشد

a و m و λلف فركانس هاي بي بعد ورق را براي مقادير مخت
h آورده 

  :شده اند
  :مشخص است كهبا مقايسه نتايج 

مقادير فركانس ها با افزايش نسبت 
a
h

 
افزايش مي يابند و همين 

 فركانس ها افزايش مي يابد و با افزايش mطور با افزايش عدد موج 
   . كاهش مي يابدΩ مقدار فركانس λمقدار 

 با افزايش مقدار mراي يك مقدار برابر ب
a
h

 
 افزايش       Ωمقدار 

هم چنين براي يك مقدار . مي يابد
a
h

 
 مقدار mيكسان با افزايش 

Ωافزايش مي يابد .  
  

 و mو  λ مقايسه مقادير فركانس در): 3(جدول 
a
h

  
  مختلف

  
  

 فركـانس اول ورق دايـره اي بـه          5ال تغييرات جابجـايي هـا در        اشك
   :آورده شده استبدين شكل  ANSYSكمك نرم افزار 

  

  
  

  
  در فركانس FGM  تغييرات جابجايي ورق دايره اي :)1(شكل 

  طبيعي اول و دوم
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  FGM  تغييرات جابجايي ورق دايره اي :)2(شكل 

  نجمدر فركانس طبيعي سوم و چهارم و پ
  
ولي گرفته شده ورق با خصوصيات مثال قبل در نظر در اين مثال ) 3

  )ارتعاش اجباري( .شرايط مرزي به شكل زير مي باشد
  

1.0=
a
h  
λ = 1 

5.0=
a
r

   
θ = 45°  

z = 0 → σz = τrz = τrθ = 0  
z = h → σz = - 109 × eiωt

    ,     τrz = τθz = 0  
  
 را ω هاي مختلف با ضرايب مختلف ωر اين حالت مقادير د

 در نمودارهايي τrz و UR ، Uz ، σr ، σθ تغييراتشان را با متغيرهاي
  :داده شده استنشان 

  

  
   هاي مختلف در ضخامت هاي مختلف از ورقωتغييرات جابجايي ها با : )1(نمودار 

  

  

 
  ي مختلف در ضخامت هاي  هاω با  σr ، σθتغييرات تنش : )2(نمودار 

  مختلف از ورق
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   هاي مختلف در ضخامت هاي ω با τrz ، σzتغييرات تنش : )3(نمودار 

  مختلف از ورق
  
  نتايج نمودارها-9

 UR مقادير )1(همان طور كه ديده مي شود در نمودارهاي شماره 
 هاي مختلف در ωمختلف براي 

h
z) از ورق با )ارتفاع هاي مختلف 

 ω با Uzهم رابطه ي خطي دارند در صورتي كه در نمودار بعدي 
هاي مختلف در 

h
zنمي   هاي مختلف ثابت باقي مي مانند و تغييري

كند يعني مقدار جابجايي در جهت شعاعي ورق در لايه هاي مختلف 
  .با هم برابر اند 

ديده مي شود مقادير تنش  همان طور كه )2 (در نمودارهاي شماره
σr ، σθ   باω هاي مختلف درضخامت هاي مختلف از ورق با هم 

رابطه ي غير خطي دارند و اين تغيير به شكل نمايي در نمودار ها 
 مشخصي اين تغيير به شكل افزايشي فركانسبروز مي كند كه براي  

  است و در حالتي ديگر با افزايش ضخامت مقدار تنش ها كاهش 
  . يابندمي

كه تنش   τrz ، σz نيز همانند قبل مقادير )3(در نمودار هاي شماره 
ها در جهت ضخامت ورق هستند تغييرات به شكل نمايي است به 
اين تفاوت كه در اين حالت همان طور كه مشاهده مي كنيد مقادير 

در پايين و بالاي ورق يكي مي باشند در واقع مقدار تنش   σzتنش 
 هاي ω تغييرات نمايي دارد ولي در ابتدا و انتها در در ضخامت ورق

در . مختلف در نظر گرفته شده مقدار تنش برابر صفر مي باشد
در ضخامت هاي مختلف از ورق تغييرات  τrzنمودار بعدي مقدار 

 هاي مختلف در پايين ورق برابر صفر ωنمايي دارند و مقدارشان در 
تلف مقداري برابر دارند كه  هاي مخωمي باشد و در بالاي ورق در 

البته مقداري غير صفر مي باشد و در ضخامت هاي مختلف تغييرات 
نمايي دارند ولي همانند نمودار قبلي در پايين و بالاي ورق مقدار 

  . هاي مختلف مقداري برابر دارندωتنش ها در  
  
  
  

  بحث و نتيجه گيري-10
تفاده از روشي در اين مقاله همان طور كه مشاهده شد سعي در اس

رياضي و محاسباتي مي باشد كه بتوان به كمك آن به مطلوب ما كه 
همان فركانس هاي طبيعي يك سيستم ارتعاشي مي باشد رسيد كه 
در اينجا اين كار توسط روش نيمه تحليلي كه روشي بر پايه ي 
استفاده از روش فضاي حالت مي باشد استفاده كرديم كه در اين 

ز روش فضاي حالت در جهت ضخامت ورق و روش كه تركيبي ا
روش ديفرانسيل كوادراچر يك بعدي در جهت شعاعي ورق مي باشد 

ورق مورد بررسي ما در اينجا ورقي دايره اي  .ورق را تحليل كرديم 
 مي باشد كه با مشاهده ي نتايج به دست آمده و FGMاز جنس 

جه  به اين نتيANSYSو تحليل به كمك  FEM مقايسه با روش
مي رسيم كه روش نيمه تحليلي روشي مناسب جهت بدست آوردن 
فركانس هاي طبيعي و تنش هاي نرمال ورق ها مي باشد و مزيت 
اصلي آن در مقايسه با روش هاي ديگر انتخاب نقاط بسيار كمتري 

ولي در ديگر روش ها نياز  جهت تخمين زدن و حل مسئله مي باشد
در نقاط زيادي داريم كه كاري به المان گيري و مش بندي مسئله 

دشوار مي باشد و اين موضوع باعث كاربرد بيشتر آن در سال هاي 
 اخير گشته است
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