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 خچه و مقدمهيتار .۱
۱يبورباک

۲نيو باخت ]۱[٤
ده يبودند که ا ين کسانياول ]۲[ ٥

– يفضا ۳کيمطرح کردند. چروک را يمتر ܾ
در  ]۳[٦

در  يمثلث يت نامساويتر کردن خاصفيبا ضع ۱۹۹۸سال 
ک يمتر يک فضاي يبه معرف يک معموليمتر يفضا
–افته پرداخت و آن را يميتعم   د.يک ناميمتر ܾ

باشد  يرتهيک مجموعه غي ܺم يفرض کن .۱.۱فيتعر
ܾو  ≥ :݀تابع  باشد، يقيک عدد حقي ۱ ܺ × ܺ →

[ –ک يرا  (∞, هر  يم اگر براييک گويمتر ܾ
,ݔ ,ݕ ݖ ∈   ميداشته باش ܺ

ݔ )۱ = ,ݔ)݀اگر و فقط اگر  ݕ (ݕ = . 
,ݔ)݀ )۲ (ݕ = ,ݕ)݀  . (ݔ
,ݔ)݀ )۳ (ݕ ≤ ,ݔ)݀]ܾ (ݖ + ,ݖ)݀  . [(ݕ

,ܺ)زوج  –	 يک فضايرا  (݀ ک ي يک رويمترܾ
  م.ييگو ܺ يرتهيمجموعه غ

ܾدر حالت خاص  = –	 ي، فضا۱ ک، همان يمترܾ
  است. يک معموليمتر يفضا

,ܺ)م يکن فرض .۱.۲مثال  ک يمتر يک فضاي (݀
݌و  يمعمول > ن صورت يباشد. در ا يقيک عدد حقي ۱

(ܺ, ݀௣) ک ي	– 	ܾ	بيک با ضريمترܾ = ۲
௣ି۱

 
 باشد.يم

݀௣(ݔ, (ݕ = ,ݔ)݀)  .௣((ݕ
  

݌اگر در حالت خاص،  =  ℝ يمتر استاندارد رو يبرا ۲
,ݔهر  يم، واضح است که برايريدر نظر بگ ݕ ∈ ℝ،  

݀ଶ(ݔ, (ݕ = ,ݔ)݀) ۲((ݕ = ݔ) −  ۲(ݕ
  
–	ک ي 	ܾ، با ℝ يک رويمترܾ = ک ي ياست ول ۲

  ست.ين ℝ يرو يک معموليمتر
,ܺ)م يفرض کن. ۱.۳ف يتعر  يک فضاي (݀
–   :ܺدر  {௡ݔ}ن صورت دنباله يدر ا .ک باشديمترܾ

ݔهمگرا است اگر  .۱ ∈  يوجود داشته باشد به طور ܺ

                                                
1. Bourbaki 
2. Bakhtin 
3. Czerwik 
 

௡ݔ)݀که  , (ݔ ݊ يوقت → → حالت ن يو در ا ∞
௡ݔ௡→ஶ݈݉݅	م يسينويم =  .ݔ
,௡ݔ)݀است اگر  يکوش .۲ (௠ݔ  يوقت →

	݊,݉ → ∞. 
– يفضا  .۳ ,ܺ)ک يمترܾ کامل است اگر هر  (݀

 ، همگرا باشد.ܺدر  يدنباله کوش
ܺ:ܶخودنگاشت  .۴ → م، هرگاه ييوسته گويرا پ ܺ

௡ݔ)௡→ஶ݈݀݉݅که،  ܺاز  {௡ݔ} دنباله يبرا , (ݔ = 
,௡ݔܶ)௡→ஶ݈݀݉݅	م يداشته باش (ݔܶ =. 

,ܺ)م يفرض کن .۱.۴ف يتعر  يک فضاي (݀
–   گاه:باشند آن ܺدو خود نگاشت بر  ݃	و ݂و  کيمترܾ

,݂}زوج  .۱ م اگر ييرا سازگار گو {݃
݈݅݉௡→ஶ݀(݂݃ݔ௡, (௡ݔ݂݃  {௡ݔ}، هرگاه =

ݐ،ک ي يکه برايطورباشد به ܺک دنباله در ي ∈ ܺ 
݈݅݉௡→ஶ݂ݔ௡ = ݈݅݉௡→ஶ݃ݔ௡ =   . ݐ

 
,݂}زوج   .۲  م اگر درييف سازگار گويرا به طور ضع {݃

اگر  يعنيجا شوند. گر جابهيکدينقاط انطباق خود با 
ݔ ∈ ݔ݂که يطوروجود داشته باشد به ܺ = آنگاه  ݔ݃

 م:يدار
ݔ݂݃ =  .ݔ݂݃

  
–	 يدر فضا ,ܺ)ک يمترܾ  ي، هر دنباله همگرا دارا(݀

باشد اما هر يز مين يحد منحصر بفرد بوده و کوش
–  ]۴[دن مثال به يد يست. برايوسته نيک لزوماً پيمترܾ

  مراجعه شود.
ثابت  ينقطه ثابت و نقطه ياين قضاياز محقق ياريبس

 يو چند مقدار يتک مقدار يعملگرها يمشترک را برا
–	 يفضا يرو اند. قرار داده يک مورد بررسيمترܾ

ن مقاله با الهام از ياست. در ا ]۵-۱۴[شتر در يباطلاعات 
 يبه اثبات وجود نقطه ]۱۴[روش کرک و همکاران 

ک خانواده به تعداد زوج دلخواه و دو ي يثابت مشترک برا
از به يک، بدون نيمتر يگر در فضايخود نگاشت د

–	 يوستگيپ م يت به تعميم. در نهايپردازيک ميمترܾ
ک دسته يک دنباله دلخواه به همراه ي يمطلب فوق برا

با توجه به عدم  .م پرداختيها خواهزوج از خود نگاشت
–	 يوستگيپ   ر در مورد يز يهااز به لميک، نيمتر	ܾ


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
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–	 يدنباله ها   م.يدار همگراܾ
,ܺ)م يفرض کن]) ۲([. ۱.۵لم  –	يک فضاي (݀ ܾ 
ܾک بايمتر ≥ به  {௡ݕ}و  {௡ݔ}م يباشد. فرض کن  ۱
  صورتنيهمگرا باشد. در ا -ܾ  ݕ،و  ݔب به يترت

	
۱

ܾ۲
,ݔ)݀	 (ݕ ≤ ݈݅݉

௡→ஶ
௡ݔ)݀	݂݊݅ , (௡ݕ

≤ 	 ݈݅݉
௡→ஶ

௡ݔ)݀	݌ݑݏ , (௡ݕ

≤ ,ݔ)۲ܾ݀  (ݕ
  

ݔ،در حالت خاص اگر = م يگاه دارآن  ݕ
. ݈݅݉
௡→ஶ

,௡ݔ)݀ (௡ݕ   ܺ߳ݖهر ين برايعلاوه بر ا =
  م يدار

۱
ܾ
,ݔ)݀	 (ݖ ≤ ݈݅݉

௡→ஶ
,௡ݔ)݀	݂݊݅ (ݖ

≤ 	 ݈݅݉
௡→ஶ

௡ݔ)݀	݌ݑݏ , (ݖ
≤ ,ݔ)݀	ܾ  .(ݖ

  
,ܺ)فرض  .۱.۶لم  –	يک فضاي (݀ ک باشد. يمتر ܾ

 يبه طور {௡ݕ}و  {௡ݔ}اگر وجود داشته باشند دو دنباله 
௡→ஶ݈݉݅که ,௡ݔ)݀ (௡ݕ = ک ي {௡ݔ}، هرگاه  

௡→ஶ݈݉݅که  يباشد به طور ܺ دنباله در ௡ݔ =   ݐ
௡→ஶ݈݉݅.گاه ، آنܺ߳ݐ يبعض يبرا ௡ݕ =   ݐ

–	يدر فضا يمثلث يبا توجه به نامساواثبات:  ک يمتر ܾ
  م:يدار

,௡ݕ)݀	 (ݐ ≤ ,௡ݕ)݀]	ܾ (௡ݔ + ,௡ݔ)݀  .[(ݐ
  

݊که  يوقت ييحال با در نظر گرفتن حد بالا → در  ∞
  م يفوق دار ينامساو

݈݅݉
௡→ஶ

,௡ݕ)݀	݌ݑݏ (ݐ

≤ ܾ ቂ ݈݅݉
௡→ஶ

௡ݔ)݀	݌ݑݏ , (௡ݕ

+ ݈݅݉
௡→ஶ

,௡ݔ)݀	݌ݑݏ ቃ(ݐ
= 	.				 

௡→ஶ݈݉݅ن يبنابرا ௡ݕ =   .  ݐ
 
 يج اصلينتا .۲

نقطه ثابت  يايهمانگونه که مطرح شد در اکثر قضا
متر داده شده از ارکان حل مساله بود،  يوستگيمشترک، پ

–	يوستگياز به پين قسمت بدون نيدر ا به  کيمتر ܾ
خود  ياثبات وجود نقطه ثابت مشترک منحصر به فرد برا

ط يف سازگار که در شرايسازگار و به طور ضع يهانگاشت
ل در روش کرک و يتعد يافته با قدريميانقباض تعم

–	يهمکاران در فضا ܾک با يمتر ܾ ≥   صدق  1
  م.يپردازيکنند، ميم

 يثابت مشترک بر رو يه نقطهيط قضيدر ابتدا شرا
– يفضا ,ܺ)ک يمتر ܾ ܾب يبا ضر (݀ > مورد  ۱
 ϕم يکن ين منظور فرض ميم. بديدهيقرار م يبررس
:߮  يهااز نگاشت ياهيگردا [ ,∞) → [ ,∞) 

  کند.ير صدق ميط زيدر شرا است که
]يرو ߮	 .۱  وسته است.يپ  (∞,
ݐهر  يبه ازا .۲ >  (ݐ)߮، 	 <   و ݐ

߮(  	) =  	. 
 يرنزولياز به فرض غيشود، بدون نيده ميهمانگونه که د

 يفضا يدر روش کرک و همکاران، مساله را رو ߮بودن 
	–   م کرد.يک کامل اثبات خواهيمترܾ
۲௡ܲميفرض کن. ۲.۱ه يقض 

 ۱ܳو  ۱ܲ	و 	۲ܲ	و ... و 
ܳو  ک کامل يمتر ܾ−يفضا يرو ييهاخودنگاشت

(ܺ, ܾب يبا ضر (݀ > ط يکه شرا يباشند به طور ۱
  ر برقرار باشند.يز
۱.  

ܳ۱(ܺ) ⊆ ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 
ܳ	و(ܺ) (ܺ)

⊆ ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ି۱(ܺ); 
 

۲.  
ܲ۲(ܲ۴ …ܲ۲௡ 

) = (ܲ۴ …ܲ۲௡ 
)ܲ۲; 

ܲ۲ܲ۴(ܲ۶ …ܲ۲௡ 
) = (ܲ۶ …ܲ۲௡ 

)ܲ۲ܲ۴; 
 ⋮ 
ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡  ି۲(ܲ۲௡ 

)
= (ܲ۲௡ 

)ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡  ି۲; 
ܳ  (ܲ۴ …ܲ۲௡ 

) = (ܲ۴ …ܲ۲௡ 
)ܳ  ; 

ܳ (ܲ۶…ܲ۲௡ 
) = (ܲ۶…ܲ۲௡ 

)ܳ ; 
⋮ 
ܳ (ܲ۲௡ 

) = (ܲ۲௡ 
)ܳ ; 

ܲ۱(ܲ۳ …ܲ۲௡  ି۱) = (ܲ۳…ܲ۲௡  ି۱)ܲ۱; 







 





 

 
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ܲ۱ܲ۳(ܲ۵ …ܲ۲௡  ି۱) = (ܲ۵…ܲ۲௡  ି۱)ܲ۱ܲ۳; 
⋮ 
ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ି۳(ܲ۲௡  ି۱)
= (ܲ۲௡  ି۱)ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡  ି۳; 
ܳ۱(ܲ۳ …ܲ۲௡  ି۱) = (ܲ۳ …ܲ۲௡  ି۱)ܳ۱; 
ܳ۱(ܲ۵ …ܲ۲௡  ି۱) = (ܲ۵ …ܲ۲௡  ି۱)ܳ۱; 
⋮ 
ܳ۱(ܲ۲௡  ି۱) = (ܲ۲௡  ି۱)ܳ۱; 

 
۳. ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 

 وسته باشند.يپ ܳا ي 
ܳ)زوج  .۴ , ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 

سازگار و زوج  (
(ܳ۱, ܲ۱ …ܲ۲௡   ف سازگار باشد.يبه طور ضع (۱ି

۵. ߮ ∈ هر  يبه ازا ياوجود داشته باشد به گونه ߶
,ݑ ݒ ∈ ܺ، 

݀(ܳ ,ݑ (ݒ۱ܳ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
۲௡ܲ…۲ܲ۴ܲ)݀)߮}	ݔܽ݉ 

,ݑ ܳ  	,((ݑ

߮(݀(ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݒ۱ି  		,((ݒ۱ܳ
	߮(݀(ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 

,ݑ ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡   		,((ݒ۱ି

߮(
۱
۲
[݀(ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡  ,ݒ۱ି ܳ  												(ݑ

+݀(ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 
,ݑ  																										.{([(ݒ۱ܳ

  
ܳن صورت يدر ا ,ܳ۱, ܲ۱, ܲ۲, … , ܲ۲௡ 

  ک ي 
 دارند. ܺثابت مشترک منحصر بفرد در  ينقطه

ݔم يفرض کناثبات:  ∈ ) وجود ۱. بنابر شرط (ܺ
,۱ݔ دارند ۲ݔ ∈   که يبه طور ܺ

ܳ ݔ) ) = ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡  ି۱ ቀ۱ݔቁ = ݕ  

  و
(۱ݔ)۱ܳ = ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 

(۲ݔ) =  ..	۱ݕ
݊هر  يبرا ∈   ر يرا به صورت ز {௡ݕ}، دنباله ܰ
  م.يسازيم

ܳ (۲௡ݔ) = ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  (۲௡ା۱ݔ)۱ି =  ۲௡ݕ
  و

(۲௡ା۱ݔ)۱ܳ = ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 
(۲௡ା۲ݔ)

=  .	۲௡ା۱ݕ

  است.  يدنباله کوش {௡ݕ}که  ميدهيحال نشان م
  م،يدهي) قرار م۵در شرط (

ݑ = ,۲௡ݔ ݒ =  	,	۲௡ା۱ݔ
  

  ميکنير استفاده مياز نماد ز يراحت ين پس براياز ا
۱ܲ
ᇱ = ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 

	 و   ۲ܲ
ᇱ = ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡  ି۱ 

  
  نيبنابرا

݀(ܳ ,۲௡ݔ (۲௡ା۱ݔ۱ܳ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
)݀)߮}	ݔܽ݉ ۱ܲ

ᇱ۲ݔ௡ , ܳ  ,((۲௡ݔ

߮(݀( ۲ܲ
ᇱ۲ݔ௡ା۱,  ,((۲௡ା۱ݔ۱ܳ

߮(݀( ۱ܲ
ᇱ۲ݔ௡, ۲ܲ

ᇱ۲ݔ௡ା۱)), 

߮(
۱
۲
[݀( ۲ܲ

ᇱ۲ݔ௡ା۱, ܳ  	(۲௡ݔ

+݀( ۱ܲ
ᇱ۲ݔ௡,  .{([(۲௡ା۱ݔ۱ܳ

  
  ن يبنابرا

,۲௡ݕ)݀ (۲௡ା۱ݕ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
,۲௡ି۱ݕ)݀)߮}	ݔܽ݉  ,((۲௡ݕ

,۲௡ݕ)݀)߮ ,((۲௡ା۱ݕ ,۲௡ି۱ݕ)݀)߮  ,((۲௡ݕ

߮(
۱
۲
,۲௡ݕ)݀] (۲௡ݕ + ,۲௡ି۱ݕ)݀  {([(۲௡ା۱ݕ

=
۱

ܾ۲௡  ା۲
,۲௡ି۱ݕ)݀)߮}	ݔܽ݉  	,((۲௡ݕ

,۲௡ݕ)݀)߮ ,((۲௡ା۱ݕ ߮(
۱
۲
,۲௡ି۱ݕ݀]  			{((۲௡ା۱ݕ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
max	{߮(݀(۲ݕ௡ି۱,  ,((۲௡ݕ

,۲௡ݕ)݀)߮  	,((۲௡ା۱ݕ

߮(
ܾ
۲
,۲௡ି۱ݕ)݀] (۲௡ݕ + ,۲௡ݕ)݀  {([(۲௡ା۱ݕ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
,۲௡ି۱ݕ)݀)߮}	ݔܽ݉  ,((۲௡ݕ

,۲௡ݕ)݀)߮ ,((۲௡ା۱ݕ ,۲௡ି۱ݕ)݀]ݔܾܽ݉)߮  ,(۲௡ݕ















  


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,۲௡ݕ)݀ )                                 )۱	۲௡ା۱)])}ݕ  

<
۱

ܾ۲௡  ା۱
,۲௡ି۱ݕ)݀}	ݔܽ݉ ,(۲௡ݕ ,۲௡ݕ)݀  {(۲௡ା۱ݕ

  
  ،ها݊از  يبعض ياگر برا

,۲௡ݕ)݀ (۲௡ା۱ݕ > ,۲௡ି۱ݕ)݀  (۲௡ݕ
  

  شود يجه مينت) ۱( يگاه از نابرابرآن

,۲௡ݕ)݀ (۲௡ା۱ݕ 	≤
۱

ܾ۲௡  ା۱
,۲௡ݕ)݀	 (۲௡ା۱ݕ

≤ ,۲௡ݕ)݀  			,		(۲௡ା۱ݕ
  

  شود،يجه مين نتيبنابرا
,۲௡ݕ)݀ (۲௡ା۱ݕ < ,۲௡ݕ)݀  	.(۲௡ା۱ݕ

  
݊هر  ين تناقض است. لذا برايو ا ∈ ℕ م،يدار  

,۲௡ݕ)݀ (۲௡ା۱ݕ ≤ ,۲௡ି۱ݕ)݀	  .(۲௡ݕ
  

  م،ي) دار۱( يطبق نامساو ن روياز ا

,۲௡ݕ)݀ (۲௡ା۱ݕ ≤ 	
۱

௕
۲೙  శ۱ ,۲௡ି۱ݕ)݀	 )۲௡)   )۲ݕ  

  
݊	 هر يو به طور مشابه برا ∈ ℕ، 

,۲௡ି۱ݕ)݀ (۲௡ݕ ≤ 	
۱

௕
۲೙  శ۱ ,۲௡ି۲ݕ)݀	 )۲௡ି۱)   )۳ݕ  

  
݊هر  يشود که برا يجه مينت )۳(و ) ۲(از  ∈ ℕ ميدار  

,௡ݕ)݀ (௡ି۱ݕ < 	
۱

ܾ۲௡  ା۱
,௡ି۱ݕ)݀	  .		(௡ି۲ݕ

  

λم يدهيقرار م =
۱

௕۲೙  శ۱	  و	݊ ≥  ين براي، بنابرا	۲

݊هر  ≥   د.يآ ير به دست ميرابطه ز ۲
,௡ݕ)݀ (௡ି۱ݕ < λ	݀(ݕ௡ି۱, (௡ି۲ݕ

< ,௡ି۲ݕ)۲݀ߣ (௡ି۳ݕ

< ,۱ݕ)௡ି۱݀ߣ ݕ  ).		 
  

݊	،هر يگر برايبه عبارت د ∈ ℕ  
,௡ݕ)݀ (௡ି۱ݕ < ,۱ݕ)௡ି۱݀ߣ ݕ  ).               )۴(  

  
݊هر  يپس برا > ݉, ݉, ݊ ∈ ℕ ،  

,௡ݕ)݀ (௠ݕ ≤ ܾ݀ ቀݕ௠ , ௠ା۱ቁݕ

+ ܾ۲݀ ቀݕ௠ା۱, ௠ା۲ቁݕ + ⋯

+ ܾ௡ି௠ି۱݀ ቀݕ௡ି۱, ௡ቁݕ
+⋯	 

  
λܾجا که و از آن )۴( استفاده ازحال با  < ۱،  

,௡ݕ)݀ (௠ݕ ≤ ௠ߣܾ) + ௠ା۱ߣ۲ܾ +⋯
+ ܾ௡ି௠ି۱ߣ௡ି۱

,۱ݕ)݀(⋯+ ݕ  )

≤ +௠[۱ߣܾ ߣܾ + ۲(ߣܾ)

,۱ݕ)݀[⋯+ ݕ  )

=
௠ߣܾ

۱− ߣܾ
,۱ݕ)݀	 ݕ  ). 

  
  ن،يبنابرا

݈݅݉
௠	و	௡→ஶ

,௡ݕ)݀ (௠ݕ =  				. 

 -ܾ يدر فضا يکوش - ܾک دنباله ي {௡ݕ}جه يدر نت
 که،  يوجود دارد به طور ܺ߳ݖپس  .ک کامل استيمتر

௡ݕ݈݉݅
	௡→ஶ

 .ݖ=
  

  قتيدر حق
݈݅݉
௡→ஶ

ܳ  ۲௡ݔ = ݈݅݉
௡→ஶ

۲௡ା۱ݔ۱ܳ = 
݈݅݉௡→ஶ ۲ܲ

ᇱ ۲௡ା۱ݔ = ݈݅݉௡→ஶ ۱ܲ
ᇱ۲ݔ௡ = )۵(  ݖ  

  
ک نقطه ثابت مشترک ي ݖم يده يحال نشان م

ܳو  ۱ܳ يها نگاشت   ۲ܲو ... و  ۲ܲو  ۱ܲو௡ 
است.  

  م:يريگير را در نظر مين جهت، حالات زيبد
۱ܲم يفرض کنحالت اول: 

ᇱ = 	ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 
 

 وسته است. پس،يپ
݈݅݉
௡→ஶ ۱ܲ

ᇱ
۱ܲ
ᇱ ۲௡ݔ = ۱ܲ

ᇱݖ 
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  و
݈݅݉
௡→ஶ ۱ܲ

ᇱܳ  ۲௡ݔ = ۱ܲ
ᇱݖ	.	 

  
ܳ}کهنياز ا  	, ۱ܲ

ᇱ}  م کهيريگ   يجه ميسازگارند، نت  
݈݅݉
௡→ஶ

݀( ۱ܲ
ᇱܳ  ,			۲௡ݔ ܳ  ۱ܲ

ᇱ	۲ݔ௡) = 	  	. 
  

  م يدار ۱.۶ن با استفاده از لم يبنابرا
݈݅݉
௡→ஶ

ܳ  ۱ܲ
ᇱ ۲௡ݔ = ۱ܲ

ᇱݖ	.	 

  
.م يفرض کنالف:  ݀( ۱ܲ

ᇱݖ, (ݖ ≠  ) ۵اگر در شرط (
ݑ	ميقرار دهه يقض = ۱ܲ

ᇱ۲ݔ௡   ݒ،و =	   ۲݊ା۱ݔ
݀(ܳ  ۱ܲ

ᇱ۲ݔ௡, (۲௡ା۱ݔ۱ܳ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
)݀)߮}	ݔܽ݉	 ۱ܲ

ᇱ
۱ܲ
ᇱ۲ݔ௡, ܳ  ۱ܲ

ᇱ	۲ݔ௡)), 

߮(݀( ۲ܲ
ᇱ۲ݔ௡ା۱, ,((۲௡ା۱ݔ۱ܳ ߮(݀( ۱ܲ

ᇱ
۱ܲ
ᇱ۲ݔ௡, ۲ܲ

ᇱ۲ݔ௡ା۱)), 

߮(
۱
۲
[݀( ۲ܲ

ᇱ۲ݔ௡ା۱, ܳ  ۱ܲ
ᇱ	۲ݔ௡)

+ ݀( ۱ܲ
ᇱ

۱ܲ
ᇱ۲ݔ௡,  .	{([(۲௡ା۱ݔ۱ܳ

  
در  ۱.۵ز لم يو ن ߮و خواص  يوستگيبا استفاده از پ

 :ميداربالا  ينامساو
۱

ܾ۲
݀( ۱ܲ

ᇱݖ, (ݖ

≤ ݈݅݉
௡→ஶ

݌ݑݏ ݀(ܳ  ۱ܲ
ᇱ	۲ݔ௡,  (۲௡ା۱ݔ۱ܳ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
݈݉݅)߮	}	ݔܽ݉

௡→ஶ
݌ݑݏ ݀( ۱ܲ

ᇱ
۱ܲ
ᇱ۲ݔ௡ , ܳ  ۱ܲ

ᇱ۲ݔ௡)), 

߮( ݈݅݉
௡→ஶ

݌ݑݏ ݀( ۲ܲ
ᇱ۲ݔ௡ା۱,  ,((۲௡ା۱ݔ۱ܳ

߮( ݈݅݉
௡→ஶ

݌ݑݏ ݀( ۱ܲ
ᇱ

۱ܲ
ᇱ۲ݔ௡, ۲ܲ

ᇱ۲ݔ௡ା۱)), 

߮(
۱
۲
[ ݈݅݉
௡→ஶ

݌ݑݏ ݀( ۲ܲ
ᇱ۲ݔ௡ା۱, ܳ  ۱ܲ

ᇱ۲ݔ௡) 

+ ݈݅݉
௡→ஶ

݌ݑݏ ݀( ۱ܲ
ᇱ

۱ܲ
ᇱ۲ݔ௡,  {([(۲௡ା۱ݔ۱ܳ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
)۲ܾ݀)߮}ݔܽ݉ ۱ܲ

ᇱݖ, ۱ܲ
ᇱݖ)), ,ݖ)۲ܾ݀)߮  ,((ݖ

߮(ܾ۲݀( ۱ܲ
ᇱݖ, ,((ݖ ߮(

ܾ۲

۲
,ݖ)݀] ۱ܲ

ᇱݖ)

+ ݀( ۱ܲ
ᇱݖ,  .{([(ݖ

  
  نيبنابرا

	
۱

ܾ۲
	݀( ۱ܲ

ᇱݖ, (ݖ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
߮(ܾ۲݀( ۱ܲ

ᇱݖ, ((ݖ 					

<
۱

ܾ۲௡ 
݀( ۱ܲ

ᇱݖ,  			.(ݖ

  ن رو ياز ا

݀( ۱ܲ
ᇱݖ, (ݖ ≤

۱

ܾ۲௡  ି۲
	݀( ۱ܲ

ᇱݖ,  .(ݖ

  
)݀جه يدر نت ۱ܲ

ᇱݖ, (ݖ < 	݀( ۱ܲ
ᇱݖ, ن تناقض يو ا (ݖ

 است. پس 
݀( ۱ܲ

ᇱݖ, (ݖ =  . 
۱ܲن يبنابرا

ᇱݖ =   . ݖ
  

.م يفرض کنب:  ݀(ܳ  ,ݖ (ݖ ≠  ) ۵در شرط (
ݑ	ميدهيه قرار ميقض = .و   ݖ ݒ = با  ۲௡ା۱ݔ	

 م:يدار ۱.۵استفاده از لم 
۱

ܾ۲
݀(ܳ  ,ݖ (ݖ

≤ ݈݅݉
௡→ஶ

ܳ)݀		݌ݑݏ  ,ݖ  		(۲௡ା۱ݔ۱ܳ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
)߮	}	ݔܽ݉ ݈݅݉

௡→ஶ
݌ݑݏ ݀( ۱ܲ

ᇱݖ, ܳ   ,((ݖ

߮( ݈݅݉
௡→ஶ

݌ݑݏ ݀( ۲ܲ
ᇱ۲ݔ௡ା۱,  ,((۲௡ା۱ݔ۱ܳ

߮( ݈݅݉
௡→ஶ

݌ݑݏ ݀( ۱ܲ
ᇱݖ, ۲ܲ

ᇱ۲ݔ௡ା۱)),			 

߮(
۱
۲
[ ݈݅݉
௡→ஶ

݌ݑݏ ݀( ۲ܲ
ᇱ۲ݔ௡ା۱, ܳ   (ݖ

+ ݈݅݉௡→ஶ ݌ݑݏ ݀( ۱ܲ
ᇱݖ,    .{([(۲௡ା۱ݔ۱ܳ
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  م،يدار ߮ ف ي) در تعر۲ت (يبا استفاده از خاص
۱

ܾ۲
݀(ܳ  ,ݖ (ݖ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)۲ܾ݀)߮	}	ݔܽ݉ ܳ   ,((ݖ

,ݖ)۲ܾ݀)߮ ,((ݖ ,ݖ)۲ܾ݀)߮  					,((ݖ

߮(
ܾ۲

۲
,ݖ)݀] ܳ  (ݖ + ,ݖ)݀  	{([(ݖ

<
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)۲ܾ݀) ܳ   ((ݖ

=
۱

ܾ۲௡ 
,ݖ)݀ ܳ   	.(ݖ

  
ܾکه جه با توجه به آنيدر نت > 1،   

݀(ܳ  ,ݖ (ݖ <
۱

ܾ۲௡  ି۲
,ݖ)݀ ܳ   (ݖ

  
ܳ)݀رو نياز ا  ,ݖ (ݖ < ,ݖ)݀ ܳ  ن تناقض يو ا (ݖ

  است. پس
	݀(ܳ  ,ݖ (ݖ =  . 

  
ܳ	گر يبه عبارت د  ݖ =   . ݖ

  
.م يفرض کن ج: ݀(ܲ۴…ܲ۲௡ 

z, z) ≠   در شرط
ݑ	م يدهيه قرار مي) قض۵( = ܲ۴ …ܲ۲௡ 

و  ݖ
ݒ =   م:يدار ۱.۵و با استفاده از لم  ۲௡ା۱ݔ

۱

ܾ۲
݀(ܲ۴…ܲ۲௡ 

,ݖ  (ݖ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
۴ܲ)۲ܾ݀)߮}	ݔܽ݉ …ܲ۲௡ 

,ݖ ܲ۴ …ܲ۲௡ 
 ,((ݖ

,ݖ)۲ܾ݀)߮ ,	((ݖ ߮(ܾ۲݀(ܲ۴…ܲ۲௡ 
,ݖ  ,((ݖ

߮(
ܾ۲

۲
,ݖ)݀] ܲ۴…ܲ۲௡ 

(ݖ

+ ݀(ܲ۴ …ܲ۲௡ 
,ݖ  {([(ݖ

<
۱

ܾ۲௡  ା۲
(ܾ۲	݀(ܲ۴ …ܲ۲௡ 

,ݖ  ((ݖ

=
۱

ܾ۲௡ 
݀(ܲ۴…ܲ۲௡ 

,ݖ  ,(ݖ

  
 جهيدر نت

݀(ܲ۴…ܲ۲௡ 
,ݖ (ݖ < ݀(ܲ۴…ܲ۲௡ 

,ݖ  (ݖ

  
۲௡ܲ…۴ܲن يبنابرا .ن تناقض استيو ا 

ݖ = . در ݖ
  ن صورتيا

ݖ۲ܲ = ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 
ݖ =  ݖ

  و
	ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 

ݖ =  					.ݖ۲ܲ
  

  مين مراحل داريبا ادامه ا
ܳ ݖ = ݖ۲ܲ = ݖ۴ܲ = ⋯ = ܲ۲௡ 

ݖ =  .ݖ
  
ܳچون  د: (ܺ) ⊆ ۲ܲ

ᇱ(ܺ) ݒ، عنصر ∈ وجود  ܺ
  که يادارد به گونه

ݖ = ܳ ݖ = ۲ܲ
ᇱݒ	. 

  
,z)݀با فرض  (ݒ۱ܳ ≠  ) ه قرار ي) قض۵در شرط  

ݑ  ميدهيم =  ميدار ۱.۵و با استفاده از لم  ۲௡ݔ
۱

ܾ۲
,ݖ)݀ (ݒ۱ܳ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)۲ܾ݀)߮}	ݔܽ݉  ,((ݖ

,ݖ)۲ܾ݀)߮ ,	((ݒ۱ܳ ߮(ܾ
,ݖ)۲݀  ,((ݖ

߮(
ܾ۲

۲
,ݖ)݀] (ݖ + ,ݖ)݀  		{([(ݒ۱ܳ

<
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)۲ܾ݀)	  											((ݒ۱ܳ

=
۱

ܾ۲௡ 
,ݖ)݀	  													.(ݒ۱ܳ

  
ݒ۱ܳشود يجه ميکه نت =   ني. بنابراݖ

ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ݒ۱ି = ݒ۱ܳ =  	.ݖ
  






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,۱ܳ)جا که از آن ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡  ف يبه طور ضع (۱ି
  ميسازگار است، دار

ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ݒ۱ܳ۱ି = ܳ۱ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡   .ݒ۱ି
  نيبنابرا

ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ݖ۱ି =  .ݖ۱ܳ

  
,ݖ۱ܳ)݀با فرض ر:  z) ≠   قرار ه ي) قض۵(در شرط

ݑم يدهيم = ݒو  ۲௡ݔ =  ۱.۵و با استفاده از لم  ݖ
  ميدار

۱

ܾ۲
,ݖ)݀ (ݖ۱ܳ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)۲ܾ݀)߮}ݔܽ݉  ,((ݖ

,ݖ۱ܳ)۲ܾ݀)߮ ,((ݖ۱ܳ ߮(ܾ
,ݖ)۲݀  ,((ݖ۱ܳ

߮(
ܾ۲

۲
,ݖ۱ܳ)݀] (ݖ + ,ݖ)݀  {([(ݖ۱ܳ

<
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)۲ܾ݀)	  																	((ݖ۱ܳ

=
۱

ܾ۲௡ 
,ݖ)݀  																															.(ݖ۱ܳ

  
ݖ۱ܳشوديجه ميکه نت =   نيو همچن 	ݖ

ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ݖ۱ି = ݖ۱ܳ =  .ݖ
  
,ݖ)݀با فرض  ز: ܲ۳…ܲ۲௡  (ݖ۱ି ≠   ۵(در شرط (

ݑ	م يدهيقرار مه يقض =   و ۲௡ݔ
  

ݒ = ܲ۳…ܲ۲௡    ميدار ۱.۵و با استفاده از لم  ݖ۱ି
۱

ܾ۲
,ݖ)݀ ܲ۳…ܲ۲௡   (ݖ۱ି

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)۲ܾ݀)߮}	ݔܽ݉  	,((ݖ

 

߮(ܾ۲݀(ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݖ۱ି ܲ۳…ܲ۲௡   ,((ݖ۱ି

,ݖ)۲ܾ݀)߮ ܲ۳ …ܲ۲௡   ,((ݖ۱ି

߮(
ܾ۲

۲
[݀(ܲ۳…ܲ۲௡  ,ݖ۱ି  	(ݖ

,ݖ)݀+ ܲ۳ …ܲ۲௡   {([(ݖ۱ି

<
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)۲ܾ݀)	 ܲ۳ …ܲ۲௡   ((ݖ۱ି

=
۱

ܾ۲௡ 
,ݖ)݀ ܲ۳…ܲ۲௡   								.(ݖ۱ି

  
۲௡ܲ…۳ܲرو نياز ا  ݖ۱ି =   ني. بنابراݖ

ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ݖ۱ି =  					,ݖ۱ܲ
  و

ݖ۱ܲ = ܲ۳ …ܲ۲௡  ݖ۱ି =  .	ݖ
  

ݖ۱ܲپس  =   م داشتين روش خواهيا. با ادامه ݖ
ݖ۱ܳ = ݖ۱ܲ = ݖ۳ܲ = ⋯ = ܲ۲௡  ݖ۱ି =  .ݖ

  
  م يارو با توجه به قسمت (ج) ثابت کردهنياز ا

ܳ ݖ = ݖ۱ܳ = ݖ۱ܲ = ݖ۲ܲ = ⋯
= ܲ۲௡  ݖ۱ି = ܲ۲௡ 

ݖ =  .ݖ
  

   ثابت مشترک خودک نقطه ي ݖ	گر يبه عبارت د
ܳ يهانگاشت ,ܳ۱, ܲ۱, ܲ۲, … , ܲ۲௡ 

  است. 
 يوسته باشد. از طرفيپ ܳ ميفرض کن حالت دوم:

  طبق 
݈݅݉௡→ஶ ۱ܲ

ᇱ ۲௡ݔ = ݈݅݉௡→ஶ ܳ ۲௡ݔ = )۵(    ,ݖ  
  
 شود کهيجه مينت

݈݅݉
௡→ஶ

ܳ ۱ܲ
ᇱ ۲௡ݔ = ܳ  	ݖ

 و
݈݅݉
௡→ஶ

ܳ ܳ ۲௡ݔ = ܳ  .ݖ
ܳ}که  ييجااز آن 	, ۱ܲ

ᇱ} م يسازگار است، دار  
݈݅݉
௡→ஶ

( ۱ܲ
ᇱܳ ,	۲௡ݔ ܳ ۱ܲ

ᇱ	۲ݔ௡) = 	 . 
  

  ، ۱.۶ن با استفاده از لم يبنابرا
݈݅݉
௡→ஶ ۱ܲ

ᇱܳ ۲௡ݔ = ܳ  		.ݖ
  

ܳ)݀با فرض  س: ,ݖ (ݖ ≠   ه ي) قض۵(در شرط
ݑم يدهيقرار م = ܳ ݒو  ۲௡ݔ =   و با  ۲௡ା۱ݔ

  









 

  



  

 




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   ميدار ۱.۵استفاده از لم 
۱

ܾ۲
݀(ܳ ,ݖ (ݖ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
ܳ)۲ܾ݀)߮}	ݔܽ݉ ,ݖ ܳ  ,((ݖ

,ݖ)۲ܾ݀)߮ ,((ݖ ߮(ܾ۲݀(ܳ ,ݖ  																	,((ݖ

߮(
ܾ۲

۲
,ݖ)݀] ܳ (ݖ + ݀(ܳ ,ݖ  {([(ݖ

<
۱

ܾ۲௡  ା۲
	(ܾ۲݀(ܳ ,ݖ  				((ݖ

=
۱

ܾ۲௡ 
݀(ܳ ,ݖ  							.	(ݖ

  
.جهيدر نت ݀(ܳ ,ݖ (ݖ = ܳپس  . ݖ = نک ي. اݖ

مشابه مراحل (د)، (ر)، (ز) و با ادامه مرحله (ز) در حالت 
  م:ياول دار

ܳ۱ܼ = ݖ۱ܲ = ݖ۳ܲ = ⋯ = ܲ۲௡  ݖ۱ି =  .ݖ
  

  ه، چوني) قض۱شرط (با توجه به ش: 
 ܳ۱(ܺ) ⊆ ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 

ݖ، (ܺ) ∈ وجود دارد  ܺ
  که  يبه طور

ݖ۱ܳ ∈ ܳ۱(ܺ) ⊆ ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 
(ܺ). 

  
ݓن يبنابرا ∈   که يوجود دارد به طور ܺ

ݖ۱ܳ = ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 
ݓ =  .ݖ

  
ܳ)݀با فرض  ,ݓ (ݖ ≠  ) ه قرار ي) قض۵در شرط

ݑم يدهيم = ݒو  ݓ =    ۱.۵و با استفاده از لم  ۲௡ା۱ݔ
  

  ميدار
۱

ܾ۲
݀(. ܳ ݓ, (ݖ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)۲ܾ݀)߮}	ݔܽ݉ ܳ ݓ)), 

,ݖ)۲ܾ݀)߮ ,((ݖ ,ݖ)۲ܾ݀)߮  				,((ݖ

߮(
ܾ۲

۲
,ݖ)݀] ܳ ݓ) + ,ݖ)݀  					{([(ݖ

 

<
۱

ܾ۲௡  ା۲
	(ܾ۲݀(ܳ ݓ,  ((ݖ

 

=
۱

ܾ۲௡ 
݀(ܳ ݓ,  								.		(ݖ

  
,ݓ଴ܳ)݀.جه يدر نت (ݖ =   ܳپس ݓ = . از ݖ

  ميرو دارنيا
ܳ ݓ = ݖ = ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 

 .ݓ
  

,଴ܳ)جا که از آن ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 
سازگار است، به  (

  ن يبنابرا .ز استيف سازگار نيطور ضع
ܳ  ݖ = ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 

ݖ =  .ݖ
  

 توان ثابت کرد کهيهمانند مرحله (ج) م
ݖ۲ܲ = ݖ۴ܲ = ⋯ = ܲ۲௡ 

ݖ = ܳ  ݖ =  .ݖ
  

 يهاثابت مشترک نگاشت يک نقطهي ،ݖپس 
ܳ  , ܳ۱, ܲ۱, ܲ۲, … , ܲ۲௡ 
  است. 

ک نقطه ثابت ي ′ݖم که يفرض کن: ييکتاياثبات 
 يهاگر از نگاشتيمشترک د

ܳ  , ܳ۱, ܲ۱, ܲ۲, … , ܲ۲௡ 
ه ي) قض۵باشد، در شرط ( 

ݑ	م يدهيقرار م = ݒ	وݖ =  ن صورت:يدر ا ′ݖ
݀(ܳ  ,ݖ (′ݖ۱ܳ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
)݀)߮}	ݔܽ݉ ۱ܲ

ᇱݖ, ܳ   ,((ݖ

߮(݀( ۲ܲ
ᇱݖ۱ܳ,′ݖ′))	, ߮(݀( ۱ܲ

ᇱݖ, ۲ܲ
ᇱݖ′)),		 

߮(
۱
۲
[݀( ۲ܲ

ᇱݖ′,ܳ  (ݖ + ݀( ۱ܲ
ᇱݖ,  .{([(′ݖ۱ܳ

  
 نيبنابرا

,ݖ)݀ (′ݖ

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)൫݀߮}	ݔܽ݉ ,ᇱݖ)൯,߮൫݀(ݖ  ,൯(′ݖ

߮൫݀(z, )߮,൯(′ݖ
۱
۲
,′ݖ)݀] (ݖ + ݀(z,  {([(′ݖ

=
۱

ܾ۲௡  ା۲
߮൫݀(z, ൯(′ݖ <

۱

ܾ۲௡  ା۲
݀(z,  .(′ݖ

  
,z)݀جه يدر نت (′ݖ < ݀(z,   ن تناقض است. يو ا (′ݖ

  



 



 





 


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,z)݀ن يبنابرا (′ݖ =  جه يدر نتz = ک ي z. پس ′ݖ
 يهابه فرد از خودنگاشت نقطه ثابت منحصر

ܳ  , ܳ۱, ܲ۱, ܲ۲, … , ܲ۲௡ 
  است.  

݊ يبرا  ∈ ℕ م يفرض کنℬ௕  خانواده توابع کراندار

]از  ߚمانند   , ]به  (∞  ,
۱

௕
۲೙  శ۲) .با استفاده از  باشد

ℬ௕ يط انقباض براياز شرا يگريم ديتوان به تعميم 
ک ي يثابت مشترک منحصربفرد برا ياثبات وجود نقطه

گر در يخانواده به تعداد زوج و دو خود نگاشت د
–يفضا  يوستگياز به پيکامل، بدون ن کيمترܾ
– ܾک با يمترܾ >   م.يپردازيم 1

ℬ௕واضح است که  ≠   است تابع يکاف ∅

(ݐ)ߚ =
۱

௕
۲೙  శ۲ ݁

ି௧ ݐ يبرا >  يو برا  

ݐ =  ،(ݐ)ߚ ∈ [  ,
۱

௕۲೙  శ۲) م.يريدر نظر گ  

 ۲.۱ه ي) قض۴) تا (۱ط (يم شرايفرض کن. ۲.۲ه يقض
,ݑهر  يبرقرار باشد و برا ݒ ∈ ݊و هر  ܺ  ∈ ℕ  و

  ميداشته باش
݀(ܳ  ,ݑ (ݒ۱ܳ
≤ ܳ)݀)ߚ  ۲௡ܲ…۲ܲ۴ܲ)݀}	ݔܽ݉((ݒ۱ܳ,ݑ 

ܳ,ݑ   ,(ݑ
݀(ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݒ۱ି  	,(ݒ۱ܳ
݀(ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 

,ݑ ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡   ,(ݒ۱ି

		
۱
۲
[݀(ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݒ۱ି ܳ   (ݑ

+݀(ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 
 .{[(ݒ۱ܳ,ݑ

  
ܳن صورتيدر ا  , ܳ۱, ܲ۱, ܲ۲, … , ܲ۲௡ 

-ک نقطهي 
 دارند. ܺثابت مشترک منحصر به فرد در  ي

(ݐ)ߚت ياثبات: با توجه به خاص <
۱

௕
۲೙  శ۲  مراحل
   باشد.يم ۲.۱ه ياثبات به نحو مناسب مشابه اثبات قض

ܾم فرض يدهير نشان ميدر ز > در  1
–يفضا کند تا بدون وجود خانواده يک، کمک ميمترܾ
  د به ياک يبه صورت نامساو يل نامساويتبد و 	߶

  م.يبرس ۲.۱ه يمشابه قض ياجهينت
 ۲.۱ه ي) قض۴) تا (۱ط (يم شرايفرض کن .۲.۳جه ينت

,ݑ يهر برا يبرقرار باشد و برا ݒ ∈ ݊و هر  ܺ  ∈ ℕ   
  

  ميو داشته باش
݀(ܳ  ,ݑ (ݒ۱ܳ

<
۱

ܾ۲௡  ା۲
۲௡ܲ…۲ܲ۴ܲ)݀}ݔܽ݉ 

,ݑ ܳ   ,(ݑ

݀(ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݒ۱ି  						,(ݒ۱ܳ
݀(ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 

,ݑ ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡   ,(ݒ۱ି
۱
۲
[݀(ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݒ۱ି ܳ   (ݑ

+݀(ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 
,ݑ  	.{[(ݒ۱ܳ

  
ܳن صورتيدر ا  , ܳ۱, ܲ۱, ܲ۲, … , ܲ۲௡ 

  ک ي 
  دارند. ܺثابت مشترک منحصر به فرد در  ينقطه

 ۲.۱ه ي) قض۴) تا (۱ط (يم شرايفرض کن .۲.۴جه ينت
هر  يبرقرار باشد و برا � < ݐ < و هر  ۱

,ݑ ݒ ∈ ݊و هر  ܺ  ∈ ℕ ميو داشته باش  
݀(ܳ  ,ݑ (ݒ۱ܳ

<
ݐ

ܾ۲௡  ା۲
۲௡ܲ…۲ܲ۴ܲ)݀}ݔܽ݉ 

,ݑ ܳ   ,(ݑ

݀(ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݒ۱ି  					,(ݒ۱ܳ
݀(ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 

,ݑ ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡   	,(ݒ۱ି
۱
۲
[݀(ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݒ۱ି ܳ   (ݑ

+݀(ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 
,ݑ  										.{[(ݒ۱ܳ

  
ܳن صورتيدر ا  , ܳ۱, ܲ۱, ܲ۲, … , ܲ۲௡ 

  ک ي 
  دارند. ܺثابت مشترک منحصر به فرد در  ينقطه
,ܺ)م يفرض کن. ۲.۵ه يقض  يک فضاي (݀
– ܾک کامل با يمترܾ > ک مجموعه ي ܬبوده و  1

}		دلخواه باشد. اگر  يگذارسياند ఈܶ}ఈ∈௃ و{ ௜ܲ}௜ୀ۱
۲௡  

ط يباشند، که در شرا ܺ يرو هادو خانواده از خودنگاشت
  کنند:ر صدق يز
ߙهر  يبرا .۱ ∈ (ܺ)ఈܶ، ܬ ⊆ ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 

(ܺ). 
ߚ .۲ ∈  که يوجود داشته باشد به طور ܬ

ఉܶ(ܺ) ⊆ ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡  ି۱(ܺ)  .  
 

 :ر برقرار باشنديروابط ز .۳
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ܲ٤ܲ)٢ …ܲ٢௡ 
) = (ܲ٤ …ܲ٢௡ 

)ܲ٢; 
ܲ٦ܲ)٢ܲ٤ …ܲ٢௡ 

) = (ܲ٦ …ܲ٢௡ 
)ܲ٢ܲ٤; 

         ⋮ 
ܲ٢ܲ٤ …ܲ٢௡  ି٢ ቀܲ٢௡ 

ቁ 

= (ܲ٢௡ 
)ܲ٢ܲ٤ …ܲ٢௡  ି٢; 

ఉܶ(ܲ٤ …ܲ٢௡ 
) = (ܲ٤ …ܲ٢௡ 

) ఉܶ; 

ఉܶ(ܲ٦ …ܲ٢௡ 
) = (ܲ٦ …ܲ٢௡ 

) ఉܶ; 
         ⋮ 
ఉܶܲ٢௡ 

= ܲ٢௡  ఉܶ; 
ܲ٣ܲ)١ …ܲ٢௡  ି١) = (ܲ٣ …ܲ٢௡  ି١ܲ(١; 
ܲ٥ܲ)١ܲ٣ …ܲ٢௡  ି١) = (ܲ٥ …ܲ٢௡  ି١ܲ٣ܲ(١; 
         ⋮ 
ܲ١ܲ٣ …ܲ٢௡  ି٣ ቀܲ٢௡  ି١ቁ 

= (ܲ٢௡  ି١ܲ٣ܲ(١ …ܲ٢௡  ି٣ 

ఈܶ(ܲ٣ …ܲ٢௡  ି١) = (ܲ٣ …ܲ٢௡  ି١) ఈܶ; 

ఈܶ(ܲ٥ …ܲ٢௡  ି١) = (ܲ٥ …ܲ٢௡  ି١) ఈܶ; 
⋮ 
ఈܶ(ܲ٢௡  ି١) = (ܲ٢௡  ି١) ఈܶ . 

 
۴. ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 

 وسته باشند.يپ ఉܶا ي 
)زوج  .۵ ఉܶ , ܲ۲…ܲ۲௡ 

 يهاسازگار و زوج (
( ఈܶ , ܲ۱…ܲ۲௡  ߙهر  يبرا (۱ି ∈ ف ي، به طور ضع݆

 سازگار باشد.
۶. ߮ ∈  يکه به ازا ياوجود داشته باشد به گونه ߶

,ݑ ݒ ∈ ݊و هر  ܺ  ∈ ℕ 
݀൫ ఉܶݑ, ఈܶݒ൯

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
۲௡ܲ…۲ܲ۴ܲ)݀)߮}	ݔܽ݉ 

,ݑ ఉܶݑ)), 

߮(݀(ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݒ۱ି ఈܶݒ)),																		 
			߮(݀(ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 

,ݑ ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡   ,((ݒ۱ି

߮(
۱
۲
[݀(ܲ۱ܲ۳…ܲ۲௡  ,ݒ۱ି ఉܶݑ)														 

+݀(ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 
,ݑ ఈܶݒ)])}.																			 

  
݅	هر  يها برا௜ܲن صورت يدر ا = ۱, … ,۲݊   وఈܶ ها
ߙهر  يبرا ∈ فرد  نقطه ثابت مشترک منحصر بهک ي، ܬ
  دارند. ܺدر 

ఈܶديفرض کن اثبات:  ک عنصر ثابت در ي{ ఈܶ}ఈ∈௃ 
ߚک ي يم برايدهيقرار م ۲.۱ه يباشد. در قض ∈ با  ܬ

ܳه ي) قض۲شرط (  = ఉܶ  ۱ܳو = ఈܶబ .  
ݖک يم که يريگيجه ميگاه نتآن ∈ وجود دارد به  ܺ

  که  ياگونه
ఉܶݖ = ఈܶ  ݖ = ܲ۲ܲ۴…ܲ۲௡ 

 ݖ

= ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ݖ۱ି =  .ݖ
  

ߙم يفرض کن ∈ ن صورت بنا به يدلخواه باشد. در ا ܬ
  ميه داري) قض۶شرط (

݀൫ ఉܶݖ, ఈܶݖ൯

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
۲௡ܲ…۲ܲ۴ܲ)݀)߮}	ݔܽ݉ 

,ݖ ఉܶݖ)), 

߮(݀(ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݖ۱ି ఈܶݖ)), 
߮(݀(ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 

,ݖ ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡   ,((ݖ۱ି

߮(
۱
۲
[݀(ܲ۱ܲ۳ …ܲ۲௡  ,ݖ۱ି ఉܶݖ) 

+݀(ܲ۲ܲ۴ …ܲ۲௡ 
,ݖ ఈܶݖ)])}.	 

  نيبنابرا
,ݖ)݀ ఈܶݖ)

≤
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)൫݀߮}	ݔܽ݉ ,ݖ)݀)߮,൯(ݖ ఈܶݖ)), 

߮൫݀(ݖ, )߮,൯(ݖ
۱
۲
,ݖ)݀] (ݖ + ,ݖ)݀ ఈܶݖ)])} 

<
۱

ܾ۲௡  ା۲
,ݖ)݀ ఈܶݖ). 

ن يبنابرا 	
,ݖ)݀ ఈܶݖ) < ,ݖ)݀ ఈܶݖ) 

  
,ݖ)݀ن تناقض است. پس يو ا ఈܶݖ) = ن به ي. بنابرا
ߙهر  يازا ∈ ݖఈܶ، ܬ =  ه،ي) قض۶. با توجه به شرط (ݖ
௜ܲ  ها وఈܶ  ک نقطه ثابت مشترک منحصر بفرد در يها
  دارند. ܺ
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