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  مقدمه - ۱
از عملگرها هستند که با توجه به ارتباط  يضربگرها کلاس

ن يانگياز جمله م ياضيم رير مفاهيآنها با سا يو وابستگ
، ينه سازيبه يک، احتمال، تئوريز هارمونيدر آنال يريپذ

و  يز ماليها، آنالگناليس يل، تئوريفرانسيمعادلات د
دانان  ياضياز ر يارين مفهوم مورد توجه بسياقتصاد، ا

  .قرار گرفته است
در  ۱۹۵۲ن بار توسط وندل در سال يه ضربگرها اولينظر

مطرح و بعد از آن توسط  يجبر گروه يمورد ضربگرها
وسته و يک تابع پي، به عنوان ۱۹۵۶هلگاسون در سال 

مال يماکس يهاده آليا يفضا ي، روتيکراندار با خاص
 يجبرها يضربگرها رو يف شد. صورت کليتعرجبر باناخ 

ف يدر تعر ۱۹۶۱باناخ بدون مرتبه، توسط وانگ در سال 
ضربگرها و  ياست. بعد از آن، تئورآورده شده  ۱

له يک، بوسيتوپولوژ يجبرها يرو ييدوتا يضربگرها
] ۴دو مقاله [ يدا کرد. خان طيتوسعه پ نيجانسون و حس

و مدول  ييدوتا يق ضربگرهاي، به مطالعه دق]۵و [
ک پرداخته و يتوپولوژ يجبرها يها روسميهمومورف

  .را بدست آورده است يجينتا
 يجبرها ياز مفهوم ضربگرها رو يعيتوس ز بعنوانيما ن

ف و يک جبر باناخ تعريدوگان  يباناخ، شبه ضربگرها رارو
  .ميان خواص آنها پرداخته اي] به ب۲] و [۱در دو مقاله [

  
  پيش نيازها - ۲

مربوط به  ياساس يايف و قضايتعار ين بخش برخيدر ا
ن مقاله مورد يم که در ادامه ايکنيضربگرها را ذکر م

  .استفاده واقع خواهد شد
  

ک يک جبر باناخ باشد. يد ي]) فرض کن۹([. ۱تعريف 
که  يک عملگر است به طوري، يضربگر چپ (راست) رو

ک ضربگر است هرگاه ضربگر چپ و يم يهر، گوئ يبه ازا
  .راست باشد

را  يچپ، راست) رو ي(ضربگرهايهمه ضربگرها يفضا
ن مثال از يترم. بعنوان سادهيدهيبا نماد (،)نشان م

انتقال چپ  يتوان عملگرهايچپ و راست، م يضربگرها
  .و راست را در نظر گرفت

  

شود يده ميبدون مرتبه چپ (راست) نام جبر .۲ف تعري
جاب کند که، جبر بدون مرتبه يهر، عبارت ا ياگر به ازا

  .است اگر بدون مرتبه چپ و راست باشد
  

  :بدون مرتبه استر جبر يک از حالات زيدر هر . ۱مثال 
  .داشته باشد يبيتقر يک هماني
  .م ساده باشديک جبر ني
  .نداشته باشد يه صفريچ مقسوم عليه

  باناخ بدون مرتبه در  يم جبرهايدانيهمانطور که م
باناخ شناخته شده قرار دارند و لذا  ين رده جبرهايتريکلّ
ن ردهء يا يج بدست آمده از مطالعه ضربگرها روينتا

  ر جبرها است.يبه سا يسازادهيبل پخاص، قا
ج قابل ي، عملا نتايباناخ معمول يجبرها يبعلاوه، رو

 يان کرد اما هنگاميتوان بيدر مورد ضربگرها نم يتوجه
باناخ بدون مرتبه، در نظر  يجبرها يکه ضربگرها را رو

نکه يد. از جمله ايآيبدست م ياريج بسيم نتايريگيم
باناخ بدون  يجبرها يضربگرها رو يو کراندار يخط

ر يه زيشود. به قضيک حاصل ميمرتبه، به طور اتومات
 د.يتوجه کن

  
ک جبر باناخ بدون ي Aد يفرض کن) ]۹[( .۱ه يقض

ر جبر بسته يک زي M(A)ن صورت يمرتبه باشد. در ا
 ياست که شامل عملگر همان B(A)از  ييجابجا

B(A) باشد.يم  
جاد کاربرد يکه منجر به ا يياين قضاياز مهمتر يکي

شود، يزلزله م يها و مهندسگناليس يضربگرها در تئور
  ر است:يه زيقض
  

 ييباناخ جابجاک جبر ي Aد يفرض کن) ]۶[( .۲ه يقض
ن يباشد. در ا A يک ضربگر روي Tو بدون مرتبه و 

 يرو وسته، کراندار و منحصر بفرد يصورت تابع پ
(A) که يوجود دارد به طور  

xهر  يالف) به ازا A ،ˆ ˆ(Tx) x .  
.ب)  T


    

 مال يماکس يهاده آليا يفضا (A)(که در آن 
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A وx̂ ل گلفند عنصر يتبدx  ازA (.است  
ن مثال از ضربگرها، ين قسمت، بعنوان مهمتريدر ا

L يجبر گروه يضربگرها (G)1 م. فرض يکنيان ميرا ب
دلخواه باشد. بوضوح نگاشت  يااندازه M(G)د يکن

*f f يک ضربگر چپ روي L (G)1 ف يتعر
ه يقض ي، عکس فوق را ط۱۹۵۱کند. وندل در سال يم
  ر اثبات کرد.يز
  

Tد يفرض کن) ]۱۰[(. ۳ه يقض : L (G) L (G)1 1 
يکتاين صورت اندازه يک ضربگر چپ باشد. در اي

M(G) هر يکه به ازا يوجود دارد به طور  
 L (G) 1f ،ˆ ˆT( ) *f f  

  
ک گروه موضعاً فشرده ي Gد يفرض کن) ]۶[( .۴ه يقض

Tو  ييجابجا : L (G) L (G)1 و  يک نگاشت خطي 1
  ر معادلند:يج زيوسته باشد. نتايپ
)۱ (T يک ضربگر روي L (G)1  يبه ازا يعنياست 

,هر  g L (G) 1f   
T( * ) T( )*g *T(g). f g f f  

  
Tيکتاي) اندازه ۲( M(G)  که  يوجود دارد به طور

Lهر  يبه ازا (G) 1f   

TT * .f f   
  

که  يوجود دارد به طور Ĝيرو TH يکتاي) تابع ۳(
  هر  يبه ازا

L (G) 1f T
ˆ ˆ(T ) H * .f f  

  
فشرده  ک گروه موضعاًي Gد يفرض کن) ]۶[( .۱جه ينت

جبر  يضربگرها ين صورت فضايباشد. در ا ييجابجا
L يگروه (G)1  به طور طولپا، با جبر اندازهM(G) 

  خت است.يکري
  
  يج اصلينتا - ۳
 ينمائ يهاش فرمين قسمت، نمايبا در ايج زياز نتا يکي

  باناخ بدون مرتبه است. يجبرها ياز ضربگرها رو

ک جبر باناخ باشد. نگاشت ي Aد يفرض کن .۳ف يتعر
Tو کراندار  يخط : A A ک ضربگر چپ (راست) ي

۱جردن
xهر ياست هرگاه به ازا † A م:يداشته باش  

T(x ) T(x)x.2  2(T(x ) x(Tx))  
  

م که يده ينشان م يه بعد، با ارائه اثبات متفاوتيدر قض
و بدون مرتبه، هر ضربگر  ييباناخ جابجا يجبرها يرو

  ک ضربگر است.يجردن، 
  

و  ييک جبر باناخ جابجاي Aديفرض کن. ۵ه يقض
ک ضربگر است ي Tن صورت يبدون مرتبه باشد. در ا

  ک ضربگر جردن باشد.ياگر و تنها اگر 
  

ک ضربگر جردن است. يبه وضوح هر ضربگر  برهان:
ک ضربگر جردن باشد آنگاه به يTد يحال فرض کن

,xهر يازا y A م:يدار  
2T((x+y) )=(x+y)T(x+y)=xT(x)+xT(y)

+yT(x)+yT(y)                                  )۱(  
  

  گر ياز طرف د
2 2 22

2
T((x+y) ) =T(x + xy+y )

= xT(x)+ T(xy)+yT(y)
    )۲(  

  
  م:ي) دار۲) و (۱سه (ياز مقا

)۳     (           2T(xy) = xT(y)+yT(x)  
  

  جه ي)، نت۳و عبارت ( Aبودن جبر ييحال از جابجا
zهر عنصر  يشود که به ازايم A   

2T(xyz) = yT(xz)+(xz)T(y)  
2= y[xT(z)+zT(x)] / )۴  (             

+(xz)T(y).  
  

  م داشت:يجه خواهيو در نت
2T(xyz) = [(yx)T(z)+(yz)T(x)  

2 2 (xz)T(y)] / )۵  (                           

                                                
1. Jordan multiplier  
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  م:ي)، دار۳با استفاده مجدد از (
2T(xyz) = [(xy)T(z)+(xz)T(y)  

)۶  (                              2 2. (yz)T(x)] /  
  

,xهر ي)، به ازا۶) و (۵سه روابط (يبا مقا y, z A 
  م کهيآوريبدست م

(xz)T(y) (yz)T(x).  
  

و بدون مرتبه است  ييک جبر جابجاي Aنکهيحال از ا
xT(y)م کهيريگيجه مينت =T(x)y  و لذاT ک ي

  ضربگر است.
  

 يدر حالات خاصه قبل، يم که قضيشويمتذکر متوجه. 
 يبرقرار بوده اما در حالت کل ييرجابجايغ ياز جبرها
۱ست. به عنوان مثال، زالاريبرقرار ن

نشان داده  ]۱۱[ در ‡
ک حلقه ي ياست که هر ضربگر جردن چپ (راست) رو

  ک ضربگر چپ (راست) است.يتاب،  يمه اول بين
۲ن وکمنيهمچن

نشان داده است که هر نگاشت  ]۸[در  §
: يجمع R R ،  که در آنR مه اول يک حلقه ني

ت يباشد و در خاص ۲تاب از مرتبه  يب
(a ) a (a) (a)a   22 هر يبه ازا a A 

  ک ضربگر است.يصدق کند، 
ن مطلب يدهد ايم که نشان ميکنيارائه م يدر ادامه مثال
  ست.يبرقرار ن يدر حالت کل

  
  ر جبريز. ۲مثال 

a b c
{ 0 a d | a , b, c, d }

0 0 a

 
    
 
 

  

  
3يهاسياز ماتر 3 م. بوضوح يريگيرا در نظر م 

  ر است.يک جبر باناخ بر حسب نرم زي
a b c

|| 0 a d || | a | | b | | c | | d | .
0 0 a

 
      
 
 

  

                                                
1. Zalar  
2. Vukman  

  ديفرض کن
0 1 0

x 0 0 0
0 0 0

 
   
 
 

  

  
:دين فرض کنيهمچن   و  يک نگاشت خطي

(A)لهيف شده بوسيوسته تعريپ AX XA    .باشد
,Aهر يبه ازا يبراحت B ميدار  

BAX XAB BXA AXB.    
  

)ديفرض کن ) نماد ضرب جردنA B AB BA  
,Aهر ي، باشد آنگاه به ازا B ميدار  

(A B) A (B)     
  

ن به يک ضربگر جردن راست است. همچني جهيدر نت
,Aهر يازا B کهA B 1 ميدار  

A (B) (1).    
  

  حال اگر
0 0 0

A 0 0 1
0 0 0

 
   
  

  

  
(A)آنگاه 0  وA ( ) 0 1 به  0و  ۱، که

 نيو صفر هستند. بنابرا يهمان يهاسيب ماتريترت
  ست.يک ضربگر راست ني

در ادامه ارتباط منظم آرنز بودن جبر ضربگرها را با جبر 
  م.يکنيان ميه بيباناخ اول

  
 Tک جبر باناخ باشد. اگري Aديکنفرض . ۱گزاره 

(نسبت به ضرب  T**باشد آنگاه Aيک ضربگر روي
  است. A**يک ضربگر رويآرنز) 

 
m,n**ديفرض کنبرهان:  A  و  نماد ضرب اول

,Axو Af*هر يآرنز باشد. به ازا y  نشان
  ميدهيم

   T n m T n** **m ,f , f .      
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  ميف ضرب آرنز داريبا استفاده از تعر
   T n T m T    ** ** *m ,f , n .f m, (n .f)

  و
T ( ) T( ) T( )* n.f ,x n.f, x n,f . x .   

  
  نيهمچن

( ) ( )f .T x , y f,T x . y .    
  

  گرياز طرف د
   ** **m T n , f m,T n .f     

  و
   ** **T n .f,x T n ,f .x    
 T*n, f .x .   

  
  نيهمچن

)۸  (     y y*T f .x , y f .x,T f,x .T .     
  

) ۸) و (۷سه (يک ضربگر است، با مقاي Tنکهيحال از ا
  م داشت:يخواه

   T n T n** **m ,f m ,f .      
  

 ر وين پذيانگيک جبر باناخ مي Aديفرض کن. ۱لم 
ر جبر چگال از يک زيبه  Aوسته ازيسم پيک همومورفي

ن يانگيم Bباناخن صورت جبر يباشد. در ا Bجبر باناخ 
  ر است.يپذ
  

  .۱۱گزاره  ]۳[ رجوع شود به برهان:
  

و  ييک جبر باناخ جابجاي Aد ي) فرض کن۱. ۶ه يقض
منظم آرنز باشد  Aباشد. اگر e يکدار با عنصر هماني

آنگاه M A ز منظم آرنز است.ين  
 Aباشد. اگر ييک جبر باناخ جابجاي Aدي) فرض کن۲
ر باشد آنگاهين پذيانگيم M A ر است.ين پذيانگيز مين  
  

  ميکنيف مي) تعر۱: (برهان
 

   a a

: A M A

a = L ,L b = ab

 


  

است، ييجابجا Aچون   M A A محاسبه .
هر يدهد که به ازاينشان م ياساده
 S e S( )S L , M A  جهيو در نت ک ي

وسته است. لذا نگاشتيسم پوشا و پيهمومورف
  A M A

**** **:  فرض  ز پوشا است. حالين
ديکن  F G M A 

**
Fنصورتي. در ا, G A **, 

کهيوجود دارد بطور F F ** و G G ** .
o ديفرض کن o, اول و دوم آرنز  يهاب ضربيبترت

  نصورتيباشند. در ا
       F G F G F G F G        ** ** ** **

   F G F G       ** **  
  

جهيو در نت M A .منظم آرنز است  
 يبيتقر يک همانير شامل ين پذيانگيهر جبر باناخ م )۱(

 د.ي]. فرض کن۷کراندار است [
)۲(    e I T M A: ,   يبيتقر يک هماني 

) ۱ف شده در قسمت (ينگاشت تعر  و Aکراندار در
دهد کهينشان م ياباشد. محاسبه ساده

 T eT Llim
 جهيو در نت   A M A  لذا با .

، ۱توجه به لم  M A ر است.ين پذيانگيم 
  
  کاربرد ضربگرها - ۴

قسمت مقدمه ذکر شد، ضربگرها در علوم همانطور که در 
نجا، کاربرد آنها را يدارند. ما در ا ياريبس يگر کاربردهايد

ان يزلزله، ب يو بخصوص در مهندس هاگناليس يدر تئور
  م.يکنيم
و  يکه کاربرد ضربگر را در علوم مهندس يلياز دلا يکي

ف آن در يکند، تعريزلزله، درخشان م يبخصوص مهندس
  ه است. يل فوريبر حسب تبد، ۱ه يقض

 يل محتوايه و تحليها، تجزسازه يالرزه يدر طراح
برخوردار  ييت بالاين از اهميزم يامواج ارتعاش يفرکانس

با  يفيز طي، آناليفرکانس ياست. به منظور مطالعه محتوا
کارآمد در  ياز ابزارها يکيه يل فورياستفاده از تبد

ت يه اهميفورف يطرود. يزلزله بشمار م يمهندس
نه زمان يدر زم يموجود را بدون اطلاعات يهافرکانس

ه يف فوريط يدهد. از طرفيها نشان من فرکانسيوقوع ا
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ن را در ياز ارتعاشات زم يامواج ناش يزان انرژيم
 ياکند. بعنوان مثال، سازهيان ميمختلف ب يهافرکانس

 ک محرک بهيزلزله بعنوان  يرويد که نيريرا در نظر بگ
 ينظميآن وارد شده است. در پژوهشگاه زلزله، رکورد ب

ن زلزله توسط دستگاه شتاب نگاشت يه نوار قلب از ايشب
ثبت  يهاه، فرکانسيل فوري). تبد۱(شکل  شوديثبت م

 ينوسيو کس ينوسياز توابع س يبيترکشده را بصورت 
  )۲(شکل  ل است.يکند که قابل تحليل ميتبد

است که از  يا دستگاهيند يتر، فرآليگنال، فيدر پردازش س
ک يات نامطلوب يا خصوصيها حذف بخش يآن برا

لتر کردن يشود. در اغلب موارد از فيگنال استفاده ميس
شود يگنال استفاده ميفرکانس از س يحذف تعداد يبرا

ز پس يمعمول آن حذف اثر نو ياز کاربردها يکيکه 
لتر کردن، روش يهاست. لذا فگنالينه و اثر تداخل سيزم

 شود. يها هم گفته مه فرکانسيتصف
ستم عبارت است از يک سي ين پاسخ فرکانسيهمچن

. يف فرکانس وروديستم به طيس يف فرکانس خروجيط
ک يا يستم يک سي يف خروجي، اندازه طيپاسخ فرکانس

ک محرک است و جهت مشخص يله در پاسخ به يوس
رود. پاسخ يستم بکار ميس يکيناميد يهايژگينمودن و

 يک تابع فرکانسي يمقدار اندازه و فاز خروج يفرکانس
ستم يکه به س يا همان محرکي يسه با ورودياست در مقا

  شود.يوارد م
بوده است که  ييها، بشر به دنبال راهکارهادر طول قرن

قبل از آمدن زلزله، خسارات ممکن را به حداقل برساند. 
  زلزله  يهاموج لتر کردن شکليزلزله، ف يدر مهندس

باشد.  يالرزه يفازها ييدر شناسا يانيتواند کمک شايم
ستم لرزه نگار و ين با توجه به حساس بودن سيهمچن

لتر يک في يمشخص، طراح يفرکانس يهاتيمحدود
  است.  يلازم و ضرور آن کاملاً يبرا

  به صورت Tک ضربگر ي، ۱ه يبا توجه به قض
ˆ(T ) ( ) ( ) ( )     f f  

  
در  Tfهيل فوريشود که در آن، تبديش داده مينما

در  fه يل فوري، توسط حاصلضرب تبدفرکانس 
همان فرکانس، در مقدار ضربگر در آن فرکانس، داده 

  شود.يم
  گر،يبه عبارت د

)۱(                                     (T ) ( )( ) ˆ( )
f
f

 
  


  

  
به عنوان  Tبا استفاده از مطالب ذکر شده در فوق، عملگر 

لتر ين فيا يبه عنوان پاسخ فرکانس لتر و ضربگريک في
ستم يک سي يفرکانسشود. لذا پاسخ يدر نظر گرفته م

ن کاربرد يشود و بنابرايان ميک ضربگر بيهمواره توسط 
  ها قابل توجه است.گناليس يمفهوم ضربگر در تئور

  صورت  نيزلزله بد ين مطلب را در مهندسياکنون ا
(زلزله) را بعنوان  نيل کرد که اگر شتاب زميتوان تحليم

)، ۱(م صورت رابطه يريک سازه در نظر بگيبه  يورود
لتر يه شده زلزله توسط فيتصو يهاه فرکانسيل فوريتبد
T باشد. لذا ين ميه شتاب زميل فوريو مخرج کسر تبد

شود يان ميب ن سازه توسط ضربگر يا يپاسخ فرکانس
زلزله  يت ضربگر را در مهندسين اهمي) که ا۳(شکل 

   کند.يان ميب
  

  

  
 )۱(شکل 
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