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  چکيده

دهيم.  مفاهيم مشبکه هاي نرم و جبرهاي لي نرم با نظريه مشبکه را مورد مطالعه قرار ميمجموعهي بين رابطهدر اين مقاله، 
کنيم. ها را بررسي ميهاي نرم پر و جبرهاي لي نرم را معرفي کرده، سپس برخي از خواص آنمجموعه هاي نرم،مجموعه

ܺ  اي چون، با جبر بول مجموعه تواني، مجموعههاي نرم روي يک مجموعه پارامتر ثابتدهيم مشبکه مجموعهنشان مي با   
شوند. هاي نرم و مشبکه جبرهاي لي نرم پر مشخص ميها در مشبکه مجموعه ي شمول يکريخت است. بخصوص اتمرابطه

بکه پس از آن در جبرهاي لي نرم پر عناصر فشرده را معرفي کرده و شرايط لازم و کافي براي فشرده بودن و اتميک بودن مش
کنيم اگر جبر لي نرم پر به عنوان عنصري از مشبکه جبرهاي لي نرم پر فشرده کنيم و ثابت ميجبرهاي لي نرم پر را بيان مي

هاي اول و آلي پارامتر متناهي و جبر لي متناهيا توليد شده است. در ادامه به بررسي ارتباط بين ايدهباشد، آنگاه مجموعه
 پردازيم.عناصر اول و ماکسيمال در مشبکه جبرهاي لي نرم پر ميماکسيمال در جبرهاي لي و 

 
  مشبکه، جبر لي، اتم، مشبکه فشرده. هاي کليدي: واژه
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  مقدمه - ۱
بيشتر ابزارهاي سنتي رياضي براي مدل سازي، استدلال 

هاي قطعي و دقيق هستند. اما و محاسبه، داراي شاخص
اي در علوم اقتصادي، مهندسي، زيست مسائل پيچيده
شناسي، پزشکي و ... وجود دارند که داراي شناسي، جامعه

هاي عدم قطعيت و نادقيق هستند. اين مسائل که شاخص
باشند، به عنوان اطلاعاتي غير قطعي و احتمالي ميشامل 

يک دانش ناقص و نادقيق، مدت زمان زيادي است که 
خود جلب ها و رياضيدانان را بهدانتوجه فلاسفه، منطق

ي نرم رويکرد جديدي هاي مجموعه کرده است. نظريه
ي هاي مجموعهکند. نظريهنسبت به اين مسائل ارائه مي

 ۱۹۹۹در سال ] ۱[يدان روسي مالودسف نرم توسط رياض
هايي که به معرفي شد. مالودسف معتقد بود که نظريه

عنوان ابزارهاي رياضي براي کار کردن با اطلاعات داراي 
هايي شاخص عدم قطعيت وجود دارند، داراي محدوديت

هستند که به دليل کمبود ابزارهاي پارامتري کردن در 
ي نرم يک ابزار رياضي هباشد. مجموعها مياين نظريه

اي از توصيفات تقريبي  پارامتري شده است که با مجموعه
اشياء سر و کار دارد. هر توصيف تقريبي شامل دو قسمت، 

مقدار تقريبي است. در اين  -يک گزاره و يک مجموعه 
ي ها توصيف اوليهي مجموعهنظريه بر خلاف نظريه

گونه محدوديت  اشياء داراي ماهيت تقريبي است. نبود هر
ي نرم هاي مجموعهدر توصيف تقريبي اشياء در نظريه

ي را راحت و آسان ساخته است. نظريهکار کردن با آن 
اي است که ي نرم داراي خصوصيات بالقوههامجموعه

هاي مختلف، از سبب کاربردهاي فراوان آن در حوزه
و  ي اندازهي بازي، تحقيق در عمليات، نظريهجمله نظريه

] . مجي و همکارانش براي ۱ي احتمال شده است [نظريه
ي نرم هاکاربردهايي از مجموعه ۲۰۰۲اولين بار در سال 
. بعد از آن چن و ]۲ارائه دادند[ گيريدر مسائل تصميم

تري براي استفاده از اين نظريه همکارانش روش مناسب
در مسائل تصميم گيري ارائه دادند که داراي اشکالات 

اي ] را ببينيد). اين موضوع انگيزه۳] نبود ([۲ود در [موج
تر براي استفادههاي مفيدتر و متنوعشد براي ابداع شيوه

گيري از جمله تشخيص ي اين نظريه در مسائل تصميم
ي نرم هابيماري تعريف عملگرهاي مختلف روي مجموعه

  و بهبود کاربردهاي اين نگرش در  نيز باعث توسعه

ي هاي مجموعهي مطالعهمختلف شد. توسعههاي حوزه
ها، جبرهاي لي، حلقهها و نيمها، حلقهآلنرم به ايده

هاي چند ارزشي و جبر، منطقBCK/BCI−ي نظريه
ي فازي و هاي مجموعههمچنين ارتباط آن با نظريه

ي ناهموار نيز نشان از وجود شرايط هاي مجموعهنظريه
هاي گسترش آن به ساير شاخه بالقوه در اين نظريه براي

علوم رياضي دارد. اين مقاله به شرح ذيل تنظيم شده 
است. در بخش دوم برخي از مفاهيم اساسي مقدماتي 

ها که در هاي نرم، جبر لي و مشبکهمربوط به مجموعه
کنيم. در بخش شود، را مرور ميها استفاده ميادامه از آن

را معرفي کرده و هاي نرم مجموعهسوم، مفهوم مشبکه
دهيم. به ويژه ها را مورد بررسي قرار ميخواص اصلي آن

ها در اين مشبکه پرداخته  به معرفي و مشخص سازي اتم
دهيم که اين مشبکه يک جبر بول اتميک  و نشان مي

است. در بخش چهارم، مفهوم مشبکه جبرهاي لي نرم پر 
اين  ها و عناصر فشرده دررا مطرح کرده، در ادامه اتم

کنيم و شرايط لازم براي سازي ميها را مشخصمشبکه
کنيم. فشرده بودن و اتميک بودن اين مشبکه را بيان مي

هاي اول و ماکسيمال در آلهمچنين به ارتباط بين ايده
جبرهاي لي و عناصر اول و ماکسيمال در مشبکه 

  پردازيم. جبرهاي لي نرم پر مي
  
 نيازهاپيش  - ۲

ي از مفاهيم اساسي مربوط به نظريه در اين بخش برخ
ها را بيان  هاي نرم، جبرهاي لي و مشبکه مجموعه

هاي نرم و جبرهاي لي در  کنيم. براي مفاهيم مجموعه مي
] ۷] و [۶، ۵، ۴اين بخش، خواننده را به ترتيب به منابع [

  دهيم. ارجاع مي
 
  . مجموعه هاي نرم۱. ۲

اي از مجموعه  ܧي مرجع و مجموعه ܷکنيم  فرض 
تواند يک لغت يا يک جمله پارامترها باشد. هر پارامتر مي

,݂)باشد. زوج   ܷي نرم روي را يک مجموعه ௎(ܧ
به مجموعه تواني   ܧتابعي از ݂ناميم اگر و فقط اگر  مي
,݂)باشد. مجموعه نرم  ܷ ي نرم  را زيرمجموعه ௎(ܧ

(݃,   ناميم، اگر  مي ௎(ܨ
ܧ                                                  )۱( ⊆  ؛ܨ



 

 ۹۵                                                                                                                                             جبرهاي لي نرم پر مشبکه
 

   

e) براي هر عضو ۲( ∈ E ،݂(݁) ⊆ ݃(݁) .  
,݂)دو مجموعه نرم  ,݃)و  ௎(ܧ مساويند؛ اگر  ௎(ܨ

(݂, ௎(ܧ ,݃)و 		 هاي نرم يکديگر  زير مجموعه ௎(ܨ
,݂)باشند. براي هر مجموعه نرم    ي مجموعه ௎(ܣ

(݂)݌݌ݑܵ =: ݐ} ∈ ;ܣ (ݔ)݂ ≠ 	∅} 
  

,݂)را تکيه گاه مجموعه نرم  مکمل م. نامي مي ௎(ܣ
,݂)ي نرم مجموعه مجموعه نرمي است  U،روي   (ܣ

,݂)	 که آن را با  ஼(ܣ = (݂௖ , و در  نمايش داده(ܣ
ܽ،  آن براي هر ∈   	ܣ

݂௖(ܽ) = ܷ − ݂(ܽ). 
  

,݂)فرض کنيد  ,݃)و  ௎(ܧ دو مجموعه نرم  ௎(ܨ
  باشند. در اين صورت  ܷروي 

)۱ ((݂, ௎(ܧ ∪෥ (݃, که آن را اجتماع توسعه  ௎(ܨ
,ℎ)	 ناميم، مجموعه نرم  يافته مي  است که ܷروي (ܥ

ܥ = ܧ ∩ ݔو به ازاي هر  ܨ ∈   ، ܥ

ℎ(ݔ) =

⎩
⎨

⎧ ;															(ݔ)݂ ݔ ∈ اگر	ܨ\ܧ
;															(ݔ)݃ ݔ ∈ اگر	ܧ\ܨ
(ݔ)݂ ∪ ;	(ݔ)݃ ݔ ∈ ܧ ∩ 	اگر	ܨ

 

  
ܧ) اگر ۲( ∩ ܨ ≠  ، در اين صورت اشتراک محدود∅

,ℎ) نرم ي شده اين دو مجموعه نرم، مجموعه  ௎(ܥ
,݂)	 با  است که آن را ௎(ܧ ⋒ 	(݃,  نمايش௎(ܨ

ݔداده و براي هر ∈ (ݔ)ℎ به صورت 	ܥ =
(ݔ)݂ ∩ شود؛ در اينجا  تعريف مي (ݔ)݃
ܥ = ܧ ∩   .ܨ

,݂)مجموعه نرم  را در نظر بگيريد. اين مجموعه  ௎(ܧ
ഥ∅	ناميم و با  ) پوچ مي۱را ( دهيم، هرگاه براي  نشان مي	
݁،هر  ∈ (݁)݂ ܧ = ∅.  

݁	،ناميم هرگاه براي هر مطلق مي )۲( ∈  ܧ
݂(݁) =   دهيم. نشان مي ෨௎ܧو آن را با  ܷ

(݂)݌݌ݑܵناميم، اگر  ) پر مي۳( =   .ܣ
 

) فرض کنيم ௜݂ , يک خانواده ناتهي از  ௜)௜∈ூܣ
  باشد. Uهاي نرم روي مجموعه  مجموعه

෩⋃) اجتماع اين خانواده را با ۱( ௜∈ூ( ௜݂ , نمايش  (௜ܣ
,ℎ)داده و مجموعه نرم  ܥاست که  (ܥ = ⋃௜∈ூܣ௜ 

ܿو براي هر  ∈   ،ܥ

ℎ(ܿ) = 	 ራ ௜݂(ܿ)
௜∈ூ(௖)

 

  که
(ܿ)ܫ = {݅ ∈ ;ܫ ܿ ∈  .{௜ܣ

  
ي اين خانواده را  ) اشتراک محدود شده۲(
௜∈ூ⋒	با ( ௜݂ , نمايش داده و مجموعه  (௜ܣ

,ℎ)	نرم ܥاست که	(ܥ = ⋂௜∈ூܣ௜ و به ازاي هر   
ܿ ∈   ،ܥ

ℎ(ܿ) = ሩ ௜݂(ܿ)
௜∈ூ(௖)

 

 که
(ܿ)ܫ = {݅ ∈ ;ܫ ܿ ∈  .{௜ܣ

  
  جبرهاي لي . ۲. ۲

  باشد. ॲيک فضاي برداري روي ميدان  Lفرض کنيد 
L  همراه با يک تابع دو خطي[. , . ]: ܮ × ܮ → را  ܮ

,ݔناميم، اگر براي هر  جبر لي مي ,ݕ ݖ ∈   ،ܮ
,ݔ] [ݔ = 0                                                )۱( 
,ݔൣ ,ݕ] ൧[ݖ + ,ݕൣ ,ݖ] ൧[ݔ + ,ݖൣ ,ݔ] ൧[ݕ = 0 )۲(  

  
گوييم، هرگاه به ازاي  Lرا زيرجبر لي  Lاز  Kزير فضاي 

,ଵݔ]هر [ଶݔ ∈ ,ܭ ,ଵݔ ଶݔ ∈ از  Iو زير فضاي  ܭ
L آل لي از  را يک ايدهL ناميم، هرگاه براي هر مي

ݔ ∈ ݕ،و هر  ܫ ∈ ,ݔ] ܮ [ݕ ∈   . 	ܫ
 

اي  خانواده ௜∈ூ{௜ܮ}يک جبر لي و  Lاگر  :۱-۲گزاره
يک  ௜ܮ௜∈ூ⋂باشد، آنگاه  ܮهاي)  آل از زيرجبرهاي (ايده

 ௜∈ூ{௜ܯ}است. همچنين اگر  ܮآل) از  زيرجبر لي (ايده
هاي) باشد، آنگاه  آل (ايده ܮيک زنجير از زير جبرهاي لي 

⋃௜∈ூܯ௜ است.  ܮآل)  يک زيرجبر لي (ايده  
.يک جبر لي و  ܣفرض کنيد  ܺ	باشد ⊆ زيرجبر  	ܣ

دهيم  نمايش مي௦.௔⟨ܺ⟩	را با نماد  ܺتوليد شده توسط 
تعريف   ܺ	شامل ܣو آن را اشتراک تمام زيرجبرهاي 
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را با  ܺآل توليد شده توسط  کنيم. به طور متناظر، ايده مي
௜⟨ܺ⟩نماد  دهيم و آن را اشتراک تمام  نمايش مي 	

  کنيم.  هستند، تعريف مي ܺکه شامل  ܣهاي  آل ايده
 

يک زير  ܺيک جبر لي و  ܮفرض کنيد   :۲-۲قضيه 
  باشد. در اين صورت ܮمجموعه ناتهي از 

< ܺ >௦.௔= 
,ଵݔ]}ॲ݊ܽ݌ݏ ⋯ , ݊|[௡ݔ ∈ ℤவ଴, ,ଵݔ ⋯ , ௡ݔ ∈ ܺ}	 

  و
< ܺ >௜= 
,ݔ}ॲ݊ܽ݌ݏ [ܽଵ, ⋯ , ܽ௡, ݊|[ݔ ∈ ℤவ଴ , ݔ ∈ ܺ, ܽ௜ ∈  	{ܮ
 

را نيم ساده گوييم، هر گاه به  Lجبر لي  :۳-۲تعريف 
هاي ساده آن نوشته  آل صورت جمع مستقيمي از ايده

  شود.
 
  ها . مشبکه۳. ۲

ه منابع ها در اين بخش، خواننده را ب براي مفاهيم مشبکه
  دهيم. ] ارجاع مي۹[] و ۸[

,ݔرا که براي هر  Lي مرتب جزئي  مجموعه ݕ ∈   ،ܮ
ݔ	 ∨ =:ݕ sup{ܽ, ܾ}, 	ݔ ∧ :ݕ = inf{ܽ, ܾ} 

  
ناميم. زير مجموعه  وجود داشته باشند را مشبکه مي Lدر 

ناميم، اگر براي هر را يک زيرمشبکه مي Lاز  Sغير تهي 
,ݔ	، ݕ ∈ ݔ ܵ ∨ ݕ ∈ ݔو  ܵ ∧ ݕ ∈ ܵ.  

  
ناميم، هر گاه براي را کامل مي  Lي علاوه بر اين مشبکه

  موجود باشند. Lدر  S⋀و ܵ⋁	 	ܮ،از Sهر زير مجموعه 
  را:  Lمتعلق به  aرا در نظر بگيريد. عنصر  Lي  مشبکه

∋x ناميم اگر براي هر مي L ) بزرگترين عضو۱(  ܮ
x≤ ܽ.  

ݔبراي هر  ناميم اگر مي L ) کوچکترين عضو۲( ∈   ،ܮ
ݔ ≥ ܽ	 .  

ناميم، در صورتي که برابر با  مي L) عضو سره ۳(
  نباشد. Lبزرگترين عضو 

ناميم، در صورتي که داراي  دار مي را کران Lمشبکه 
  بزرگترين و کوچکترين عضو باشد.

 

متعلق به  aرا در نظر بگيريد. عنصر  Lدار  مشبکه کران
	L		  را  

) ماکسيمال ناميم، اگر سره باشد و براي هر عضو سره ۱(
ݔ ∈ ܽ	از ܮ ≤ ܽنتيجه شود که ݔ =   .ݔ

 L) اتم ناميم، در صورتي که مخالف کوچکترين عضو ۲(
ݔباشد و براي هر  ∈  Lکه مخالف کوچکترين عضو  ܮ

ݔباشد از  ≤ ݔنتيجه شود که ܽ = ܽ   .  
) اول ناميم، اگر سره باشد و براي هر دو عضو ۳(

,ݔ ݕ ∈ ݔ			از ܮ ∧ ݕ = نتيجه شود که 	ܽ
ݔ	 = ݕيا ܽ	 = ܽ.  

را  Lي مرتب جزئي  از مجموعه Aزير مجموعه ناتهي 
ܽآل ناميم، اگر براي هر  ايده ∈ ݔ	و	ܣ ∈ از  ܮ

ݔ	 ≥ ݔ	نتيجه شود کهܽ ∈ و همچنين براي هر 	ܣ
v, w ∈ ݖعنصر  ܣ ∈ به قسمي وجود داشته باشد  ܣ

vکه  ≤ .و  ݖ w ≤   ݖ
  
  هاي نرم  مشبکه مجموعه. ۳. ۳

هاي نرم و  مجموعهدر اين بخش ابتدا به معرفي مشبکه 
پردازيم و سپس برخي از  هاي نرم پر مي مشبکه مجموعه

دهيم. فرض  خواص اساسي آنها را مورد بررسي قرار مي
,ܧ)ܵکنيد هاي نرم روي  مجموعه تمام مجموعه 	(ܷ

  باشند، يعني؛  Uمجموعه 
(ܷ,ܧ)ܵ{تابع است = {݂: ܣ ⊆ ,ܧ ݂: ܣ → ܲ(ܷ)  

  
,ܧ)ܵ)شود که  به سادگي ديده مي ܷ),⊆෥)  يک

دهيم  مجموعه مرتب جزئي است. در قضيه زير نشان مي
  که اين مشبکه توزيع پذير کامل نيز هست. 

  
,ܧ)ܵ) :۱-۳قضيه  ܷ),⊆෥) اي توزيع پذير  مشبکه

کامل است به قسمي که براي هر خانواده از 
  هاي نرم  مجموعه

{( ஛݂, ஛)}஛∈஺ܣ ⊆  (ܷ,ܧ)ܵ
)۱(           ⋁෩஛∈஺( ஛݂, (஛ܣ =

⋃෩஛∈஺(݂λ,   .	(஛ܣ
)۲(         (f஛, A஛) =⋒஛∈୅ (f஛, A஛)   . ⋀෩஛∈஺   
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)෩஛∈஺⋁با توجه به تعريف  برهان. ஛݂, و  	(஛ܣ
⋀෩஛∈஺( ஛݂, هايي نرم هستند. کافي است  مجموعه (஛ܣ

نشان دهيم که اين مشبکه توزيع پذير نيز هست. فرض 
,݂)کنيم  ,݃)، (ܣ ,ℎ)و  (ܤ هايي نرم  مجموعه (ܥ

  :دهيم باشند. قرار مي
(݂, (ܣ ⋒ ቀ(݃, ,෩(ℎ⋃(ܤ ቁ(ܥ

= (݇, ܣ ∩ ܤ) ∪  ((ܥ
  و

൫(݂, (ܣ ⋒ (݃, ,݂)൯⋃෩൫(ܤ (ܣ
⋒ (ℎ, ൯(ܥ 								
= (݈, ܣ) ∩ (ܤ ∪ ܣ)
∩  .((ܥ

  
ݐفرض کنيم ∈ ܣ ∩ ܤ) ∪   در اين صورت   (ܥ

ݐ اگر )۱( ∈ ܣ ∩ ݐو  ܤ ∉    :، آنگاه		ܥ
(ݐ)݈ = (ݐ)݂ ∩ (ݐ)݃ =  .(ݐ)݇

ݐاگر )۲( ∈ ݐ	و	ܥ ∉ ,	ܤ ݐ ∈   :، آنگاه	ܣ
(ݐ)݈ = (ݐ)݂ ∩ ℎ(ݐ) =  .(ݐ)݇

ݐ ) اگر۳( ∈ ܣ ∩ ܤ ∩   ، آنگاه  ܥ
(ݐ)݈ = (ݐ)݂ ∩ ൫݃(ݐ) ∪ ℎ(ݐ)൯ 
					= (ݐ)݂) ∩ ((ݐ)݃ ∪ (ݐ)݂) ∩ ℎ(ݐ)) 
=  																																										(ݐ)݇

 بنابراين
(݂, (ܣ ⋒ ቀ(݃, ,෩(ℎ⋃(ܤ ቁ(ܥ = 
((݂, (ܣ ⋒ (݃, ,݂))෩⋃	((ܤ (ܣ ⋒ (ℎ,  .((ܥ
 

 هاي نرم روي يک مجموعه پارامتر ثابت اکنون مجموعه
ܣگيريم. فرض کنيد  را در نظر مي ⊆ يک مجموعه  ܧ

هاي نرم  مجموعه تمام مجموعه (ܷ)஺ܵپارامتر ثابت و 
باشند. واضح است که اگر  ܣبا مجموعه پارامتر  ܷروي 

		(݂, ,݃)	و (ܣ باشند،  ܷدو مجموعه نرم روي  (ܣ
,݂)آنگاه  (ܣ ⋒ (݃, ,݂)و  (ܣ ,݃)෩⋃(ܣ  (ܣ

 هستند. ܷهاي نرم روي  مجموعه
  

)	:۲- ۳نتيجه  ஺ܵ(ܷ), ⊆෥)		اي از مشبکه  مشبکه زير
,ܧ)ܵ) ܷ);⋃෩,⋒) باشد. مي  

  

,݂)	مجموعه نرم  :۳-۳قضيه )در 	(ܣ ஺ܵ(ܷ), ⊆෥) 
଴ݐاتم است اگر و تنها اگر عنصر منحصر به فرد  ∈  ܣ

|(଴ݐ)݂|به قسمي وجود داشته  باشد که  = و براي 1
(ݐ)݂هر  = ଴ݐ،	∅ ≠ ݐ ∈   . 	ܣ

  
,݂)کنيم  ابتدا فرض برهان.  يک اتم باشد. پس  (ܣ
݂ ≠ ଴ݐ	و لذا  ∅ ∈ به قسمي وجود دارد که ܣ

. (଴ݐ)݂ ≠ ݔفرض کنيم  ∅ ∈ و تعريف  	(଴ݐ)݂
  کنيم: مي

(ݐ)݃ = ൝
(ݐ)݂ 		; ݐ ≠ 	اگر	଴ݐ
{ݔ} 			; ݐ = اگر	଴ݐ

 

  
∅واضح است که ≠ ݃ ∈ ஺ܵ(ܷ) و. ݃ ⊆෥ از اين  ݂

.	رو طبق تعريف اتم  ݃ =෥   بنابراين݂
(଴ݐ)݂ = (଴ݐ)݃ =  {ݔ}

  
|(଴ݐ)݂|يعني؛  = . حال فرض کنيم مجموعه نرم 1
ℎ به صورت زير تعريف شده باشد:  

ℎ(ݐ) = ൝
(଴ݐ)݂ ; ݐ ≠ اگر	଴ݐ
∅ ; ݐ = اگر	଴ݐ

 

  
∅در اين صورت  ≠ ℎ ⊆෥ ℎ،و در نتيجه  ݂ =෥ ݂ 

ݐ،يعني براي هر  ≠   ଴ݐ
(ݐ)݂ = ℎ(ݐ) = ∅. 

  
  عکس گزاره با توجه به تعريف اتم بديهي است.

را اتميک ناميم، در صورتي که هر  Lمشبکه کران دار 
  هاي آن نوشته شود. عنصر آن به صورت اتصالي از اتم

  
൫	: ۴-۳قضيه  ஺ܵ(ܷ); ⋃෩,⋒൯  جبر بول اتميک

  است.
  

,݂)	فرض کنيد برهان.  ௎(ܣ يک مجموعه نرم باشد. 	
ݐ	،براي هر ∈   دهيم قرار مي  (݂)݌݌ݑܵ

(ݐ)݂ = { ஛݂
௧}஛∈∧೟ 
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ݐهر و براي ∈ λ،و  (݂)݌݌ݑܵ ∈∧௧  مجموعه نرم  
݃஛௧: ܣ → ܲ(ܷ) 

  
  کنيم: به صورت زير تعريف مي را

݃஛௧(ܽ) = ൝
{ ஛݂

௧} ; ܽ = اگر		ݐ
݋ ; ܽ ≠ اگر	ݐ

 

  
  شود که اکنون به سادگي ديده مي

݂ = ሧ ݃஛௧
~

஛∈ஃ೟
೟∈ೄೠ೛೛(೑)

						 

  
,݂)، ۳-۳که بنا بر قضيه  به صورت اتصالي از  ௎(ܣ

  ها است.  اتم
,݅)݌}يک جبر بول و A فرض کنيد  ݆)}(௜,௝)∈ூ×௃ 

گوييم خانواده  باشد. ميA		اي از  زير مجموعه
,݅)݌} ݆)}(௜,௝)∈ூ×௃  در قانون توزيع پذيري کامل

  کند، هرگاه  صدق مي
⋀
௜∈ூ

⋁
௝∈௃
,݅)݌ ݆) = ⋁

௔∈௃಺
݌	⋀
௜∈ூ

(݅, ܽ(݅)൯, 
  

است. با توجه به  ܬبه   ܫمجموعه همه توابع از ூܬکه 
]، براي يک جبر ۱۰)  از [۱۴-۷) و نتيجه (۱۴-۶قضيه (

  هاي زير معادلند:  عبارت Aبول 
هاي يک مجموعه  با ميداني از همه زير مجموعه ܣ) ۱(

 ܣهاي  مجموعه اتم  ܺيکريخت است. در حقيقت اگر
݌يک  به  اظر يک باشد، آنگاه تن → ݍ} ∈ ܺ: ݍ ≤  {݌

  وجود دارد.  (ܺ)ܲو  ܣبين 
  اتميک است. ܣ ) ۲(
  توزيع پذير است.  کاملاًܣ  )۳(

و توضيحات قبل، گزاره زير به  ۴-۳با توجه به قضيه 
  سادگي بر قرار است. 

  
 ܺاي مانند  ، مجموعه(ܷ)஺ܵبراي هر  :۵- ۳گزاره 

 به قسمي وجود دارد که 
( ஺ܵ(ܷ), ⊆෥) =෥ (ܲ(ܺ), ⊆). 
 

ܨفرض کنيد  ஺ܵ(ܷ) هاي نرم  مجموعه تمام مجموعه  
  

  باشد. در اين صورت واضح است که  ܷپر روي مجموعه 
ܨ ஺ܵ(ܷ) ⊆ ஺ܵ(ܷ). 
 

)}براي هر خانواده دلخواه  :۶-۳لم  ஛݂, ، از ஛∈ஃ{(ܣ
)෩஛∈ஃ⋃، ܷهاي نرم پر روي  مجموعه ஛݂, A)  يک

  مجموعه نرم پر است. 
  

ݐ	که براي هر  از آنجابرهان.  ∈ λ،	و هرܣ ∈ Λ	 
஛݂(ݐ) ≠ ϕ.  بنابراين⋃஛∈ஃ ஛݂(ݐ) ≠ ϕ.   

دهيم که اشتراک دو مجموعه نرم  در مثال زير نشان مي
  يک مجموعه نرم پر نيست.  پر الزاماً

 
ܷفرض کنيد  :۷- ۳مثال  = ൛ݑଵ, ,ଷݑ,ଶݑ  ،ସൟݑ

ܣ = ,ଵ݌} ܧ و {ଶ݌ = ,ଵ݌} ,ଶ݌ . {ଷ݌
:݂هاي نرم پر  مجموعه ܣ →   با ضابطه (ܷ)ܲ

(ଵ݌)݂  = ,ଵݑ} (ଶ݌)݂، {ଶݑ = ,ଶݑ}  {ଷݑ
   
:݃		و ܣ →   با ضابطه  (ܷ)ܲ

(ଶ݌)݃  = ,{ଶݑ} (ଵ݌)݃ = ൛ݑଷ,ݑସൟ   
  

  صورت   گيريم. در اين را در نظر مي
(݂ ∧ (ଵ݌)(݃ = (ଵ݌)݂ ∩ (ଵ݌)݃ = ϕ 

  و 
(݂ ∧ (ଶ݌)(݃ = (ଶ݌)݂ ∩ (ଶ݌)݃ =  {ଶݑ}

  
݂بنابراين  ∧ ݃ ∉ ܨ ஺ܵ(ܷ) .  

دهد که  نشان مي ۷- ۳و مثال  ۶-۳لم 
ܨ) ஺ܵ(ܷ),⊆෥)  يک زيرمشبکه از( ஺ܵ(ܷ), ⊆෥) 

  نيست. 
  
و جبرهاي لي نرم . مشبکه جبرهاي لي نرم ۴

  پر 
در اين بخش به معرفي مشبکه جبرهاي لي نرم 

 ঋيک جبر لي روي ميدان  Lپردازيم. فرض کنيد  مي
,݂)باشد. مجموعه نرم  را يک جبر لي نرم  ௅(ܣ

,	(ݐ)݂ناميم، هر گاه براي هر  مي ݐ ∈ يک زيرجبر  ܣ
  باشد. توجه داريم که در جبرهاي لي نرم  Lلي از 
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(݂)݌݌ݑܵ = ൛ݐ ∈ ;ܣ (ݐ)݂ ≠ {0}ൟ. 
  

(݂)݌݌ݑܵ،اگر  = ,݂) ܣ را جبر لي نرم پر  ௅(ܣ
را  ܮجبرهاي لي نرم پر روي جبر لي   گوييم. مجموعه مي

ܨبا نماد  ஺ܵ(ܮ) دهيم. نمايش مي 
  

ي مرتب جزئي  مجموعه :۱-۴گزاره 
ܨ) ஺ܵ(ܮ),⊆෥) ي کامل است و :  يک مشبکه  

بزرگترين عضو مجموعه  ሚ௅ܣ) مجموعه نرم مطلق ۱(
ܨمرتب جزئي  ஺ܵ(ܮ)  ܣ:0و جبر لي نرم →  (ܮ)ܲ

(ݐ)0تعريف شده با  = کوچکترين عضو اين  {0}
  مجموعه مرتب جزئي است. 

}براي هر  )۲( ஛݂}஛∈ஃ ⊆ ܵ௖௙(ܣ,ܷ)  ،  

⋀෩ఒ∈ஃ ఒ݂ = ⋂ ఒ݂ఒ∈ஃ . 
 

}) براي هر ۳( ஛݂}஛∈ஃ ⊆ ܵ௖௙(ܣ,ܷ) ،  
	⋁෩ఒ∈ஃ ఒ݂ = ℎ	  ݐکه در آن براي هر ∈   ،  ܣ

. ℎ(ݐ) = 〈	⋃ఒ∈ஃ ஛݂(ݐ)〉
										

 
  

݂فرض کنيد  برهان. ∈ ܨ ஺ܵ(ܮ)  يک جبر لي نرم و
ݐ ∈   دلخواه باشند. در اين صورت  ܣ

൫݂⋀෩0൯(ݐ) = (ݐ)݂ ∩  (ݐ)0
																				= (ݐ)݂ ∩ {0} = {0} 

  و
൫݂⋁෩0൯(ݐ) = (ݐ)݂ ∪  (ݐ)0
																			= (ݐ)݂ ∪ {0} =  	.(ݐ)݂

  
 به علاوه

൫݂⋀෩ܣሚ௅൯(ݐ) = (ݐ)݂ ∩ ܮ =  (ݐ)݂
 و 

൫݂⋁෩ܣሚ௅൯(ݐ) = (ݐ)݂〉 ∪ 〈ܮ =< L >=  ܮ
  

A෩	و		0بنابراين  ୐  به ترتيب بزرگترين و کوچکترين
ܨ)ي مرتب جزئي  عناصر مجموعه ஺ܵ(ܮ),⊆෥) 

⋂ ،۱-۲هستند. با توجه به گزاره  ఒ݂ఒ∈ஃ 

⋃〉و ஛݂(ݐ)ఒ∈ஃ هستند و از اين  Lزير جبرهايي از  	〈
ܨ)رو  ஺ܵ(ܮ),⊆෥) ي کامل است.  يک مشبکه  

,݂)	دهد که اگر ميمثال زير نشان  يک جبر لي  ௅(ܣ
نرم پر باشد، آنگاه مکمل آن لزوماً يک جبر لي نرم 

  نيست. 
  

ܮفرض کنيد : ۲- ۴مثال  = 	ℝଷ	 	فضاي برداري 
,ݔ]حقيقي با براکت لي  [ݕ = ݔ × باشد.  ݕ

را به صورت زير تعريف  (ℝଷ,݂)ي نرم  مجموعه
  :کنيم مي

,ݔ)݂ ,ݕ (ݖ

=

⎩
⎨

⎧{(0,0,0)}														; ,ݔ)	 ,ݕ (ݖ = 	اگر(0,0,0)
ℝ × {0} × {0}	; ,ݔ) ,ݕ (ݖ = ,ݔ) ݔ	،(0,0 ≠ 	اگر	0
ℝଷ																									; 	در	غير	اينصورت	

 

  
݂واضح است که  ∈ ܨ ஺ܵ(ܮ) با توجه به تعريف .

 مکمل يک مجموعه نرم
݂௖(0,0,0) = ℝଷ − {(0,0,0)} 

  
௖݂نيست. لذا ℝଷ	يک زيرجبر لي از  ∉ ܨ ஺ܵ(ܮ) .  

  
,݂)جبر لي  :۳-۴گزاره  يک اتم است اگر و  ௅(ܣ

଴ݐتنها اگر عنصر منحصر به فرد  ∈ اي وجود  به گونه ܣ
(଴ݐ)݂داشته باشد که  ≠ باشد که  ܮزير جبر لي  {0}

هيچ زير جبر لي غير بديهي نداشته باشد و براي هر 
(ݐ)݂ = {0}, ݐ ≠   . ଴ݐ

  
݂با توجه به تعريف اتم برهان.  ≠ . علاوه بر اين 0
ݐ،براي هر  ∈ بوده و  Lيک زيرجبر لي از  	(ݐ)݂ ܣ

. لذا 0 ∈ ଴ݐاز اين رو عنصر  (ݐ)݂ ∈ موجود است  ܣ
(଴ݐ)݂که  ≠ {0} .  

يک زيرجبر لي غير بديهي از  ܯاکنون فرض کنيد 
଴ݐباشد. براي هر  (଴ݐ)݂ ∈  ، مجموعه نرم ܣ

(ݐ)݃ = ൝
;												(ݐ)݂ ݐ ≠ اگر	଴ݐ
;																	ܯ ݐ = اگر	଴ݐ
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شود  کنيم. در اين صورت به سادگي ديده مي را تعريف مي
0که  ≠ ݃ ∈ ܨ ஺ܵ(ܮ)	  ݃و ⊆෥ که با اتم  ݂
زيرجبر لي  (଴ݐ)݂در تناقض است. در نتيجه ݂	بودن

଴ݐغير بديهي ندارد. حال براي هر  ≠ ݐ ∈ مجموعه  ܣ
  نرم 

(ݐ)݃ = ൝
{0}													; ݐ ≠ اگر	଴ݐ
;									(଴ݐ)݂ ݐ = اگر	଴ݐ

 

  
.کنيم. در اين صورت  را تعريف مي 0 ≠ ݃ ⊆෥ با  ݂

݃توجه به تعريف اتم  =෥ ݐو لذا براي هر  ݂ ≠ ،  ଴ݐ
(ݐ)݂ = (ݐ)݃ = {0}.  

,݂)شود که  به سادگي ديده مي   يک اتم است.  ௅(ܣ
  

يک جبر لي به قسمي 		ܮ	فرض کنيد  :۴-۴قضيه 
باشد که هر زيرجبر لي آن نيم ساده است. در اين 

  ي اتميک است.  مشبکه  (෥⊇,(ܮ)஺ܵܨ)صورت
  

0فرض کنيد  برهان. ≠ ݂ ∈ ܨ ஺ܵ(ܮ) براي هر .
ݐ ∈ است  Lزيرجبر لي از  يک (ݐ)݂ي  ، مجموعهܣ

، ۳-۲نيم ساده است. لذا طبق تعريف که بنا به فرض 
(ݐ)݂ =⊕௜∈ே೟ ௜ܯ

௧  ܯکه در آن௜
௧ ها زيرجبر ساده

௧ܰاست و  ܮاز  = {1,2,⋯ ,  . حال براي هر{ݐ
		݅ ∈ ௧ܰ ݐ	و			 ∈ ௜݂ مجموعه نرم	ܣ

௧: ܣ → ܲ(ܷ)  
  کنيم  را به صورت زير تعريف مي

௜݂
௧(ܽ) = ൝

௜ܯ
௧						; ݐ = اگر		ܽ

{0}						; ݐ ≠ اگر	ܽ
 

  
௜݂، ۳-۴با توجه به گزاره 

௧ ها اتم بوده و به سادگي ديده
  شود که مي

݂ = 	 ሧ ௜݂
௧

~

೔∈ಿ೟
೟∈ಲ

 

  
ܨ)از اين رو  ஺ܵ(ܮ),⊆෥) ي اتميک است.   مشبکه  

  

݌		 فرض کنيد :۵-۴قضيه  ∈ ܨ ஺ܵ(ܮ) يک عنصر
ݐاول باشد. در اين صورت براي هر ∈ ، زيرجبر لي ܣ

  است.  ܮآل لي تحويل ناپذير از  يک ايده (ݐ)݌
  

଴ݐفرض کنيد برهان.  ∈ عنصري ثابت اما دلخواه  ܣ
به قسمي وجود داشته  ܮاز   ܭو ܪهاي  آل بوده و ايده

(଴ݐ)݌باشند که  = ܪ ∩ هاي نرم  . مجموعهܭ
݂, ݃: ܣ →   را به صورت  (ܮ)ܲ

(ݐ)݂ = ൝
;																		ܪ ݐ = اگر	଴ݐ
{0}															; ݐ ≠ اگر	଴ݐ

 

  و

(ݐ)݃ = ൝
;																		ܭ ݐ = اگر	଴ݐ
{0}															; ݐ ≠ اگر	଴ݐ

 

  
,݂)صورت کنيم. در اينتعريف مي ௅(ܣ ,݃)و     	௅(ܣ

. جبرهاي لي نرم بوده و ݂ ∧෥ g ⊆෥ p  ݌ جا که از آن 
ܨ	 يعنصر اول از مشبکه يک ஺ܵ(ܮ)است، پس 

݂ ⊆෥ . يا 	݌ ݃ ⊆෥ ݂ اگر ݌ ⊆෥  ، آنگاه براي هر ݌
t ∈ A ،. (ݐ)݂ ⊆   ويژه به  (ݐ)݌

ܪ = (଴ݐ)݂ 	⊆  (଴ݐ)݌
				= ܪ ∩ ܭ ⊆  ܪ

  
.و لذا (଴ݐ)݌ = توان ديد که طور مشابه ميبه  ܪ

݃	اگر ⊆෥ (଴ݐ)݌ آنگاه 		݌ =  	(଴ݐ)݌		. بنابراين ܭ
  ت.اس آل تحويل ناپذيريک ايده
را  ୅(L)ܵܨ هاي مشبکهآلي ايدهي همهمجموعه

ܨ)݀ܫ		با ஺ܵ(ܮ)) دهيم. اين مجموعه نمايش مي
 تحت شمول يک مجموعه مرتب جزئي است.

 
݂اگر :۶-۴ لم ∈ ௙ܫ آنگاه ، ୅(L)ܵܨ =

{݃ ∈ ୅(L)|gܵܨ ⊆෥  يآل از مشبکهيک ايده {݂
ܨ ஺ܵ(ܮ) .است  

  
 شود. نتيجه ميآل، سر راست  بنا به تعريف ايدهبرهان. 
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ܫ	 آل فرض کنيد ايده :۷-۴قضيه  ∈ ܨ)݀ܫ ஺ܵ(ܮ)) 
عضو سره  ܫ⋁يک عنصر اول باشد. در اين صورت اگر

 .باشد، آنگاه عنصر اول است  ୅(L)ܵܨمشبکه
  

,݂فرض کنيدبرهان.  ݃ ∈ دو جبر لي نرم   ୅(L)ܵܨ
. باشند و ݂ ∧ ݃ = متعلق  ௚ܫ و௙ܫ بنا به لم قبل ܫ⋁

ܨ)݀ܫ به ஺ܵ(ܮ)) بوده و	. ௙ܫ ∧ ௚ܫ ⊆  حال چون ܫ
I  ܫ يک عنصر اول است، پس௙ ⊆ .ياܫ ௚ܫ ⊆   ܫ

௙ܫ	اگر ⊆ .آنگاه، ܫ	 ݂ = ௙ܫ⋁ ⊆ طور مشابه به  ܫ⋁
,اگر  ௚ܫ ⊆ . آنگاه  ܫ ݃ = ௚ܫ⋁ ⊆  ܫ⋁

  
,݂)	فرض کنيد :۸-۴قضيه  ௅(ܣ يک جبر لي نرم   

 يدر مشبکه	݂ باشد. در اين صورت Lپر روي 
ܨ	 ஺ܵ(ܮ)  ماکسيمال است اگر و تنها اگر عنصر منحصر

଴ݐفرد به ∈  (଴ݐ)݂به قسمي وجود داشته باشد که   ܣ
≠)ݐ،بوده و براي هر L زير جبر ماکسيمال از  (଴ݐ

. (ݐ)݂ =   ܮ
  

t واضح است که اگر براي هر برهان. ∈ A	،	 
(ݐ)݂ = ݂	آنگاه ܮ = ෩ܣ	 ௅ ماکسيمال نيست.  ݂و لذا

t଴بنابراين عنصر ∈ A  به قسمي وجود دارد که 
. (଴ݐ)݂ ≠ و L	 يک زيرجبر لي از K	 فرض کنيد ܮ

. دهيم که باشد. نشان مي  (଴ݐ)݂	شامل ܭ =     ܮ
ܣ:ℎ ي نرممجموعه →  با ضابطه (ܮ)ܲ

ℎ(ݐ) = ൜ܭ ; ݐ = ଴ݐ
(ݐ)݂ ; ݐ ≠ ଴ݐ

 
  

ℎ گيريم. واضح است کهرا در نظر مي ∈ ܨ ஺ܵ(ܮ)  و
	. ݂ ⊂෥ ℎ ⊆෥ عنصر ماکسيمال است  ݂	چونሚ௅ܣ

.			پس ℎ =෥ .ويژهبه ሚ௅ܣ ܭ = ℎ(ݐ଴) = اکنون  	ܮ
,t଴ فرض کنيد tଵ ∈ A  وجود داشته  باشند به قسمي

(଴ݐ)݂که  ≠ . و ܮ (ଵݐ)݂ ≠ ي حال مجموعه ܮ
ܣ:ℎ نرم →   را به صورت  (ܮ)ܲ

ℎ(ݐ) =

⎩
⎨

;																(଴ݐ)݂⎧ ݐ = اگر	଴ݐ
;																(ଵݐ)݂ ݐ = اگر	ଵݐ
;																				ܮ 	ساير	موارد

 

  کنيم. در اين صورتمي تعريف
ሚ௅ܣ ≠ ℎ ∈෥ ܨ ஺ܵ(ܮ) و	݂ ⊆෥ ℎ  که با ماکسيمال

به  رو، عنصر منحصر در تناقض است. از اين݂	 بودن
଴ݐ  فرد ∈ يک زيرجبر لي  (଴ݐ)݂		موجود است که ܣ

  .است L ماکسيمال از
,ℎ)	فرض کنيد ௅(ܣ ∈ ܨ ஺ܵ(ܮ)  يک جبر لي نرم

ݐ،باشد. پس براي هر ∈ (ݐ)݂  ܣ ⊆ . اگر (ݐ)݃
ݐ، ≠ ܮ آنگاه ଴ݐ = (ݐ)݂	 ⊆ ℎ(ݐ) و در نتيجه 

. ℎ(ݐ) = tاگر  ܮ = t଴ ،  آنگاه  
L ≠ (଴ݐ)݂ ⊆ 		ℎ(ݐ଴) 

  
 Lزيرجبر لي ماکسيمال از (଴ݐ)݂	و با توجه به اينکه

. است، پس ℎ(ݐ଴) = ℎبنابراين	ܮ = يک  ݂و  ሚ௅ܣ
  عنصر ماکسيمال است.

t، کند که اگر براي هر مثال زير تاکيد مي ∈ A 	݂(ݐ) 
الزاما يک عنصر ݂ زيرجبر لي ماکسيمال باشد، آنگاه

  ماکسيمال نيست.
 

ሚ௅ܣفرض کنيد  :۹- ۴مثال  ≠ 	݂ ∈ ܨ	 ஺ܵ(ܮ)	 
tبراي هر  يک جبر لي نرم باشد و ∈ A ،	݂(ݐ) يک
باشد. در اين صورت براي هر  L زيرجبر لي ماکسيمال از

t ∈ A،. (ݐ)݂ ≠ يک   ଴ݐ	اکنون فرض کنيد ܮ
که بعد از انتخاب ثابت است. باشد  A عنصر دلخواه از

ܣ:ℎي نرممجموعه →  با ضابطه   (ܮ)ܲ

ℎ(ݐ) = ൝
;						(଴ݐ)݂ ݐ = 	اگر	଴ݐ
;														ܮ t ≠ 		 t଴	اگر

 

  
ℎ صورت گيريم. در اين را در نظر مي ∈෥ ܨ ஺ܵ(ܮ)و  

	. ݂ ⊆෥ ℎ ⊂෥   يدر مشبکه݂ بنابراين ሚ௅ܣ
  

ܨ)  ஺ܵ(ܮ), ⊆෥)عنصر ماکسيمال نيست.   
 

,݂)کنيدفرض  :۱۰- ۴قضيه  ௅(ܣ ∈ ܨ ஺ܵ(ܮ)	 
tعنصري فشرده باشد. در اين صورت براي هر ∈ A	 ،

 است. L زيرجبر لي متناهيا توليد شده از(ݐ)݂	
 



  ۱۰۲                                                ۱۳۹۷ پاييز، پانزدهم، شماره چهارمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهش و همکاران علي اکبر استاجي
 
 

 

,݂) فرض کنيدبرهان.  ௅(ܣ ∈ ܨ	 ஺ܵ(ܮ)  فشرده
tباشد. لذا براي هر  ∈ A ܤ، زير مجموعه ناتهي௧	  از 

 

.به قسمي وجود دارد که  (ݐ)݂ (ݐ)݂ =< ௧ܤ >   
b هربراي  = {b୲}୲∈୅ ∈ ∏ 	୲∈୅ B୲ ي مجموعه

:௕݂ نرم ܣ → 	 را به صورت(ܮ)ܲ ௕݂(ݐ) =< ܾ௧ >
.	صورتکنيم. در اين  تعريف مي	 ௕݂ ⊆෥   قرار ݂

  دهيممي
ࣛ = { ௕݂ ; ܾ ∈ {௧ܤ∏ ⊆෥ ܨ ஺ܵ(ܮ) 

  
tلذا براي هر  ∈ A،  

൫⋁෩ࣛ൯(ݐ) = ( ሧ ௕݂)(ݐ)
∼

௕∈∏஻೟

 

               =<	⋃ ௕݂(ݐ) >௕∈∏஻೟  
               =< ⋃ < ܾ௧ >>௕∈∏஻೟  
               =< ௧ܤ >	=  .(ݐ)݂

  
. بنابراين ⋁ࣛ = عنصري فشرده است، ݂ از طرفي ݂

به قسمي موجود است  ࣛ از ℬ ي متناهيپس زيرگردايه
.که  ݂ = ⋃෩ℬ  ݐ،از اين رو براي هر ∈ زير  (ݐ)݂ ܣ

 است.  	ܮجبر لي متناهيا توليد شده از 
  

يک مجموعه پارامتر  A فرض کنيد :۱۱-۴قضيه 
,݂)	 متناهي و ௅(ܣ يک جبر لي نرم پر باشد. اگر براي  

tهر  ∈ A ،݂(ݐ) يک زيرجبر متناهيا توليد شده از L 
,݂)باشد، آنگاه ௅(ܣ   فشرده است.  

  
ࣛ فرض کنيد برهان.  به قسمي باشد (ܮ)஺ܵܨ	⊇

݂که  ⊆෥ t. لذا براي هر ࣛ⋁ ∈ A،  
  

(ݐ)݂ ⊆ (⋁෩ࣛ)(ݐ) =< ⋃௚∈ࣛ (ݐ)݃	 >. 
. دهيمقرار مي (ݐ)݂ =< ܽଵ௧ , ⋯ , ܽ௡೟வ	

௧براي هر 
1 ≤ ݅ ≤ ݊௧ ،݃۱

௜, . . . , ݃௜೟
௜ ∈ به قسمي وجود  ࣛ

௜௧ܽ دارند که ∈< ⋃ 	௜೟
௝ୀ۱ ݃௝

௜(ݐ) . فرض کنيد <
tبراي هر  ∈ A، 

݃௧ = ቄ݃௝௜ ; ۱ ≤ ݅ ≤ ݊௧, ۱ ≤ ݆ ≤ ݅௧ቅ. 
  

ℬ	،  اگر = ⋃ 	௧∈஺ ݃௧	آنگاه ℬ ⊆ و  ࣛ
݂ ⊂෥ ⋁ℬ. دهد که اگرمثال زير نشان مي A  متناهي
,݂)	جبر لي نرم پرنباشد، آنگاه  ௅(ܣ   به قسمي وجود  

  

  دارد که فشرده نيست.
  

   نامتناهي و  Aفرض کنيد: ۱۲- ۴مثال 
	L = 	  يک جبر لي باشد. جبر لي نرم{0,1}

	݂: ܣ → (ݐ)݂	با ضابطه (ܮ)ܲ =  براي هر ܮ
t ∈ A گيريم. براي هر  را در نظر ميa ∈ A ،
௔݂ي نرم مجموعه : ܣ →    :را به صورت  (ܮ)ܲ

(ݔ)݂ = ൝
;				(଴ݐ)݂ t = t଴	اگر
;											ܮ ݐ ≠ 	اگر	଴ݐ

 

  
	 کنيم. بنابراين تعريف مي ௔݂ ∈ ܨ ஺ܵ(ܮ)و،݂ =
⋁෩௔∈஺ ௔݂ ݂ اما	عنصر فشرده نيست.  

  
ܨ ي فرض کنيد مشبکه :۱۳-۴قضيه  ஺ܵ(ܮ) فشرده

 Lمتناهي و A ي پارامترباشد. در اين صورت مجموعه
  جبر لي متناهيا توليد شده است.

  
متناهي  A ي پارامترفرض کنيد مجموعهابتدا برهان. 

، ۱۲-۴نباشد، در اين صورت با توجه به مثال 
ܨ	 ஺ܵ(ܮ) .لزوما فشرده نيست، که تناقض است

متناهي است. اکنون فرض  A ي پارامتربنابراين، مجموعه
متناهيا توليد شده نباشد. قرار  L متناهي بوده اما A کنيد
ܣ دهيم مي = {ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, . . . , ܽ௡} و 	L = 〈B〉 
b نامتناهي است. براي هر |B|	 که ∈ B و t ∈ A 

௕݂ي نرم  مجموعه : ܣ →   را به صورت (ܮ)ܲ
	 ௕݂(ݐ) =< ܾ  کنيم. در اين صورت تعريف مي <
. ௕݂ ∈ ܨ	 ஺ܵ(ܮ)     

ࣛاگر  = { ௕݂|ܾ ∈   را در نظر بگيريم، آنگاه {ܤ

ሧ ௕݂(ݐ)
∼

௕∈஻

=<ራ ௕݂(ݐ)
௕∈஻

> 

																	=< ܾ|ܾ ∈ ܤ >	=  .ܮ
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A෩୐بنابراين  = ⋁෩௕∈஻ ௕݂  و براي هر زير مجموعه
෩௕∈஻⋁ ܤ،از  ܵمتناهي  ௕݂ ≠ A෩୐	  و اين با فشرده

ܨي  بودن مشبکه ஺ܵ(ܮ) ،تناقض دارد. از اين روL  يد با
 باشد. جبر لي متناهيا توليد شده نيز
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