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  چکيده
، چه در مقالات اقتصادي و چه برخوردار است. اخيراً يت خاصيها که از اهمداده يل پوششيل مهم در تحلياز مسا يکيتراکم 

ا كرده است. تراكم يك مرحله سرعت تحقيقات در مورد تراكم به طور چشمگيري افزايش پيد در مقالات تحقيق در عمليات،
كنند. در اقتصاد، تراكم از اين بابت حائز ها كاهش پيدا ميها در نتيجه افزايش ورودياسرافي در فرايند توليد است كه خروجي

شود. بنابراين منفعت شناسايي تراكم و كاهش اهميت است كه حذف آن باعث كاهش هزينه و همچنين افزايش خروجي مي
 ت. آن زياد اس

هاي مطلوب و نامطلوب تحت دسترسي ص و محاسبه ميزان تراكم با وجود خروجييدر اين مقاله، يك روش براي تشخ
 يهايص و محاسبه مقدار تراکم با وجود خروجيتشخ يبرا يم و مدليکنارائه مي يامرحله دو يک شبکه سري ضعيف در

  م.يدهينامطلوب ارائه م مطلوب و يينها
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  مقدمه -۱
 پارامتري غير روش يک (DEA) داده پوششي تحليل
 نسبي کارايي که است رياضي ريزيبرنامه بر مبتني

 ورودي چند با متجانس ،DMU گيرنده تصميم واحدهاي
 طتوس بار اولين که نمايدمي محاسبه را خروجي چند و

 .شد مطرح ۱۹۷۸ سال در [1]  رودز و کوپر چارنز،
 اندازه براي DEA کلاسيک مدل اولين CCR مدل 

 سال در که است گيرندهتصميم واحدهاي کارايي گيري
 سپس شد ارائه [1] رودز و کوپر چارنز، توسط ۱۹۷۸
 ۱۹۸۴ سال در [2] کوپر و چارنز بنکر، توسط BCC مدل

  .شد مطرح
 تراکم هاداده پوششي تحليل صادياقت مفاهيم از يکي
 و فار توسط تراکم اقتصادي مفهوم بار اولين. باشدمي

 شد ارائه DEA مقالات در ۱۹۸۰ سال در [3] سونسون
 اجرايي شکل[4] لوول و گروسکوف فار، توسط متعاقباً و

  [5] همکاران و کوپر ۱۹۹۶ سال در. کرد پيدا عملي
 نمودند معرفي (CTT) کمکي متغيرهاي مبناي بر مدلي

 صنعت در [6] همکارانش و براکت توسط CTT مدل و
  .شد گرفته کار به چين

 فرايند داراي گيرندهتصميم واحدهاي زمينه در تحقيقاتي
 علاوه آن در که است گرفته صورت ايمرحله چند يا دو
 اين که دارد وجود واسطه اندازه ها،خروجي و هاورودي بر

 عنوانبه که است اول حلهمر خروجي واسطه اندازه
 زمينه اين در .شودمي گرفته نظر در دوم مرحله ورودي
 و بيان را ايمرحله دو فرايند ،۱۹۹۷ سال در [7] وانگ

 و ژو توسط مدل اين. کرد پياده بانکداري صنعت در
   در نيز ۲۰۰۴ و ۲۰۰۳ هايسال در [8] سيفورد

 .شد سازيپياده ديگر هايزمينه
 مبحث ،DEA در تراکم محاسبه براي پيشين هايروش
 مورد مطلوب هايخروجي نظرگرفتن در با فقط را تراکم

 هايخروجي توليدات، فرايند در اما. دهندمي قرار بررسي
 همزمان طوربه مطلوب هايخروجي با معمولاً نامطلوب

 براي روشي [9]فانگ ۲۰۱۵ سال در. شودمي توليد
 نامطلوب و مطلوب يهاخروجي حضور در تراکم محاسبه

. است داده ارائه ضعيف پذيريامکان با تکنولوژي تحت
 مناسب ايمرحله دو واحدهاي براي مقالات اين اما

 براي جديد روش يک خواهيممي مقاله اين در ما نيستند

 وجود با ايمرحله دو شبکه يک در تراکم محاسبه
 با تکنولوژي تحت نامطلوب و مطلوب هايخروجي
 جهتدار فاصله تابع مدل از استفاده با ضعيف ذيريپامکان

  .دهيم ارائه ايمرحله دو شبکه يک در
  
 استفاده با تراکم محاسبه براي فانگ روش -۲
  جهتدار فاصله تابع از
 و تشخيص جهت روش يک فانگ مقاله، از بخش اين در

 و مطلوب هايخروجي باوجود تراکم مقدار محاسبه
 فاصله تابع از استفاده با يفضع تکنولوژي تحت نامطلوب

  .دهدمي ارائه جهتدار
 از استفاده با را جهتدار فاصله مدل دوآل فرمول فانگ
 نظر در زير صورتبه خطي، ريزيبرنامه دوآليتي قضيه
  :گرفت

 min					b୩బπ
ୠ + x୩బπ

୶ − π୷	y୩బ   
	s. t				y୩π୷ − b୩πୠ − x୩π୶ ≤
0													k = 1,… , K  
b୩బπ

ୠ + x୩଴π୶ + y୩బπ
୷ = 1	            )۱(    

	π୶ ≥ 0  
	π୷ ≥ 	0					                              )۱-۱(   
	πୠ       آزاد 

  
  

	π୶∗ ،π୷∗وπୠ∗ گرفتن نظر در با) ۱( مدل بهين جواب 
  .باشدمي زير تصويرشده نقطه

x୩బ
´ = x୩బ − δ୩బ

∗ x୩బ  
y୩బ
´ = y୩బ + δ୩బ

∗ y୩బ		                            )۲(  
b୩బ
´ = b୩బ − δ୩బ

∗ b୩బ   
 

DMU୏ مختصات با (x୩, y୩, b୩) وضعيت در 
 حداقل بهين جواب هر  در اگر وتنها اگر است قوي تراکم
∋i يک {1,… , l} ، π୧ୠ∗ باشد منفي .  

 متغير يك براي منفي علامت فوق مطلب به توجه با
 به كه شودمي مربوط نامطلوب خروجي يك به که  دوآل
  .دارد اشاره تراكم وقوع

 تراكم مقدار كردن مشخص براي را زير مدل فانگ سپس
  :داد پيشنهاد قوي



 
 ۹۳اي       نهايي تحت تکنولوژي با دسترسي ضعيف در يک شبکه دو مرحله هاي مطلوب و نامطلوبها با وجود خروجيمحاسبه تراکم در تحليل پوششي داده

 

   

max 			α																																					  
∑ z୩y୩୫ ≥୩
୩ୀଵ

y୩బ୫ + δ	y୩బ୫														m = 1,… ,M			  
∑ z୩b୩୧ =୩
୩ୀଵ

b୩బ୧ − δ	b୩బ୧																							i = 1, … , L				  
∑ z୩x୩୬ ≤୩
୩ୀଵ

x୩బ୬ + δx୩బ୬																					n = 1, … ,N  
b୩బπ

ୠ + x୩బπ
୶ − y୩బπ

୷ = δ	             )۳(  
y୩π୷ − b୩πୠ − x୩π୶ ≤ 0	 
k = 1, … , k				 
b୩బπ

ୠ + x୩଴π୶ + y୩బπ
୷ = 1											  

			π୧ୠ − α ≥ 0																						i = 1,… , L 
  

൫π୶∗, π୷∗, πୠ∗, δ∗, α∗൯ با )۳( مدل بهينه جواب 
  .باشدمي) ۲( تصوير نقطه گرفتن نظر در
∗α اگر < ,൫x́ شده، تصوير نقطه پس ،0 ý, bሖ ൯ از 

DMU୩బ   .است قوي تراكم داراي  
∗α اگر > ,൫x́ شد تصوير نقطه پس ،0 ý, bሖ ൯ از 

DMU୩బ   . نيست تراكم داراي  
∗α اگر = ,൫x́ شده تصوير نقطه براي ،0 ý, bሖ ൯ از 

DMU୩బ، كنيممي حل را زير سيستم:   
max	 	β  
∑ z୩y୩୫ ≥ y୩బ୫ + ∂∗	y୩బ୫ + t୫ା 	୩
୩ୀଵ   

m = 1,… ,M 
∑ z୩b୩୧ ≤ b୩బ୧ − ∂∗	b୩బ୧	
୩
୩ୀଵ   

i = 1,… , L 
∑ z୩x୩୬ ≤ x୩బ୬ − δ∗	x୩బ୬ − t୬ି	୩
୩ୀଵ   

n = 1,… , N 
∑ t୫ା − β ≥ 0୑
୫ୀଵ 		                               )۴(  

∑ t୬ି − β ≥ 0୒
୬ୀଵ   

		z୩ 	≥ 0																													k = 1, … , K  
  
 اگر. است) ۱( مدل بهينه جواب ∗δ كه حالي در

  β > ,൫x́ شده تصوير نقطه پس0 ý, bሖ ൯		، 
DMU୩బبراي  اينصورت غير در. دارد ضعيف تراكم  
  .ندارد تراكم

  
 ايمرحلهدو شبکه کي توليد امکان مجموعه -۳

 نشان ۱ شکل در که را اي مرحله دو گيرندهتصميم واحد
 شده فرض اينجا در. بگيريد نظر در را است شده داده
 ورودي N اول مرحله در گيرندهتصميم واحد هر که است

 مرحله خروجي D دوم مرحله در .باشدمي خروجي D و
 M و کندمي عمل دوم مرحله ورودي D صورت به اول

 توليد را نهايي نامطلوب خروجي L و مطلوب خروجي
 بردار ،	x୨با را اول مرحله ورودي بردارهاي .کنندمي

 مرحله هايورودي و اول مرحله هايخروجي يعني واسطه
 و y୨ با را دوم مرحله مطلوب هايخروجي و z୨ با را دوم

   .هيمدمي نشان  b୨با را دوم مرحله نامطلوب هايخروجي

 
 

 
  ۱شکل

x୧୨, i = 1,… ,m							zୢ୨, d = 1,… , t					y୰୨, s = 1,… , r 
		b୪୨, l = 1, … , L 

  
 .باشند يابيارز تحت يامرحله دو يشبکه k ميکن فرض
 	x୨، يورود بردار مصرف با اول مرحله در امj شبکه
 z୨ يورود بردار مصرف با دوم مرحله در و z୨ يخروج
   ديتول را b୨ نامطلوب يخروج و y୨ طلوبم يخروج

 تحدب، مشاهدات، شمول اصول رشيپذ با .دينمايم

 ديتول امکان يهامجموعه اشعه يکرانيب ،يريپذامکان
 :شوديم حاصل ريز صورت به دوم و اول مراحل متناظر

Stage2 Stage1 
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	pps∗ =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

(x, z, y, b)

ተ

ተ

ተ

∑ λ୨x୨୩
୨ୀଵ ≤ x	

, ∑ λ୨z୨୩
୨ୀଵ ≥ z,

∑ μ୨z୨୩
୨ୀଵ ≤ z,

∑ μ୨y୨୩
୨ୀଵ ≥ y,

∑ μ୨b୨ ≤ b୩
୨ୀଵ ,
λ୨ ≥ 0, μ୨ ≥ 0
, j = 1,… , k ⎭

⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

				          )۵(  

 
 خواهيم مياني توليدات متناظر هايمحدوديت ترکيب با

  :داشت
pps =

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

(x, z)

ተ

ተ

ተ

∑ λ୨x୨୩
୨ୀଵ ≤ x,

∑ μ୨y୨୩
୨ୀଵ ≥ y,

∑ μ୨b୨ ≤ b୩
୨ୀଵ ,

∑ ൫λ୨ − μ୨൯୩
୨ୀଵ z୨ ≥ 0	,
		
		λ୨ ≥ 0, μ୨ ≥ 0,
j = 1,… , k ⎭

⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

								  )۶(  

  
 ارائه) ۶( و) ۵( توليد امکان مجموعه دو که است روشن

 از تواننمي ديگر عبارت به نيستند معادل بالا در شده
 بزرگتر pps يعني. گرفت نتيجه را) ۵( رابطه) ۶( رابطه

 رابطه نعنوا به) ۵( رابطه اينجا در. است ∗ppsاز
 معرفي ايشبکه واحدهاي متناظر توليد امکان مجموعه

  .شودمي
 دو يشبکه يک متناظر جهتدار فاصله مدل بعد قسمت در

 هايخروجي با ضعيف پذيريامکان تحت را ايمرحله
  .آوريممي بدست نامطلوب و مطلوب نهايي

  

 يک جهتدار فاصله تابع پيشنهادي مدل -۴
   ايمرحله دو شبکه
 هر در که. دارد وجود ايدومرحله شبکه k کنيممي فرض

 خروجي L و مطلوب نهايي خروجي M و ورودي N يک
 .شودمي برده کار به مياني توليد T و نامطلوب نهايي
 نامطلوب و مطلوب نهايي هايخروجي و هاورودي مقادير

 مرحله خروجي و اول مرحله ورودي( مياني توليدات و
 ترتيب به ايمرحله دو گيرندهميمتص واحد هر نظير) دوم

  بردارهاي با
	൫xଵ୨ , xଶ୨, … , x୬୨൯و	൫yଵ୨ , yଶ୨ , … , y୫୨൯و
	൫bଵ୨ , bଶ୨ , … , b୪୨൯	و൫zଵ୨ଵ , zଶ୨ଵ , … , z୲୨ଵ൯ و   
൫zଵ୨ଶ , zଶ୨ଶ , … , z୲୨ଶ൯ که. دهيم نمايش zଵ = zଶ .  

 شده شاهدهم ايمرحله دو شبکه ،k که اين به توجه با
 شمول اصول به توجه با توليد امکان مجموعه .داريم

  امکان ها،خروجي و هاورودي پذيريامکان مشاهدات،
 و مطلوب نهايي هايخروجي براي ضعيف پذيري

  :کنيممي فرموله زير مانند تحدب و نامطلوب
						pps୬ୣ୵ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

(x, zଵ, zଶ, y, b)
ተ

ተ

∑ λ୩x୩୬୩
୩ୀଵ ≤ x୬,

∑ λ୩z୩ୢଵ୩
୩ୀଵ ≥ zୢଵ,

∑ μ୩z୩ୢଶ୩
୩ୀଵ ≤ zୢଶ,

θ∑ μ୩y୩୫୩
୩ୀଵ ≥ y୫,

θ ∑ μ୩b୩୧ = b୧୩
୩ୀଵ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

  
 تصويرpps୬ୣ୵		 مرز روي را) ۱( جهتدار فاصله مدل
 وسيله به k଴ ايدومرحله شبکه براي ناکارايي .کنيممي

  :کنيممي محاسبه زير مدل
IE(k଴) = 	max δ				  

s. t	෍λ୩x୩୬

୩

୨ୀଵ

≤ x୩బ୬ିδx୩బ୬	 

n = 1,… , N                                           )۷(  

෍λ୩z୩ୢଵ
୩

୨ୀଵ

≥ z୩బୢ
ଵ + δz୩బୢ

ଵ 		 

d = 1,… , t	  

෍μ୩z୩ୢଶ
୩

୨ୀଵ

≤ z୩బୢ
ଶ − δz୩బୢ

ଶ  

d = 1,… , t											  

	෍μ୩b୩୧ = b୩బ୧ି

୩

୨ୀଵ

δb୩బ୧	 

	i = 1,… , L												    
 ∑ μ୩y୩୫୩

୨ୀଵ ≥ y୩బ୫ + δy୩బ୫ 
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	m = 1,… ,M 
	λ୩ ≥ 0																				k = 1,… , k		  
	μ୩ ≥ 0																			k = 1,… , k										  

  
,λଵ) که … , λ୩) و(μଵ, … , μ୩)  متغيرهاي 

,൫x୩బ୬ و حساسيت z୩ୢ
ଵ , z୩ୢଶ , y୩బ୫, b୩బ୫൯ 

IE(k଴)	اگر .باشند مي جهتدار بردار =  دو شبکه 	0
 .است ناکارا صورتاين غير در است کارا k଴ ايمرحله

 به تصوير يک .باشد ناکارا  k଴ايمرحله دو شبکه اگر
  .سازيممي زير روش

  
x୩଴́ = x୩଴ − δ∗x୩଴,				  
z୩଴ଵሖ = z୩଴ଵ + δ∗z୩଴ଵ ,	  
z୩଴ଶሖ = z୩଴ଶ − δ∗z୩଴ଶ 	                               )۸(  
y୩଴́ = y୩଴ + δ∗y୩଴,		  
b୩଴ሖ = b୩଴ − δ∗b୩଴				  

  
 مختصات با ايمرحله دو شبکه يک :۱تعريف

൫x୩ , z୩ଵ, z୩ଶ, y୩, b୩൯ اگر است اکممتر قوي طوربه 
 مانند فعاليتي يک و باشد کارا pps୬ୣ୵ مرز روي

൫x෤, zଵ෩ , zଶ෪, y෤, b෨൯ ∈ pps୬ୣ୵ بطوري باشد موجود 
  که

	x෥ = αx୩, (0 < α < 1)			   
y෤ = βሖ x୩, ൫βሖ > 0൯		   
b෨ = γb୩, (0 < γ < 1)      

  
 يک در تراکم محاسبه براي پيشنهادي مدل -۵

  ايمرحله دو شبکه
 يک در تراکم ارزيابي براي مدلي مقاله از بخش ينا در

 مقدار محاسبه و تشخيص جهت ايمرحله دو شبکه
 نهايي نامطلوب و مطلوب هايخروجي وجود با تراکم،
 .دهيممي ارائه ضعيف پذيريامکان تحت

 فرمول خطي، ريزيبرنامه دوآليتي قضيه از استفاده با 
   نظر در زير صورت به) ۷( جهتدار فاصله مدل دوآل

 :گيريممي

min	b୩బπ
ୠ + x୩బπ

୶ − z୩଴ଵ π୸భ +
z୩଴ଶ π୸మ − 	y୩బπ

୷  
z୩ଵπ୸భ − x୩π୶ ≤ 0												k = 1,… , k 
s.t      
	y୩π୷ − b୩πୠ − z୩ଶπ୸మ ≤							  
 b୩బπ

ୠ 	+ z୩బ
ଵ π୸భ + z୩బ

ଶ π୸మ + y୩బπ
୷ +

x୩బπ
୶ = 1	 

	π୶ ≥ 0 
	π୸భ ≥ 0 
	π୸మ ≥ 0 
	π୷ 	≥ 0											 
		πୠ             ازاد 
	π୶∗ , π୸భ∗ , π୸మ∗ , π୷∗وπୠ∗  

  
  .باشدمي) ۸( رابطه گرفتن نظر در با) ۹( مدل بهين جواب

 مختصات با يامرحله دو شبکه کي: ۱هيقض
൫x୩ , z୩ଵ, z୩ଶ, y୩, b୩൯ است يقو تراکم تيوضع در 

 کي حداقل نيبه جواب هر در اگر تنها و اگر
i∈ {1,… , l} ،π୧ୠ∗ است يمنف. 

 مختصات با ايمرحله دو يشبکه کنيممي فرض برهان
൫x୩ , z୩ଵ, z୩ଶ, y୩, b୩൯ است قوي تراکم وضعيت در .

 يک حداقل بهينه جواب هر در دهيممي نشان
	i ∈ {1,… , l} ، π୧ୠ∗ است منفي.  

 كه شودمي نتيجه خطي ريزيبرنامه دوآليتي قضيه طبق
  مانند بهينه جواب يك

൫π୶∗, π୸భ∗, πଶ∗, π୷∗, πୠ∗൯ در با) ۹( مدل براي 
  كهبطوري دارد وجود) ۸( شده تصوير نقطه گرفتن نظر

	b୩బπ
∗ୠ + x୩బπ

∗୶ − z୩଴ଵ π∗୸భ +
z୩଴∗ଶπ୸మ − 	y୩బπ

∗୷ = 0                        )۱۰(  
  

 مختصات با يامرحله دو شبکه فرض طبق
൫x୩ , z୩ଵ, z୩ଶ, y୩, b୩൯  با پس. است قوي تراكم 

  مانند فعاليتي بنابراين ۱ فيتعر به توجه
 ൫x෤, zଵ෩ , zଶ෪, y෤, b෨൯ ∈ pps୬ୣ୵ به دارد وجود 

 كهبطوري
	x෥ = αx୩, (0 < α < 1)  
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y෤ = βሖ x୩, ൫βሖ > 0൯			  
b෨ = γb୩, (0 < γ < 1)  

 :كه است بديهي
b෨π∗ୠ + x෤π∗୶ − zଵ෩ π∗୸భ + zଶ෪π∗୸మ −
y෤π∗୷ ≥ 0                                              )۱۱(  

  
  :آوريممي بدست) ۱۱( و )۱۰( روابط نكرد كم با

൫b෨ − b୩బ൯π
∗ୠ + ൫x෤ − x୩బ൯π

∗୶ +
൫z୩బ

ଵ − z෤൯π∗୸భ                                       )۱۲(  
+൫z෤ − z୩బ

ଶ ൯π∗୸మ + ൫y୩బ − y෤൯π∗୷ ≥ 0  
  كهيبطور

x෤ < x୩బ,																		zଵ෩ > z୩బ
ଵ 	,								  

zଶ෪ < z୩బ
ଶ 	,															y୩బ < y෤,     b෨ < b୩బ  

 :داريم
൫x෤ − x୩బ൯π

∗୶ ≤ 	0		                            )۱۳(  
൫y୩బ − y෤൯π∗୷ ≤ 0	                              )۱۴(  
൫z୩బ

ଵ − z෤൯π∗୸భ ≤ 0	                             )۱۵(  
൫z෤ − z୩బ

ଶ ൯π∗୸మ ≤ 0	                             )۱۶(  
  

π∗ୠ كه كنيم فرض ≥   بنابراين ،0
൫b෨ − b୩బ൯π

∗ୠ ≤ 0		                            )۱۷(  
  

  :داريم) ۱-۱( محدوديت طبق
π∗ୠ ≠ 0, π∗୶ ≠ 0, π∗୷ = 0, π∗୸భ ≠ 0, 
π∗୸మ = 0  

  :داريم )۱۷)، (۱۶)، (۱۵)، (۱۴)، (۱۳( رابطه طبق
൫b෨ − b୩଴൯π∗ୠ + (x෤ − x୩଴)π∗୶ +
൫z୩଴ଵ − z෤൯π∗୸భ   
+൫z෤ − z୩଴ଶ ൯π∗୸

మ + (y୩଴ − y෤)π∗୷ ≤ 0  
  .دارد تناقض) ۱۱( با كه

∋i يك حداقل گونه بدين {1,… , L}  دارد وجود 
 .است منفي ∗π୧ୠكه

 از) خلف فرض( .نباشد چنين كنيم فرض :عكس اثبات
 با ايمرحله دو شبکه اگر كه دهيم نشان بايد رو اين

൫x୩ مختصات , z୩ଵ, z୩ଶ, y୩, b୩൯ نباشد قوي تراكم. 
  مانند بهينه جواب يك

 ൫π୶∗, π୸భ∗, πଶ∗, π୷∗, πୠ∗൯ وجود) ۹( مدل براي 
∗π୧ୠ كهبطوري دارد ≥ 0  
 مختصات با ايمرحله دو بکهش كه چون

൫x୩ , z୩ଵ, z୩ଶ, y୩, b୩൯ سيستم .نيست قوي تراكم 
  :ندارد جواب زير خطي

∑ μ୩y୩୫ > y୩బ୫							m = 1,… ,M୩
୩ୀଵ   

∑ λ୩z୩ୢଵ > z୩బୢ
ଵ 														d = 1,… , t୩

୩ୀଵ   
∑ μ୩b୩୧ < b୩బ୧															i = 1,… , L		୩
୩ୀଵ   

∑ μ୩z୩ୢଶ < z୩బୢ
ଶ 														d = 1,… , t୩

୩ୀଵ    
∑ λ୩x୩୬ < x୩బ୬													n = 1,… , N୩
୩ୀଵ   

  
 .است صفر زير) ۱۸( مدل بهين مقدار گونه بدين

max 		φ  
		∑ μ୩y୩୫ ≥ y୩బ୫ +φy୩૙୫						

୩
୩ୀଵ     

m = 1,… ,M 
		∑ λ୩z୩ୢଵ ≥ z୩బୢ

ଵ +φz୩బୢ
ଵ 						୩

୩ୀଵ   
d = 1,… , t                                           )۱۸(  
		∑ μ୩b୩୧ ≤ b୩బ୧ −φb୩బ୧									

୩
୩ୀଵ 					  

i = 1,… , L 
		∑ μ୩z୩ୢଶ ≤ z୩బୢ

ଶ 	− φz୩బୢ
ଶ 							୩

୩ୀଵ 	  
d = 1,… , t 
∑ λ୩x୩୬ ≤ x୩బ୬ −φx୩బ୬									
୩
୩ୀଵ   

n = 1,… , N 
  

   نوشته زير صورت به )۱۸( مدل دوآل است مفروض
  :شودمي

min		b୩బπ
ୠ + x୩బπ

୶ − z୩଴ଵ π୸భ +
z୩଴ଶ π୸మ − 	y୩బπ

୷  
s. t		z୩ଵπ୸భ − x୩π୶ ≤ 0																	 
k = 1, … , k                                          )۱۹(  
	y୩π୷ − b୩πୠ − z୩ଶπ୸మ ≤ 0  
b୩଴πୠ + z୩଴ଵ π୸

భ + z୩଴ଶ π୸
మ + y୩଴π୷ +

x୩଴π୶ = 1  
										π୶ ≥ 0	  
										π୸భ ≥ 0 
										π୸మ ≥ 0 
											π୷ ≥ 0 
											πୠ ≥ 0  
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,∗൫π୶ بگيريد نظر در  π୸భ∗, πଶ∗, π୷∗, πୠ∗൯ 
  مدل كه باشيد داشته توجه .باشد) ۱۹( مدل بهين جواب

 از مجموعه هشتمين در تنها) ۹( مدل و) ۱۹(
  كه است بديهي .دارند تفاوت هامحدوديت

൫π୶∗, π୸భ∗, πଶ∗, π୷∗, πୠ∗൯ مدل شدني جواب  
  شده تصوير نقطه گرفتن نظر در با) ۹(

൫x́, zଵሖ , zଶሖ , ý, bሖ ൯ است.  
 .است صفر) ۱۹(  مدل بهين مقدار دوآليتي، قضيه طبق
  يعني

b୩బπ
ୠ + x୩బπ

୶ − z୩଴ଵ π୸భ + z୩଴ଶ π୸మ −
	y୩బπ

୷ = 0  
,∗൫π୶ بنابراين، π୸భ∗, πଶ∗, π୷∗, πୠ∗൯ بهين جواب 

∗π୧ୠ	كه است) ۹( مدل ≥ ∋i همه براي 0
{i = 1, … , L}. 

 خروجي يك به متغيردوآل يك از منفي علامت بنابراين،
 .دارد اشاره تراكم وقوع به كه شودمي مربوط نامطلوب

 مقدار كردن مشخص براي را زير روش ،۱قضيه طبق
 :شودمي پيشنهاد قوي تراكم

max 					α		  

෍λ୩x୩୬

୩

୨ୀଵ

≤ x୩బ୬ିδx୩బ୬													 

n = 1,… , N						    

෍λ୩z୩ୢଵ
୩

୨ୀଵ

≥ z୩బୢ
ଵ + δz୩బୢ

ଵ 	 

d = 1,… , t										                                 )۲۰(  

෍μ୩z୩ୢଶ
୩

୨ୀଵ

≤ z୩బୢ
ଶ − δz୩బୢ

ଶ  

d = 1,… , t  

෍μ୩b୩୧ ≤ b୩బ୧ି

୩

୨ୀଵ

δb୩బ୧	 

i = 1,… , L								  

	෍μ୩y୩୫

୩

୨ୀଵ

≥ y୩బ୫ + δy୩బ୫	 

m = 1,… ,M  

b୩బπ
ୠ + x୩బπ

୶ − z୩଴ଵ π୸భ + z୩଴ଶ π୸మ −
	y୩బπ

୷ = δ  
z୩ଵπ୸భ − x୩π୶ ≤ 0 
k = 1, … , k  
	y୩π୷ − b୩πୠ − z୩ଵπ୸భ ≤ 0 
k = 1, … , k						  
b୩଴πୠ + z୩଴ଵ π୸

భ + z୩଴ଶ π୸
మ + y୩଴π୷ +

x୩଴π୶ = 1   
π୧ୠ − α ≥ 0  

  بگيريد نظر در
൫π୶∗, π୸భ∗, π୸మ∗, π୷∗, πୠ∗, δ∗, α∗൯    

  .باشد) ۲۰( مدل بهينه جواب
∗αاگر <  شده تصوير نقطه پس ،0

൫x́, zଵሖ , zଶሖ , ý, bሖ ൯ ايمرحله دو شبکه ازk଴  داراي 
  است قوي تراكم

∗αاگر >  شده تصوير  نقطه پس ،0
൫x́, zଵሖ , zଶሖ , ý, bሖ ൯ ايمرحله دو ازشبکهk଴  داراي 

 .نيست قوي تراكم
∗αاگر =  شده تصوير نقطه براي ،0

൫x́, zଵሖ , zଶሖ , ý, bሖ ൯ ايمرحله دو شبکه از k଴ سيستم 
  :كنيممي حل را زير

max 	β	  

෍λ୩x୩୬

୩

୨ୀଵ

≤ x୩బ୬−δ
∗x୩బ୬ − t୬ି											 

n = 1,… , N  

෍λ୩z୩୲ଵ
୩

୨ୀଵ

≥ z୩బ୲
ଵ + δ∗z୩బ୲

ଵ 																					 

t = 1,… , T                                           )۲۱(  

෍μ୩z୩୲ଶ
୩

୨ୀଵ

≤ z୩బ୲
ଶ − δ∗z୩బ୲

ଶ 																					 

t = 1,… , T  

෍μ୩b୩୧ ≤ b୩బ୧

୩

୨ୀଵ

− δ∗b୩బ୧																							 

i = 1,… , L  
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෍μ୩y୩୫

୩

୨ୀଵ

≥ y୩బ୫ + δ∗y୩బ୫ + t୫ା  

	m = 1,… ,M  
∑ t୫ା − β ≥ 0୑
୫ୀଵ   

∑ t୬ି − β ≥ 0୒
୬ୀଵ   

μ୩ 		≥ 		0																						k = 1,… , k  
λ୩ 		≥ 		0																						k = 1,… , k  

  
β اگر .است) ۷( مدل بهينه جواب ∗δ كه حالي در > 0 

,൫x́ شده تصوير نقطه پس zଵሖ , zଶሖ , ý, bሖ ൯، شبکه 
 اينصورت درغير. دارد ضعيف تراكم k଴  ايدومرحله

  .ندارد تراكم
 
  عددي مثال -۶

 پيشنهادي روش کاربرد نمايش منظور به بخش ندراي
 و مطلوب هايخروجي وجود با تراکم تشخيص براي

 يک در ضعيف پذيريامکان تحت نهايي نامطلوب
 را  واحد ۵ از يداده مجموعه يک ايمرحله دو يشبکه

  .کنيممي بررسي

 تصميم واحد پنج شامل که ۱ جدول به مربوط مثال
 کدام هر. گيريممي نظر در را باشدمي ايمرحله دو گيرنده

  خروجي دو و اول مرحله ورودي دو شامل واحدها از
 گرفته نظر در دوم مرحله ورودي عنوان به که اول مرحله

 نامطلوب خروجي دو و مطلوب خروجي دو و. شودمي
 و هاورودي( واحدها اين مختصات. است دوم مرحله

  .تاس شده داده نمايش ۱ جدول در) هاخروجي
 مدل به توجه با ناکارايي درجه محاسبه از صلحا نتايج

 درجات به توجه با است شده داده نمايش ۲ جدول در) ۷(
 DMUଶ از چند هر. باشندمي کارا واحدها تمام ناکارايي

 مطلوب يخروج رايز. است داده رخ تراکم DMUଷ به
 نامطلوب يخروج دو هر و افتهي کاهش دوم مرحله

  .است افتهي شيافزا
 پنج يبرا را α مقدار و ميکنيم استفاده )۲۰( مدل از

 به توجه با. ميآوريم بدست را يامرحله دو شبکه واحد
 تراکم يدارا DMUଷ، DMUସ ، ۲ جدول در α مقدار

  براي و ندارد تراکم DMUଵ، DMUଶو. است يقو
DMUହ کنيممي حل را) ۲۱( مدل. β∗ =  در ،61.

  .است ضعيف تراكم ارايد DMUହ نتيجه
  

 هاداده:۱جدول
 ૚܊ ૚܊ ૚ܡ ૚ܡ ૛ܢ ૚ܢ ૚ܠ ૚ܠ 

 ૚ 1 3 2 8 3 13 3 2܃ۻ۲
 ૛ 1 4 3 7 5 10 2.5 4܃ۻ۲
 ૜ 3 6 2 6 1 6 5 35܃ۻ۲
 ૝ 5 6 3 5 1 4 10 10܃ۻ۲
 ૞ 1.5 3 1.5 8 1.5 13 3 3܃ۻ۲

 
 نتايج:۲جدول

 હ ناکارايي 
 ૚ 0 .12܃ۻ۲
 ૛ 0 .082܃ۻ۲
 ૜ 0 -.31܃ۻ۲
 ૝ 0 -.221܃ۻ۲
 ૞ 0 0܃ۻ۲
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 گيرينتيجه
 يا يک در کاهش که است اقتصادي پديده يک تراکم

 خروجي چند يا يک در افزايش به منجر ورودي چند
 تراکم شناسايي براي قبلي هايروش از ريبسيا .شودمي

 كه درحالي .گيرندمي نظر در را مطلوب هايخروجي
 ...و هابيمارستان ها،كارخانه نظير هاييسازمان و واحدها

   بر علاوه است ممكن توليد و فعاليت فرايند در
 مواد مانند نامطلوبي هايخروجي نياز مورد هايخروجي

 ديگري نامطلوب ثراتا و ضايعات هوا، در معلق مضر
 فرايند در. كنندمي توليد نيز صوتي هايآلودگي مانند

 با معمولاً نامطلوب هايخروجي واقعي، توليدات
 فاصله مدل .شوندمي توليد تواماً نامطلوب هايخروجي
 به توجه با را ايمرحله دو شبکه يک براي جهتدار

  يک اگر همچنين .داديم توسعه مربوطه توليد تکنولوژي
DMU ممکن باشد کارا شبکه يک جهتدار تابع وسيله به 

 نامطلوب و مطلوب هايخروجي گرفتن نظر در با است
 شبکه جهتدار فاصله مدل به توجه با .باشد تراکم داراي

 يک در تراکم مقدار محاسبه براي روشي ايمرحله دو
 و متراکم هايDMU بين روش اين .داديم ارائه  شبکه

DMUبر علاوه شودمي قائل تفاوتي واقعي کاراي هاي 
 دارد پيشين هايروش از بيشتر مزيت يک روش اين اين

 و قوي تراکم بين تفکيک قابليت که است اين آن و
  .دارد را ضعيف
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