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  چکيده
ک ين منظور با استفاده از شکل معادله، يم. بديکنيرا حل م يک بعدي ينوع دوم خط يک معادله انتگرال ولتراين مقاله يدر ا

توابع به  يفضا يه برايک پايد ياش و توابع هسته باز توليم و با استفاده از آن و عملگر الحاقيکنيف ميتعر يعملگر خط
ن مقاله يارائه شده در ا يهام. مثاليآوريدست مبه  ياهين توابع پايم. سپس جواب معادله انتگرال را بر حسب ايآوريدست م

به  ياجهينت يک بعدي ير خطينوع دوم غ يمعادلات انتگرال ولترا ين روش برايدهند. اما ايصحت و اعتبار روش را نشان م
ک يما ارائه  ين تمرکز بعديارائه شود بنابرا يستيه بايب فوريمحاسبه ضرا يد برايک روش جدين حالت يدهد، در ايدست نم
نوع  يمعادله انتگرال ولترا يم برايقابل تعم ين روش به راحتياست. ا ير خطيه در حالت غيب فوريمحاسبه ضرا يروش برا
  م.يکنيگر کار مين موضوع در مقاله ديا ياست و ما رو يدو بعد يدوم خط
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  مقدمه - ۱
نوع دوم  يد معادله انتگرال ولترايدانيهمانطور که م

 يدارا ياز علوم و مهندس ياريدر بس يک بعدي يخط
ن روش ير چندياخ يهااست. در سال يفراوان يکاربردها

ن معادلات داده شده است. به عنوان مثال يحل ا يبرا
 براي ۳نوسانيو تکرار  ۲نيآدوم يها] روش۲و۱در [ ۱وزواز
] ۳ن در [ين گونه معادلات ارائه داده است. همچنيحل ا

 ۴گلرکين-] روش موجک۵و۴و در [ يروش تابع هار کسر
حل  يد برايک روش جدين مقاله يدر ا شده است. ارائه

ن منظور معادله انتگرال يم کرد. بدين معادله ارائه خواهيا
ر را در نظر يبه صورت ز يک بعدي ينوع دوم خط يولترا

  د:يريبگ

  0( ) ( ) ( , ) ( )
x

u x f x K x t u t dt )۱       (  

)، x[0,1]که در آن   )u x ک تابع مجهول و ي
1
2( ), ( ) [0,1]u x f x W.  

1 يتابع يفضا
2 [0,1]W  د يهسته باز تول يک فضاي
ف خواهد شد. هدف ما در يتعر ياست که در بخش بعد

)مانند يدا کردن تابعين مقاله پيا )u x  1در
2 [0,1]W  

ن منظور ي) صدق کند. بد۱که در معادله ( ياست به طور
 يرو يک عملگر خطي) ۱با توجه به شکل معادله (

1
2 [0,1]W م. سپس با استفاده از عملگر يکنيف ميتعر

1د در ير و توابع هسته باز تولينظ يالحاق
2 [0,1]W ک ي

) را بر ۱(م. سپس جواب معادله يسازيآن م يه برايپا
  م.يآوريه به دست مين پايحسب ا

  
  مفاهيم اساسي - ۲

 يف ارائه خواهد شد که در بخش هاير چند تعريدر ز
  م:يکن ياز آنها استفاده م يبعد

1 يتابع يفضا: ۱- ۲تعريف 
2 [0,1]W ر يبه صورت ز

  است:
1
2

2

[0,1]

{ ( )| , ( ) [0,1]

, [0,1]}

W

f x f x L

x



 


 

يتابع يو نرم در فضا يضرب داخل :۲-۲تعريف
1
2 [0,1]W رند:يبه صورت ز  

1توابع  يبرا
2( ), ( ) [0,1]f x g x W ضرب ،

  :يداخل
  

 

1
2 [0,1]

1

0

( ), ( )

(0) (0) ( ) ( )

W
f x g x

f g f x g x dx
 

  و نرم:
1 1
2 2 [0,1]

( ), ( )
W W

f f x f x    

1شود که يثابت م يبه سادگ
2 [0,1]W يک فضاي 

يتابع يشود که فضا ي] ثابت م۶است. در [ يضرب داخل
1
2 [0,1]W يک فضاين يلبرت و همچنيه يک فضاي 

  ٤  ٣  ٢   ١ د است.يهسته باز تول
)د که يفرض کن )yr x 1د يهسته باز تول

2 [0,1]W 
1هر  ين صورت به ازايباشد در ا

2( ) [0,1]f x W 
  م يدار

1
2 [0,1]

( ), ( ) ( )y W
f x r x f y    

  م کهيآوريبا محاسبه به دست م
1

( )
1y

x x y
r x

y x y

 
     

  د.يي] مراجعه نما۶به [
  
  روش حل معادله  - ۳
1) در ۱به دست آوردن جواب معادله ( يبرا

2 [0,1]W ،
1 يرو يک عملگر خطيابتدا 

2 [0,1]W ر يبه صورت ز
  م:يکنيف ميتعر
1هر  يبرا

2( ) [0,1]u x Wم:يدهي، قرار م  

0
( )( ) ( ) ( , ) ( )

x
Lu x u x K x t u t dt     

)اگر  )u x ) م:ين صورت داري) باشد در ا۱جواب معادله  
( )( ) ( )Lu x f x )۲                                    (  

                                                
1. Wazwaz 
2. Adomian 
3. Variational Iteration 
4. Wavelete-Galerkin 

( )f x وستهيمطلقاً پ 
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مانند  يافتن تابعيشود به يل مين مسئله ما تبديبنابرا
( )f x صدق کند. فرض ۲که در معادله ( يبه طور (

}1و دنباله  Lر ينظ يعملگر الحاق L*م يکن }i ix 
  در

  م:يدهين حالت قرار ميچگال باشد در ا [0,1]بازه 
( ) ( )

ii xx r x   
  و

*( ) ( )( )i ix L x   
  اي

0
( ) ( ) ( , ) ( )

ix

i x i i xx r x K x t r t dt     
ک دنباله يت ياشم - گرام يبا استفاده از روند متعامد ساز

}1که مانند يمتعامد  ( )}i ix 
 دنباله  ياز رو

1{ ( )}i ix 
 د يم. فرض کنيسازيمik  ب در يضرا

  ر باشند:يت به صورت زياشم - روند گرام

1

( ) ( )
i

i ik k
k

x x  


  

}1دنباله  ( )}i ix 
 1 يدر فضا

2 [0,1]W  کامل
1 يه برايک پايتوان آن را به يست، اما مين

2 [0,1]W 
  م،ين منظور داريع داد. بديتوس

1

1

({ ( )} )

{ ( )| ( ) ( ), , }

i i

n

i i i
i

span x

u x u x c x c n












    

  ر باشد،ير فضا به صورت زين زيبستار ا Sم يريگ

1({ ( )} )i iS span x 
  

Sو    مکمل متعامد  ير فضايزS  1در
2 [0,1]W 

S يه برايک پاير يباشد. با استفاده از روش ز   به دست
  م:يدهيم، قرار ميآوريم

1
2

( )
( )

( )
j

j
j W

x
x

x





  

  که در آن

    

  









   

  





1
2

1
2

1

1

1

( ) ( ) ( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( )

j j j i iW
i

j

i i iW
i

x x x x x

x x x

 

j...,1,2و   1 يو به ازاj  ،
1

1

0
j

i





 . دنباله

1{ ( )}i ix 
  يه برايک پايS    است. چون

1{ ( )}i ix 
   1و{ ( )}i ix 

 ييه هايب پايبه ترت 
Sو S يبرا  1هستند و

2 [0,1]W S S   
  ن،يبنابرا

1 1{ ( )} { ( )}i i i iB x x  
    

1 يه برايک پاي
2 [0,1]W .است  

  
}1اگر دنباله  :۱-۳قضيه }k ks 

  [0,1]در بازه  
  ر است:ي) به صورت ز۱چگال باشد آنگاه جواب معادله (

 

 



 












1 1

1

( ) ( ) ( )

( )

i

ik k i
i k

j j
j

u x f s x

x
                )۳(  

ر به دست يز يها از دستگاه معادلات خط jکه در آن 
  ند،يآيم

 

 



 







 




1 1

1

( ) ( )( )( )

( )( ) ( 1,2,...)

i

n ik k i n
i k

j j n
j

f x f s L x

L x n
 )۴(  

1م يفرض کن اثبات:
2( ) [0,1]u x W معادله جواب

)ن صورت با بسط ي) باشد در ا۱( )u x ه يبر حسب پا
Bم،يدار  

1
2

1
2

1

1

( ) ( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( )

i iW
i

j jW
j

u x u x x x

u x x x

 

 









   

 




 

1م يريگ
2

( ), ( )j j W
u x x   ين تساويبنابرا 

  شود:يل مير تبديفوق به صورت ز

  

 



 





    



1
2

1 1

1

( ) ( ), ( ) ( )

( )

i

ik k iW
i k

j j
j

u x u x x x

x
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  

 

  

 

  

 

  

 





 







 







 







 





   

   

   

   



















1
2

1
2

1
2

1
2

1 1

1

*

1 1

1

1 1

1

1 1

1

( ), ( ) ( )

( )

( ),( )( ) ( )

( )

( )( ), ( ) ( )

( )

( ), ( ) ( )

( )

i

ik k iW
i k

j j
j

i

ik k iW
i k

j j
j

i

ik k iW
i k

j j
j

i

ik k iW
i k

j j
j

ik
k

u x x x

x

u x L x x

x

Lu x x x

x

f x x x

x

  
 

  

 
1 1 1

( ) ( ) ( )
i

k i j j
i j

f s x x

 
م يريگيجه مينت) ۳است از ( يک عملگر خطي Lچون 

  که،

1 1

1

( )( ) ( )( )( )

( )( )

i

ik k i
i k

j j
j

Lu x f s L x

L x

 

 



 





 


 

)اما  )( ) ( )Lu x f x ن،يبنابرا  

 

 



 












1 1

1

( ) ( )( )( )

( )( )

i

ik k i
i k

j j
j

f x f s L x

L x
 

nx يبه خصوص برا x م،يدار  

 

 



 












1 1

1

( ) ( )( )( )

( )( )

i

n ik k i n
i k

j j n
j

f x f s L x

L x

 

n...,1,2که در آن  .  

) به ۳( ي) با برش سر۱معادله ( يبياکنون جواب تقر
  د،يآير به دست ميصورت ز

 

 

 











,
1 1

1

( ) ( ) ( )

( )

n i

n m ik k i
i k

m

j j
j

u x f s x

x

 

  ر هستند،يز يها صادق در دستگاه معادلات خطjو

 

 

 










1 1

1

( ) ( )( )( )

( )( )

n i

l ik k i l
i k

m

j j l
j

f x f s L x

L x

 

l...,1,2که در آن  .  
  

)هرگاه : ۲-۳قضيه )u x ) و ۱جواب معادله (
, ( )n mr xيبيجواب تقر يخطا , ( )n mu x  باشد که
( )u x  و, ( )n mu x و ۳( يهاب توسط فرموليبترت (

  ند:يآير به دست ميج زياند آنگاه نتا) داده شده۴(
, يبيالف) جواب تقر ( )n mu x ق يهمگرا به جواب دق

( )u x 1 يبه معنا
2

.
W

  است. 

, يب) خطا ( )n mr x 1 يبه معنا يکنوا نزولي
2

.
W 

  است و

1
2

,,
lim ( ) 0n m Wn m

r x


  

ه متعامد نرمال يک پاي B(الف) چون  اثبات:
1
2 [0,1]W ) م که يريگيجه مي) نت۳است از, ( )n mu x 

)به  )u x .همگرا است  
  م،ي(ب) دار



  

 



 
  



 
  

 


 

 

  

 

 



1
2

1
2

2 2
1, 1

1 1

2 2 2
( 1) 1

1 1

2 2 2
, ( 1) 1

1

( ) ( ( ))

[ ( )]

( ) [ ( )]

W

W

i

n m ik k
i n k

i

j n k k m
j m k

i

n m n k k m
k

r x f s

f s

r x f s

  ن،يبنابرا

1 1
2 2

2 2

1, 1 ,( ) ( )
W W

n m n mr x r x     
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 و لذا

1 1
2 2

1, 1 ,( ) ( )n m n mW W
r x r x    

 م داشت،يپس بنا به (الف) خواه

1
2

,,
lim ( ) 0n m Wn m

r x


  

  
  هاي عدديمثال - ۴

م که روش فوق را يدهين بخش چند مثال ارائه ميدر ا
در  يبير جواب تقريم. مقاديکنيم يسازادهيآنها پ يرو

10i,...,1,2که در آن  ixنقاط    را محاسبه  
  سه ي) مقا۱ق معادله (يم و آنها را با جواب دقيکنيم
د يير به دست آمده صحت روش را تايم. مقاديينمايم
  کنند.يم
  

ر را ينوع دوم ز يخط يمعادله انتگرال ولترا :۱-۴مثال 
  د:يريدر نظر بگ

0
( ) sin( ) 2 sin(2 2 ) ( )

x
u x x x t u t dt    

ن معادله عبارتست از يق ايجواب دق
( ) 4 3sin( )u x x x   ن يا يج عددينتا ۱جدول

 دهد. يمثال را نشان م
  

ر را يز ينوع دوم خط يمعادله انتگرال ولترا :۲-۴مثال 
  د:يريدر نظر بگ

0
( ) sin( ) ( )

x
u x x x t u t dt    

ن معادله يق ايجواب دق
3

( )
6
x

u x x   .است

  ن مثال را نشان يمربوط به ا يج عددينتا ۲جدول 
دهد.يم

  
  ۱-۴: خطاي مطلق جواب تقريبي براي مثال ۱جدول 

جواب تقريبي  خطاي مطلق 50,50 ( )u x جواب دقيق   ( )u x  ix  i  
0.0002008342 0.1007005842 0.1004997500 0.1 1 
0.0002731581 0.2037188495 0.2039920076 0.2 2 
0.0006014454 0.3140408253 0.3134393799 0.3 3 
0.0018391393 0.4335841123 0.431744973 0.4 4 
0.0028141361 0.5645375201 0.561723384 0.5 5 
0.0038536238 0.7099262038 0.706072580 0.6 6 
0.0050105120 0.8723574500 0.867346938 0.7 7 
0.006056379 1.053988106 1.047931727 0.8 8 
0.006067472 1.256086743 1.250019271 0.9 9 
0.041174261 1.434412785 1.475587046 1 10 

  

  ۲-۴: خطاي مطلق جواب تقريبي براي مثال ۲جدول 
40,40جواب تقريبي   خطاي مطلق ( )u x   جواب دقيق( )u x  ix  i  

0.00053191962 0.09963474708 .1001666667 0.1 1 
0.0003307444 0.2016640777 .2013333333 0.2 2 
0.0000884224 0.3045884224 .3045000000 0.3 3 
0.0009501143 0.4116167810 .4106666667 0.4 4 
0.0011156143 0.5219489476 .5208333333 0.5 5 
0.0014922784 0.6374922784 .6360000000 0.6 6 
0.0020983302 0.7592649969 .7571666667 0.7 7 
0.0026783033 0.8880116366 .8853333333 0.8 8 
0.003115183 1.024615183 1.021500000 0.9 9 
0.032682029 1.133984638 1.166666667 1 10 
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ر را يز ينوع دوم خط يمعادله انتگرال ولترا :۳-۴مثال 
  د:يريبگدر نظر 

2

0
( ) ( ) (2 8)sin( ) ( )

x
u x f x x xt u t dt    

  که در آن
  

  

2

2

( ) 2 4sin( )(sin2 cos2 )

(sin2 cos2 )(1 2 cos( ))

f x x x x x

x x x x
 

ن معادله به صورت يق ايجواب دق
( ) sin 2 cos 2u x x x  ۳باشد. جدول يم 

  دهد.ين مثال را نشان ميمربوط به ا يج عددينتا
  

ر را ير ينوع دوم خط يمعادله انتگرال ولترا: ۴-۴مثال 
  د:يريدر نظر بگ

2
2

2

20

1
( ) tan( )

cos( )

(1 ) cos( )
( )

cos( )

x

x

u x xe x
x

x xt
u t dt

x

  




 

)ن معادله عبارتست از يق ايجواب دق  ) xu x e .
  ن مثال را نشان يمربوط به ا يج عددينتا ۴جدول 

دهد.يم

  ۳-۴: خطاي مطلق جواب تقريبي براي مثال ۳جدول 

30,30جواب تقريبي   خطاي مطلق ( )u x   جواب دقيق( )u x  ix  i  
0.0002 1.178512166 1.178735909 0.1 1 
0.0008 1.309749905 1.310479336 0.2 2 
0.0015 1.388496239 1.389978088 0.3 3 
0.0012 1.415276569 1.414062800 0.4 4 
0.0003 1.381451467 1.381773291 0.5 5 
0.0002 1.294206443 1.294396840 0.6 6 
0.0018 1.153560835 1.155416873 0.7 7 

0.00822 0.9621475627 0.9703740807 0.8 8 
0.01777 0.7288779277 0.7466455362 0.9 9 
0.05350 0.5466505827 0.4931505903 1 10 

  
  ۴-۴: خطاي مطلق جواب تقريبي براي مثال ۴جدول 

جواب تقريبي  خطاي مطلق 50,50 ( )u x جواب دقيق   ( )u x  ix  i  
0.000141383 1.105312301 1.105170918 0.1 1 
0.000299848 1.221702606 1.221402758 0.2 2 
0.000714772 1.350573580 1.349858808 0.3 3 
0.001773160 1.493597858 1.491824698 0.4 4 
0.000276945 1.648998216 1.648721271 0.5 5 
0.000585311 1.822704111 1.822118800 0.6 6 
0.000547327 2.014300034 2.013752707 0.7 7 
0.001476585 2.227017513 2.225540928 0.8 8 
0.001962347 2.457640764 2.459603111 0.9 9 
0.060680773 2.657601055 2.718281828 1 10 

 
  نتيجه گيري

نوع دوم  يمعادله انتگرال ولترا ين مقاله ما رويدر ا
ن يم. روش به کاربرده شده در ايکار کرد يک بعدي يخط

است. اما  يم به حالت دو بعديقابل تعم يراحتمقاله به 
نوع  يمعادلات انتگرال ولترا يتوان براين روش را نميا

محاسبه  ين حالت براياستفاده کرد، در ا ير خطيدوم غ

jن يد استفاده نمود. بنابراياز روش جد يستيها با
است.  يرخطيها در حالت غjما محاسبه  يتمرکز بعد

انجام شده  Mapleن مقاله محاسبات با نرم افزار يدر ا
ر يين مقاله با تغيم که روش حاضر در اياست. ما معتقد

  است. ياده سازيمجددأ قابل پ Lعملگر 
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