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  چکيده

نه با مشتق يک کلاس از مسائل کنترل بهيحل  ين برايبرنشتا يهاياچندجمله يرا برمبنا يفين مقاله، ما روش طيدر ا
را براساس  حاصلضرب ياتيس عمليه دوگان و ماتريم. در مرحله اول، پايبريره به کار ميل اصلاح شده جميوويل-مانير يکسر

ره ياصلاح شده جم ليوويل-مانير يمشتقات کسر ين را برايبرنشتا ياتيس عمليم. سپس ماترينمائيم ين معرفيه برنشتايپا
ذکر  ياتيعمل يهاسين و ماتريه برنشايب توابع براساس پايبا استفاده از تقر .م که تا کنون انجام نشده استيآوريبدست م

  کاهش  يستم معادلات جبريک سيره به يل اصلاح شده جميوويل-مانير ينه با مشتق کسريشده، مسئله کنترل به
  حل دو مسئله بکار  يباشد. روش مطرح شده را برايقابل حل م يوتن به سادگين يتکرارابد که با استفاده از روش ييم
ها با روش سهيمقا يبرخوردار هستند. برخ ييحاصل، از دقت بالا يبيتقر يهادهد که جوابينشان م يج عدديم. نتايريگيم
 ۱به عدد  يمرتبه مشتق کسر يرفت، وقتيمن همانطور که انتظار يباشند. همچنيم يج منطقيکند که نتاين ميگر تضميد
  د.ينمايل ميک ميکلاس يهابدست آمده به جواب يهاد، جوابيل نمايم

 
  

ل يوويل-مانير ي، مشتق کسرياتيس عملين، ماتريبرنشتا يهايا، چندجملهينه کسريمسائل کنترل به هاي کليدي: واژه
  .يل کسريفرانسيره، حساب دياصلاح شده جم

                                                
                                                 Email: m.alipour2323@gmail.com,      m.alipour@nit.ac.irدار مکاتبات:. عهده*
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 . مقدمه۱
 ياريو انتگرال در بس ياز مشتقات کسر يف مختلفيتعار

ها ارائه شده است. مشتقات کاپوتو و از مقالات و کتاب
هستند. با توجه به ها ن آنيترل جالب توجهيوويل-مانير

ا و يمزا يبرخ ي، آنها دارايف از مشتق کسريهر تعر
ک ثابت در مفهوم ي]. مشتق از ۳-۱[ باشنديب ميمعا

 کاپوتکه در مفهوم يست در حاليصفر نليوويل -مانير
از کاپوتو بدست آوردن مشتق  ين، برايصفر است. همچن

 د وجود مشتق آن را داشتهيک تابع، درمرحله اول باي
توابع  يم مشتق کاپوتو را فقط برايتوانين، ميم. بنابرايباش

ط در ين شرايکه ايم، در حالير بدست آوريمشتق پذ
  ].۴ست [يل لازم نيوويل-مانيمفهوم ر

ن مشتق يگزيف ساده جايک تعريشنهاد يره پيراً، جمياخ
 يل را داده است و آن را مشتق کسريوويل-مانير
]. ۱۲-۵ده است [يره ناميل اصلاح شده جميوويل-مانير
وسته دلخواه يهر توابع پ يتوان برايف را مين تعريا

ست. به ين يرياز به شرط مشتق پذياستفاده کرد و ن
ک ثابت ياز  يف، مشتق کسرين تعريگر، با ايعبارت د

ل يوويل-مانير ين مشتق کسريبرابر با صفر است. بنابرا
مشتقات دو  هر ياياز مزا يره برخياصلاح شده جم

  ل استاندارد را دارد.يوويل-مانيکاپوتو و ر يکسر
رات و مسائل ييکه شامل تغ ييهار، مدلياخ يهادر دهه

اند. اما ار محبوبيمحققان بس ينه هستند برايکنترل به
ن مسائل با حساب يب ايگذشته، ترک يهادر سال

از  ياريبس يبرا يک موضوع عالي يل کسريفرانسيد
]. مسائل ۲۶-۱۳است [ يه و مهندسيمحققان در علوم پا

از مشتقات  يگريتواند نوع ديم ينه کسريکنترل به
ل يوويل-مانين مسائل، مشتق ريداشته باشد. در ا يکسر
شوند. در مقاله، يگر استفاده ميف ديشتر از تعاريپوت باو ک

ل يوويل-مانير ينه با مشتقات کسريما مسائل کنترل به
 م:يريگير را در نظر ميره بصورت زيح شده جماصلا
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 يهايابا استفاده از چندجمله يبيو سپس توابع تقر

 يهاياشوند و خواص چندجملهيم ين معرفيبرنشتا
م. در بخش يدهيجه نشان مين را با چند لم و نتيبرنشتا

- مانير يمشتق کسر يد برايجد ياتيس عملي، ماتر۴
، ۵بخش  م. دريسازيره را ميل اصلاح شده جميوويل

مختلف  يهاحل حالت ين را برايبرنشتا يهاياچندجمله
، ۶م. در بخش يبريبه کار م ينه کسريمسائل کنترل به

روش  يبالا ينشان دادن کارائ يبرا يعدد يهامثال
جه ي، نت۷شود. سرانجام در بخش يمطرح م يشنهاديپ

  شود.ين مقاله ارائه ميکار ما در ا
 
  يل کسريفرانسيدر حساب د يمقدمات .۲

مربوط به  ياهيج پايف و نتاياز تعار ين بخش، برخيدر ا
م که در ادامه يکنيم يادآوريرا  يفرانسل کسريحساب د

 مقاله مورد استفاده قرار خواهند گرفت.
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 ل از مرتبه يوويل- مانير يکسرکه عملگر انتگرال 
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 خواص آن ن ويبرنشتا ياچند جمله. ۳
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 ريرا به صورت ز icم يتواني، م۳,۴در لم  .۳,۵يجه نت
 م:يبدست آور
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 يرو mن از درجه يبرنشتا 0,1 ن يشود و ايده مينام

 را دارد يژگيو
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مشتق  ين برايبرنشتا ياتيس عمليماتر. ۴

 رهيجمل اصلاح شده يوويل- مانير يکسر
مشتق  ين را برايبرنشتا ياتيس عملين بخش، ماتريدر ا
ره از مرتبه يل اصلاح شده جميوويل-مانير يکسر

0  م.يآوريبدست م  
 حه گرفت: يتوان نتي) م۸و رابطه ( ۳,۳جه ياز نت

 

0 ,

0

( ) ( 1)
m

J j i
x i m

j i

J j
x

D B x

m m i
D x

i j i









 

   
      

  

1

( 1)( 1) ,
( 1)

0,

( 1)( 1) ,
( 1)

1, , .

m
j j

j

m
j i j

j i

m j x
j j

for i
m m i j x
i j i j

for i m













 



    
     

 
              








)۱۳(  

)از  يبياکنون، تقر 1, , )jx j m    را با توجه
 :ميآورير بدست مين به صورت زيه برنشتايبه پا

( ),j T
j mx P t                                  )۱۴(  

)که 1, , )j m  ,0, ,, ,
T

j j m jP p p     و  

 

1

, ,0

1

, ,0
0

1

, 0
0

,
0

, ,
0

( )

( )

( 1)

1( 1)
1

,

j
j m

m
j

k k m
k

m m
s k j s

k
k s k

m m
s k

k
k s k

m

k k j
k

p x d x dx

x B x dx

m m k
x dx

k s k
m m k
k s k j s














 







  

 



 



 

  
      

  
         





 

  

 



 








 

 ,
1( 1)

1

m
s k

k j
s k

m m k
k s k j s








  
         
  

  توان نوشت:ي) م۱۴و () ۱۳له روابط (يبوس

( )
0 ,

( 1)
( 1) ( ), 0,, ,( 1)1 0

( 1)
, 1, , .

( 1)0 ( ), ,( 1)

( ), 0,0, , ,
0 1

, ,

JD B x
x i m

m m jmj p B x for ij mj jj

m imj i
m m j ii

for i m
jj i p B xj mj

m m
B x for ij l m

j

i j l









 
  

   




 
  
  

  
 





  
  

 
         




 
 
 
 

 





 




( ), 1, , ,,
0

m m
B x for i mm

j i
 

 






 
     




  که

, ,

, ,
0

( 1)

( 1)
( 1)

j i
i j

m

k k j
k

m m i
i j i

j
j

 






   
         
 

   





 .  

  ميآوري) بدست م۱۵( سرانجام، با استفاده از رابطه

0 ( ) ( ),J
x m mD x D x

                   )۱۶(  
  

  که

)۱۵(  



 

 ۷۹                                  جميرهليوويل اصلاح شده -ماتريس عملياتي جديد براي حل يک کلاس از مسائل کنترل بهينه با مشتق کسري ريمان
 

   

0, ,0 0, ,1 0, ,
1 1 1

1, ,0 1, ,1 1, ,
1 1 1

, ,0 , ,1 , ,

, ,0 , ,1 , ,

,

m m m

j j j m
j j j

m m m

j j j m
j j j

m m m

i j i j i j m
j i j i j i

m m m

m j m j m j m
j m j m j m

D

  

  

  

  

    
 
 

   
 
 
 
    
 
 
 
   
  

  

  

  

  





   



   



)۱۷(  

- مانير يمشتق کسر ين برايبرنشتا ياتيس عمليماتر
0ره از مرتبه يل اصلاح شده جميوويل  ده ينام  
 شود.يم

 
مسائل حل  ين برايبرنشتا يهاياچند جمله. ۵

  ينه کسريکنترل به
از توابع را  ييهابيم تقريتوانيم ۳,۴با استفاده از لم 

 م:ير بدست آوريبصورت ز
),()( tctx m

T                                  )۱۸(  
),()( tbtu m

T                                  )۱۹(  
),()( 11 tata m

T                                )۲۰(  
),()( 22 tata m

T                                )۲۱(  
)1(1که  

21 ,,,  mRaabc. 
  توان نوشتي) م۱۸) و (۱۶(له روابط يبوس

0 ( ) ( ).J T
t mD x t c D t

                      )۲۲(  
  شود:يل مير تبدي) به مسئله ز۳(-)۱ن مسئله (يبنابرا

1

0

( ) ( )1 ,
2 ( ) ( )

T T
m m

T T
m m

Minimize

c t t c
dt

b t t b

   
    


             )۲۳(  

  يکيناميت ديبا توجه به محدود

1

2

( )

( ) ( )
( ) ( ) ,

T
m

T T
m m

T T
m m

c D t
a t t c
a t t b

 

  

 

                            )۲۴(  

  يط مرزيشرا و
.)0( 0xc m

T                                       )۲۵(  
 توان نوشتي) م۲۳( ياکنون، بجا

   
 

1

0

1

0

1, ( ) ( )
2

1 ( ) ( )
2

1 1 ,
2 2

T T
m m

T T
m m

T T

Minimize

J c b c t t dt c

b t t dt b

c Q c b Q b

   

 

 




 )۲۶(  

که   1

1,,



 m

jijiQQ د: يآير بدست ميبصورت ز 
1

1, 1 , ,0
( ) ( )

, , 0,1, .
2

(2 1)

i j i m j mQ B x B x dx

m m
i j

i j m
m

m
i j

   

  
   
    

 
   




  

  م:ي) دار۲۴رابطه ( يبرا ۳,۶لم  يرين با بکارگيهمچن
1 2

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) .T T T
m m mc D t t A c t A b     )۲۷(  

) ۲۷م از (يتواني] م۴۲حال، با استفاده از روش تاو [
  م:يد نمائير توليبه صورت ز يمعادلات جبر

   1

1 20

,

ˆ ˆ,

( ) ( ) 0, 0, , 1,

T T T T T
j

m j m

G c b c D c A b A

t B t dt j m

  

   




)۲۸(  

)0(0م ي) دار۲۵و با توجه به ( xcG m
T

m .  
 يسازنهيبه ي) به مسئله۳(-)۱سرانجام، مسئله (

ر يتواند به صورت زيکه مافته است يکاهش  يپارامتر
  ان شود:يب

  1 1, ,
2 2

T TMinimize J c b c Qc b Qb   )۲۹(  

   يستم معادلات جبريباتوجه به س
  ,0, bcG j  .,,0 mj               )۳۰(  

ب لاگرانژ استفاده يبالا از روش ضرا يحل مسئله يبرا
) و ۲۹مسئله ( ين، تابع لاگرانژ را برايبنابرام. ينمائيم
  م: ينمائيف مير تعري) بصورت ز۳۰(

 

 
0

1, ,
2

1 , ,
2

T

m
T

j j
j

L c b c Q c

b Q b G c b






 


                )۳۱(  

  

Tکه 
m],,[ 0   است. ب مجهول لاگرانژ يضر

  اکسترمم،  يط لازم براياکنون، با در نظر گرفتن شرا
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  م: يآورير را بدست ميز يستم معادلات جبريس
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L                                                  )۳۴(  

توسط  و  ,bc يبراتواند ي) م۳۴(-)۳۲معادلات (
  ن پس از آن يوتون حل شود. بنابراين يروش تکرار

 يو تابع کنترل tx)(ت يتابع وضع يبيتوان، مقدار تقريم
)(tu يرا به ترت) بدست آورد.۱۹) و (۱۸ب از (  

 
 يمسائل عدد. ۶
ن ي، ادادن عملکرد و دقت روش مطرح شده نشان يبرا

  م.يبرير به کار ميز يهامثال يروش را برا
  :ديرير را در نظر بگينه زيله کنترل بهئمس. ۱مثال

 1 2 2

0

1 ( ) ( ) ,
2

Minimize I x t u t dt   

  يکيناميت ديبا توجه به محدود

0 ( ) ( ) ( ) ,J
tD x t x t u t     

  يط مرزيبا شرا
.1)0( x  

1ق در حالت ين مسئله جواب دقيا يبرا   برابر
  است با 

( ) cosh( 2 ) sinh( 2 ),

( ) (1 2 )cosh( 2 ) ( 2 )sinh( 2 ),

x t t t

u t t t



 

 

   
 

)coshکه  2 ) 2 sinh( 2 )
2 cosh( 2 ) sinh( 2 )

 
 


.  

توابع  يبرا يبيتقر يهاب، جوابيبه ترت ۲و  ۱ يهاشکل
 ر مختلف يو مقاد 5m يو کنترل را برا تيوضع

دهد، همانطور که ين نمودارها نشان ميدهد. اينشان م
کند، يل ميم ۱به سمت   يرفت، وقتيانتظار م

ت به يو وضع يدو تابع کنترل هر يبرا يعدد يهاجواب
  کند. در يل ميم 1 يبرا يليتحل يهاجواب
بدست آمده  يعددج يمطلق نتا ي، خطا۴و  ۳ يهاشکل
5m يرا برا   1و در جدول نيم. همچنينيبيم ،

و  1که  يوقت يبرا tx)(مطلق  ي، خطا۲و  ۱
5,4m سه ي] مقا۴۳ج در [ينشان داده شده و با نتا

 شده است.

  
)هاي تقريبي جواب .۱ شکل )x t  5برايm   و مقادير مختلف  ۱در مثال.  
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)هاي تقريب جواب . ۲ شکل )u t  5برايm   و مقادير مختلف  ۱در مثال. 

 
5mو  1براي  tx)(. نمودار تابع خطاي مطلق  ۳شکل    ۱در مثال .  

 
5mو  1براي  tu)(. نمودار تابع خطاي مطلق  ۴شکل    ۱در مثال .  
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,1 يبرا tx)(مطلق  ي. خطا۱جدول  4m   ر مختلف يمقاد يبراt  ۱در مثال. 

t  4m  [43] Present Method 4m  
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0.3 
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0.6 
0.7 
0.8 
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9.0×10-5 
4.8×10-5 
3.3×10-5 
7.8×10-5 
2.1×10-5 
6.4×10-5 
1.0×10-4 
1.1×10-5 
9.1×10-5 
9.4×10-5 

0 
1.6×10-5 
2.6×10-5 
3.6×10-5 
3.9×10-6 
3.8×10-5 
4.9×10-5 
1.0×10-5 
5.5×10-5 
5.5×10-5 

 
,1 يبرا tx)(مطلق  ي. خطا۲جدول  5m   ر مختلف يمقاد يبراt  ۱در مثال. 

t  5m  [43] Present Method 5m  

0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 

6.3×10-6 
1.3×10-5 
2.1×10-5 
3.2×10-5 
4.8×10-5 
6.2×10-5 
7.4×10-5 
8.9×10-5 
1.1×10-4 
1.3×10-4 

0 
1.2×10-7 
2.1×10-6 
1.8×10-8 
2.6×10-6 
1.9×10-6 
1.7×10-6 
3.7×10-6 
1.5×10-7 
5.1×10-6 

 
 

)ت يتوابع وضع .۲ مثال )x t  و کنترل)(tu  را با در
و با  ۱داده شده در مثال  Iمم ينينظر گرفتن شاخص م

  ريز يکيناميت ديتوجه به محدود

0 ( ) ( ) ( ) ,J
tD x t t x t u t    

 يط مرزيو با شرا
.1)0( x  

 tx)(ت يوضع يهاتابع  ۶و  ۵ يهاد. شکليبگير درنظر
4mيبرا tu)(و کنترل   ر مختلف يو مقاد  را

دهد، يها نشان من شکلي، ا۱دهد. همانند مثال ينشان م
ل يم ۱به سمت   يرفت، وقتيهمانطور که انتظار م

و  يدو تابع کنترل هر يبرا يعدد يهاکند، جوابيم
  کند.يل ميم 1 يبرا يليتحل يهات به جوابيوضع
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)هاي تقريبي جواب .٥شکل  )x t  4برايm   و مقادير مختلف  ٢در مثال. 

 
)هاي تقريبي جواب .۶شکل )u t 4 برايm   و مقادير مختلف  ۲در مثال. 

 
       

 گيريجهينت
ک ين يبرنشتا يهاياله چندجملهيق، بوسين تحقيدر ا
ل يوويل-مانير يمشتق کسر يبرا ياتيس عمليماتر

م. سپس مسئله کنترل يره بدست آوردياصلاح شده جم
م که يکاهش داد يستم معادلات جبريک سينه را به يبه
ج بدست آمده يم که نتايديحل شود. د يتواند به راحتيم

 يهاروش يبيق و جواب تقريها با جواب دقدر مثال
م يان، مشاهده کردهيهمچن داشتند. يخوب يگرهماهنگيد

 يهاد، جوابينمايل ميم ۱مرتبه مشتق به  يکه وقت

مسائل کنترل  يهابه جواب ينه کسريمسائل کنترل به
  د.يمان لينه استاندارد ميبه
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