
دسترسي در سايت http://jnrm.srbiau.ac.ir  
 ۱۳۹۸ بهشتين و ارديفروردسال پنجم، شماره هفدهم، 
 X۵۸۸ -۲۵۸۸شماره شاپا: 

  
 
 
  

خطي هايي با ارزش غيربا داده SBMمدل توسعه يافته 
  ها با رويکرد اصول موضوعهتحليل پوششي داده در

  
  
  ۲، زهره مقدس*۱محسن واعظ قاسمي

  

  رانيواحد رشت، رشت، ا ي، دانشگاه آزاد اسلام  ياضيار، گروه رياستاد   )۱(
  رانين، اين، قزويواحد قزو ي، دانشگاه آزاد اسلامياضيار، گروه رياستاد   )۲(

  
  
 

 
 ۲۵/۰۷/۹۷تاريخ پذيرش مقاله:    ۱۶/۰۴/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
ک يکرد کلاسياست. رو ياقتصاد ييش کـارايافـزا يمهم هر کشور ياقتصاد يهابه عنوان بنگاهها اهداف مهم بانکاز جمله 

رد. اما ارزش يگيها در نظر متمام شاخص يرا برا يخط يعملکرد ارزش گزار يابيها در ارزداده يل پوششيتحل يهامدل
ن يست. لذا در ايها نشاخص يرخطيت غياطراف ما نشان دهنده ماه يايدن يکاربرد يهااز مثال ياريدر بس يخط يگزار

ها در آن ارزش يو خروج ياز ورود يشده است که برخ يمعرف يکمک يرهايبر متغ يکرد اصول موضوعه مدل مبنيمقاله با رو
و  ييمربوط به کارا يايشده است. قضا يمعرف ييکارا يابيکرد به اصول موضوعه مدل ارزيبا رو يدارند. بعد بررس يرخطيغ

  اند.و اثبات شده يز بررسيک نيکلاس يهاارتباط با مدلو  يابيالگو
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 مقدمه  .۱
مهم در کشور صنعت  ياقتصاد يهااز جمله بنگاه

 يينقش بسزا ياست که در اقتصاد هر کشور يبانکدار
 يبر مبنا يها که روشدارد. تکنيک تحليل پوششي داده

بسيار قدرتمندي به باشد ابزار يم ياضير يزيربرنامه
 يابياست که در ارز ياقتصاد ييمنظور ارزيابي کارا

ار استفاده شده يبس يها و موسسات مالعملکرد بانک
  ن روش در نظر گرفتن ياست. از جمله محاسن ا

ـل يباشد. تحلمي هاي متعدد ورودي و خروجيشاخص
 برنامه يبرمبنا يک روش نا پارامتريها داده يپوششـ

م يواحدهاي تصـم ييکارا يابيبراي ارز ياضـير يزير
 ۱۹۵۷ن بار توسط فارل در سال يرنـده اسـت که اوليگ

چارنز و  ۱۹۷۶با توسـعه روش فارل در سال  شد. يمعرف
 يابيشنهاد دادند کـه ارزيرا پ CCRهمکاران مدل 

داد. با ياس ثابت انجام ميرا با فرض بازده به مق ييکارا
ر ياس متغيظر گرفتن بازده به مقن روش و در نيتوسعه ا

را   BCCبنکـر و همکاران مـدل ،۱۹۸۴در سـال 
ها با در نظر داده يـل پوششـيک تحليکردند. تکن يمعرف

ک يسه يرنده به جاي مقايم گين واحد تصميگرفتن چند
 يبه کمک واحدها ييل مرز کارايک واحدها، با تشکيبه 

  ن مرز يبا اک از واحدها را يرنده کارا هر يم گيتصم
رنده کار يم گيک واحـد تصمي يابين ارزيدر اسنجد. يم

وجود نداشته باشد  يايشود هرگاه واحد مجازيم يمعرف
را با مقدار  يابيواحـد مـورد ارز يکه با همان مقدار خروج

 يهرگاه توسط واحد يد کنند به عبارتيداده کمتري تول
نباشد آن  مغلوب نشود. اگر واحد کارا ييمرز کارا يرو

ن يتوانند ايم يابيارز يهاشود. مدليم يواحد ناکار معرف
ن يها بکار ببرند که ايا خروجيها يورود يرا برا يابيارز

  نامند. يمحور م يو خروج يب وروديها را به ترتروش
 يو معرف يابيارز يبرا BCCو  CCR يهامدل

از جمله  د در دو فاز حل شوند.يالگو پاراتو کارا با يواحدها
 يها مدل مبنداده يـل پوششـيمعروف در تحل يهامدل

 ۲۰۰۰است که توسط تون  SBM يکمک يرهايبر متغ
 يابيشد و ارز يمتفاوت معرف يهااسيبا بازده به مق

ن مدل يدهد. ايک فاز انجام ميرا در  يابيو الگو ييکارا
  در نظر  يابيرا در ارز يو خروج يت وروديهر دو ماه

را  SBM ييمدل ابر کارا ۲۰۰۱در ادامه تون  رد.يگيم

کرد تا  يرنده معرفيگميتصم يواحد ها يبندرتبه يبرا
کند.  يبندز رتبهيکارا را ن يهاممکن واحد يبتوان تا جا

 يهال پوششي دادهيتحل يان تون مدل شبکهيهمچن
توسعه داد.   SBMر شعاعييمدل غ يرا برا ۲۰۰۹
 ۲۰۱۰ز در سال يرا ن SBM ين تون مدل پويايهمچن

و  يااز مدل شبکه يابين ترکيهمپچنمعرفي كرد. 
  ارائه شده است.  ۲۰۱۴ز در يرا ن SBM يايپو

ن موضوع يک بانک ايشعب  يابيارز ين مقاله برايدر ا
ل يتحل يهاقرار گرفته است که در مدل يمورد بررس

از  يخط ي) تابعي(ورود يها مجموع خروجداده يپوشش
که در  يشود. در صورتيف ميها) تعري(ورودها يخروج

وجود دارند که  ييهايو خروج يها وروداز مثال ياريبس
ها بر ن مفهوم که ارزش آنيدارند به ا يرخطيارزش غ

م يواحدها تصم يابيارز ر است.ييها در تغمقدار آن يمبنا
که ارزش  ييهايو خروج يرنده در حضور وروديگ
ها انجام آن يبرا يخط يارزش گذار يدارند ول يخطريغ
ن منظور در يدهد. به ايبه دست نم يج درستيشود نتايم

انجام گرفت و  يها توسعه اداده يل پوششيتحل يهامدل
عملکرد و  يابيبه ارز ييهان شاخصيدر حضور چن

ن مقاله با ي. در ا۲۰۱۳زاده نيپرداخته شد، حس يابيالگو
 يهاريبر متغ يمبن يه مدلکرد اصول موضوعه به ارائيرو

عملکرد  يابيپرداخته خواهد شد و سپس ارز يکمک
 ييهايو خروج يرنده در حضور وروديم گيتصم يهاواحد

افته يم يدارند با مدل تعم ير خطيغ ياهيکه ارزش حاش
SBM شود. يم ين مقاله معرفيکه در ا  

داده پرداخته  يل پوششيمقدمات تحل يدر ادامه به معرف
 يکمک يهاريبر متغ يخواهد شد. در بخش بعد مدل مبن

  و  يها در حضور ورودداده يل پوششيدر  تحل
کرد اصول موضوعه يبا رو يخطريبا ارزش غ ييهايخروج
و در  ياز بانکدار يشود. سپس مثال کاربرديم يمعرف

 ارائه خواهد شد. يريگجهيآخر نت
  
  هاداده يپوششل يتحل يم مقدماتيمفاه .۲

گيرنده، عبارت است از واحدي كه با دريافت  واحد تصميم
) بردار ورودي مانند ,..., )mx x1 بردار خروجي ،

( , ), sy y1 هاي  كند. منظور از واحد را توليد مي
ها عمل مشابه  گيرنده متجانس اين است كه واحد تصميم
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جنس مشابه،   هاي با وروديدارند و با دريافت 
كنند. مانند شعبات  هاي با جنس مشابه توليد مي خروجي

يك بانك، كارخانجات يك شركت خاص يا ادارات يك 
خوب کار کردن،  يدرلغت به معنا ييسازمان دولتي. کارا

مثل سود هر  يدرون سازمان يها ر شاخصيتحت تأث
  ل است. ين قبيواحد، فروش هر واحد و از ا

هاي شدني، مجموعه  مجموعه فعاليت DEAک يندر تک
  شود: صورت زير بيان مي امكان توليد ناميده شده و به

)۱ }.       ( Y 0  بتواند به وسيله X 0 :توليد شود 
  , m sT X Y R    

  
هاي شدني  اس ثابت مجموعه فعاليتيبا فرض بازده به مق

T  را با نمادCCRT هاي دهند. مدلينشان م DEA هر
امكان توليد يكتا وابسته هستند كه  كدام به يك مجموعه
طور يكتا، توسط يك مجموعه ز بهيمجموعه امكان توليد ن

 CCRشود. مدل  ها و اصول معين ساخته مي از فرض
گيري كارايي  است که براي اندازه DEAاولين مدل

توسط چارنزو  ۱۹۷۸گيرنده در سال  واحدهاي تصميم
  ه شد.   يهمکاران ارا
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و اصل شهودي تجريد و  ينسب ييف کارايبا توجه به تعر

oبا توجه به اينكه  o CCR( X ,Y )  T ) به ۲، مدل ،(
 ي)، که به مدل دو فاز۳شود. مدل (يل مي) تبد۳مدل (
CCR با ماهيت ورودي معروف است،  يدر فرم پوشش

همواره شدني بوده و جواب بهينه متناهي دارد و کقدار 
*بهين تابع هدف در شرط  0  كند. صدق مي 1
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در مدل فوق اين  يابيشرط لازم كارا بودن واحد تحت ارز

*است كه  1 .*  به اين معني است كه  ،1
در  ،oDMUيها امكان كاهش متناسب در همه ورودي

* اگر وجود ندارد. CCRTمجموعه امكان توليد   1 ،
، ناكارا در ماهيت ورودي است و oDMUگاهآن
*( )1 .مقدار ناكارايي تكنيكي در ماهيت ورودي است
oDMU، قوي كارايCCR ند اگر و فقط اگر يگو

 يعنيمغلوب نگردد CCRT عضو يDMUتوسط هيچ
** *, ,S S    1 0 0 .  

 ييهاييبا در نظر گرفتن هم زمان تمام ناکارا ۲۰۰۰تون 
 يرا معرف  SBMها مدليو خروح يممکن در ورود

  پردازد. يم ييکارا يابيک فاز به ارزيکرد که در 
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ن مدل فوق واحد پاراتو کارا يبا در دست داشتن جواب به

*-از رابطه +*
o o(X -S ,Y +S   د.يآيبه دست م (
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کرد اصول موضوعه در فرموله کردن مدل يرو .۳
با ارزش  ييهادر حضور داده DEA يرشعاعيغ
  يرخطيغ

به  ييکارا يابيجهت ارز يامدل ين بخش به معرفيدر ا
پرداخته خواهد  يو خروج يورود يکمک يهاريمتغکمک 

 يبه نحو ييبدست آوردن اندازه کارا يبرا ۲۰۰۰شد. تن 
واحدها در نظر گرفته شود مدل  ييناکارا يکه تمام
SBM يرهايمتغن مدل يکرده است. در ا يرا معرف 

بدست آوردن  ي، همزمان، برايو خروج يورود يکمک
ن مدل، که در يدر نظر گرفته شده است. ا يياندازه کارا
  اس بايرد، در قيگيقرار م ير شعاعيغ يهارده مدل

 باشد، تنيم ياريبس يايمزا يدارا يشعاع يهامدل
۲۰۰۰.  

ن است که در يا ت استين بخش حائز اهميچه در اآن
ن امکان وجود يرامون ما ايپ يايدن يهااز مثال ياريبس

با ارزش  ييهايو خروج يدارد که همزمان ورود
 ييهاستمين سيچن يابيوجود داشته باشد. در ارز يرخطيغ

ها شامل بروز خطا در محاسبات داده يخط يارزش گزار
در  ها ران نوع دادهيا يتيماه يايرا تمام زوايشود زيم

  رد. يگيدر نظر نم يابيارز
و  يها، وروديو خروج يان وروديد در ميفرض کن

دارند.  يخطريوجود دارند که ارزش غ ييهايخروج
,ن يهمچن ( {1,..., })rk r R R s   ر يرا تعداد ز  

),[مانند  ييهابازه
1 rr kk LL
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 يباشد که به ازا 
ارزش ام،  iيرات ورودييها افراز محدوده تغآن
  دارد. يخطريغ

متناظر  يهار بازهيک از زيبنابر آن چه گفته شد هر 
دارد به صورت  يخطريکه ارزش غ ييهايو خروج يورود

  شود.يف ميرعر تيز
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  و  يد با ورودين صورت مجموعه امکان توليدر ا
 شود.يف مير تعريصورت زبه يخط ياقطعه يهايخروج
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) برقرار است. ۵د که رابطه بالا طبق (يتوجه داشته باش

ف شده است مجموعه امکان يطبق آن چه تا بحال تعر
  ف ير تعريصورت زبه يتجمع يخط ياد قطعهيتول
  شود.يم

)۸(      , }y xد کنديرا تول|),{( tA
pl yxT   

  
Aو  plTن ين است که بيت است ايچه حائز اهمآن

plT
هر عضو از  يک برقرار است. برايک به يک تناظر ي

plT ک عضو منحصر به فرد از يA
plT  وجود دارد که  
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Aهر عضو  ين برايد. همچنيآي) به دست م۵طبق (
plT 

) به ۷باشد که طبق (يموجود م plTکتا از يک عضو ي
  د.يآيدست م

1يبه عنوان مثال واحدها (25,73)DMU  و
2 (18, 56)DMU  هر کدام د که يريرا در نظر بگ

  ر يز يب دارايها به ترتآن يهايو خروج ياز ورود
,[0,15),[15,40),[40به صورت  ييهابازه و  (
[0,60),[60, د ي) خواه۵ن طبق (يباشند. بنابرايم (

1DMU داشت (15,10,0,60,13)  و
2DMU (15,3,0,56,0)  که هر کدام متعلق به

plT ين به ازاياست. همچن 

1DMU (15,10,0,60,13)  و

2DMU (15,3,0,56,0)  ازplT با توجه به ،
1DMUد داشت ي)، خواه۷رابطه ( (25,73) و

2DMU (18,56)  که متعلق بهA
plT باشند.يم  

A يف ارائه شده برايطبق تعر
plT  و آن چه در رابطه با

وع آمده است، ات موضيدر ادب DEAاصول موضوعه 
A لازم به ذکر است که

plT  در اصول موضوعهDEA 
  کند.يصدق م

ها يورود ين که تماميبه ا ياست که لزوملازم به ذکر 
توان يست بلکه ميباشند ن يخطريها با ارزش غيخروج

داشت. به  يو خط يخطريبا ارزش غ ييهاهم زمان داده
 يهاک از مجموعهياست که هر  يب تنها کافين ترتيا

م ير مجموعه تقسيب به دو زيرا به ترت يو خروج يورود
 2Rو  2Iو  يارزش خط يدارا 1Rو  1Iشود که 

 ين صورت تماميهستند. در ا يرخطيارزش غ يدارا
 يک برقرار بودند به ازايکلاس DEAکه در يروابط

1I  1وR اصول  يباشند. حال به بررسيبرقرار مز ين
و مجموعه امکان  شوديپرداخته م plTموضوعه در 

cاس ثابت، يد تحت شرط بازده به مقيتول
plT ساخته ،

  شود.يم
  

) ۷) و (۵( با توجه به روابط (شمول): بودن يناته
  ر برقرار است:يرابطه ز

)۹(   
'

'
'

( : , : ) ,

1,..., , 1,...,

i r

i r

k k t c
io ro pl

i k r k

x i I y r R T

k l k l

  

 
  

  اگر و فقط اگر
( , ) , ,t A

io ro plx y T i I r R    
  
 ياقطعه يزيربا توجه به اصول برنامه :اشعه يکران يب

شده  يمعرف يهار بازهيد توجه داشت که زيبا يخط
ار يب مقدار اختيف شده و به ترتيدر محدوده تعر يستيبا

 يبه شرط ييبالا يهار بازهيکنند. لازم به ذکر است که ز
پر شده  ينييپا يهار بازهيرند که زيتوانند مقدار بگيم

 ييبالا يهار بازهيباشند و در هنگام کسر شدن، ابتدا ز
تر به نييپا يهار بازهيدهند و سپس زيمقدار از دست م

دهند يف شده مقدار از دست ميب و در محدوده تعريترت
  ن منظور:يبه ا

ن صورت يمفروض است در ا oDMUد يفرض کن
  ر برقرار است:يرابطه ز

)۱۰   (

'

'
'

( : , : ) ,

1,..., , 1,...,

( , ) , ,

i r

i r

k k t c
io ro pl

i k r k

t A
io ro pl

x i I y r R T

k l k l

x y T i I r R

  

  

  

  

  
Aکه در  يياز آن جا

plT بازده به اشعه ( يکرانياصل ب
  اس ثابت) برقرار است لذا:يمق

)۱۱ (
( 0), ( , ) ,

,

t A
io ro plx y T

i I r R
     

 
  

  
  د:يحال قرار ده

)۱۲    (         ( , ) ( , ) ,
,

t t
io ro io rox y x y

i I r R
  
 

  

  
  د داشت:ي) خواه۵ن صورت بنا به روابط (يدر ا

)۱۳(
'

'
'

( : , : ) ,

1,..., , 1,...,

i r

i r

k k t c
io ro pl

i k r k

x i I y r R T

k l k l

  

 
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مفروض  oDMUو  pDMUد يفرض کن :تحدب
  باشند.يم

'

'

'
'

( : , : ) ,

( : , : )

1,..., , 1,...,

i r

i r

i r

k k t c
io ro pl

k k t c
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i k r k

x i I y r R T

x i I y r R T

k l k l

  

  

 

)۱۴(    

  
 ر برقرار است:يرابطه ز) ۷با توجه به روابط (

( , ) , ( , ) ,

,

t A t A
io ro pl ip rp plx y T x y T

i I r R
 

 
  

  
  که در آن:

'

'

'

1 ' 1

'

1 ' 1

, ,

,

, ,

,

k ki r
i r

i r

k ki r
i r

i r

l l
k k

io io ro ro
k k

l l
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i I r R
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 

 

 
)۱۵(          

 
Aکه در  يين از آن جايبنابرا

plT  اصل تحدب برقرار
  است لذا:

( (0,1)),( (1 ) ,

(1 ) ) ,

,

io ip ro

t A
rp pl

x x y

y T
i I r R

    



   

  

 

)۱۶(  

  
  د:يحال قرار ده

( (1 ) ,

ˆ ˆ(1 ) ) ( , ),

,

io ip ro

t
rp i r

x x y

y x y
i I r R

  



  

 

 

                )۱۷(  

  
  ر برقرار است:ي) رابطه ز۷ن با توجه به روابط (يبنابرا

'

'
'

ˆ ˆ( : , : ) ,

1,..., , 1,...,

i r

i r

k k t c
i r pl

i k r k

x i I y r R T

k l k l

  

 
    )۱۸(  

cد يفرض کن:يريامکان پذ
o plDMU T حال

c
p plDMU T کمتر  يشتر و خروجيب يرا با ورود

  د. يريدر نظر بگ

)۱۹ (

'

'
'

'

'
'

( : , : ) ,

1,..., , 1,...,

( : , : ) ,

1,..., , 1,...,

i r

i r

i r

i r

k k t c
o io ro pl

i k r k

k k t c
p ip rp pl

i k r k

DMU x i I y r R T

k l k l

DMU x i I y r R T

k l k l

   

 

   

 

 

  
با مفروضات عنوان شده در اصل امکان  :۱ف يتعر

  شود.يف مير تعريروابط ز يريپذ

)۱۹(                              
* :

, 1,...,

i i

i

k k
ip io

i k

x x
i I k l



 
 

' '*

'

:

, ' 1, ...,

r r

r

k k
rp ro

r k

y y
r R k l



 
  

  
با توجه به روابط ذکر شده، 

* : , 1,...,i i

i

k k
ip io i kx x i I k l    را به

  د:يرير در نظر بگيصورت ز

1

1

,

, ,...,1

(1 ),

, ,...,1

( ). ,

, ,...,2

( ) . ,

, ,...,2

i

i

i

i

i

i

i

i

kki ki
io ip i

i k

ki ki
i io k

i k

ki ki
k io i

i k

ki ki
io i k

i k

x x s
i I k l

s x w

i I k l

w x s M

i I k l

x s w M

i I k l











 

 

 

 

 

 

 

 

                )۲۰(  

  
ها به ر بازهيکنند که زيکمک م M و W يير دودويمتغ
  ف شده از مقدارشان کم شود.يب و در محدوده تعريترت

0د يدر ابتدا در روابط فوق قرار ده
k il

w  و M  ک يرا

يير دوديمتغ. ديبزرگ" فرض کن Mعدد مثبت 
ik

w   
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کند که به يت ميهدا يرا طور يورود يکمک يرهايمتغ
ف شده مقدار از دست بدهند. يب و در محدوده تعريترت

ر ين زياز بالاتر يکاهش ورود يد که برايتوجه داشته باش
ف شده يب و در محدوده تعريشود و به ترتيبازه انجام م

  شوند.يم يها خالر بازهيز
ذکر شده  با توجه به روابط

' '*
': , ' 1,...,r r

r

k k
rp ro r ky y r R k l    را به

 د:يرير در نظر بگيصورت ز
' ' '

'

' '
' 1

'

' '
'

'

' '
'

'

,

, ' 1,...,

(1 ),

, ' 1,...,

( ). ,

, ' 1,...,

( ) . ,

, ' 1,...,

r r

r

r r

r

r

r

r

r

r

r

r

k k k r
ro rp r

r k

k k
r rp k

r k

k k r
k rp r

r k

k k r
rp r k

r k

y y s
r R k l

s y v

r R k l

v y s M

r R k l

y s v M

r R k l










 

 

 

 

 

 

 

 

                )۲۱(  

  
00د يدر ابتدا قرارده v و M  ک عدد مثبت يراM 

 يکمک يرهايمتغ V يير دودويمتغ .ديبزرگ" فرض کن"
ب و در يکند که به ترتيت ميهدا يرا طور يخروج

  ار کنند.يف شده مقدار اختيمحدوده تعر
  

ن يبا توجه به ا :يو خروج يورود يهابده بستان
هستند  يسطوح مختلف يدارا هايها و خروجيکه ورود

تواند وجود داشته يان سطوح مختلف ميها ملذا بده بستان
به عنوان  ياها به گونهتوان از آنيگر ميعبارت دباشد. به
  د:ينه نام برد. فرض کنيسود و هز يبردارها

)۲۲(
'

'
'

( : , : ) ,

1,..., , 1,...,

i r

i r

k k t c
ij rj pl

i k r k

x i I y r R T

k l k l

  

 
  

  
بردارها به صورت  يتمام ين صورت به ازايدر ا

tQP ,0و  ),( 0   ر برقرار است:يرابطه ز  
)۲۳( ' '( , )i i r rk k k k t c

i i r r plx P y Q T     
  

  که در آن:

' '

'

0,
, 1,...,

0,
, ' 1,...,

i i

i

r r

r

k k
i i

i k

k k
r r

r k

x P
i I k l

y Q
r R k l





 

 

 
 

                         )۲۴(  

  
ن که مجموعه امکان يبا توجه به ا :يابينه درونيکم

که عنوان شد ساخته شده  يشده به کمک اصول يمعرف
  ن پوش ممکنه است.ياست آن پوش بوجود آمده، کوچکتر

cبا توجه به اصول گفته شده 
plT ير معرفيصورت ز به 

  شود.يم
'

1
*

1 1

1
' ' '*

1 1

'
'

{( : , : )

| ,

,

1,..., , 1,..., , 0, }

i r

i i i

r r r

i r

k kc t
pl i r

n f
k k k

j ij l il i
j l

n f
k k k

j rj t rt r
j l

i k r k j

T x i I y r R

x P x

y Q y

k l k l j

 

 



 

 

  

 

 

   

 

 
)۲۵(  

  
 ين بخش معرفيهمان طور که عنوان شد هدف در ا

ها است بر داده يرخطيغ يبا ارزش گزار يشعاعريغ يمدل
زاده و همکاران نيشده توسط حس يمدل معرف يمبنا

 يهاات موضوع آمده است مدليچه در ادببر آن. بنا۲۰۱۰
ک جا در نظر گرفته و يرا  ييناکارا يتمام يرشعاعيغ
  باشد.ينم يبه حل مدل دو فاز يازيگر نيد

و  2Iد که يت استدلال فرض کنيبدون کم شدن از کل
2R ب، ي، به ترتيو خروج يورود ييهار مجموعهيز
ر يب زيبه ترت 1Rو  1Iو  يخطريباشند که ارزش غيم

 يباشند که ارزش خطيم يو خروج يورود ييهامجموعه
 دارند.

21لازم به ذکر است که  III 21و RRR   که
ها يو خروج يکل ورود ياهمجموعه R و I هادر آن

و  يمصرف يهايتعداد ورود g و f د کهيهستند. فرض کن
باشند. مدل  يابيتحت ارز يواحدها يديتول يهايخروج

  د.يرير را در نظر بگيز
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cحال با توجه به 

plTر را در نظر يساخته شده مدل ز
  د:يريبگ
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iدر مدل فوق 
kis  وr

krs يهايکمک يرهايمتغ 
هستند که  ييهايها و خروجيمتناظر آن دسته از ورود

 يهاريمتغ rsو isن يدارند. همچن يرخطيارزش غ
هستند که  ييهايها و خروجيمتناظر آن دسته از ورود

  دارند.  يارزش خط
00د يدر ابتدا قرار ده v وM  ک عددمثبت بزرگ در يرا

1ik يير دودويد متغيد. توجه داشته باشيرينظر بگ
v 

'
2( )rk

rs r R  کند که در يت ميهدا يرا طور
ن يار کنند. به ايب مقدار اختيف شده و به ترتيمحدوده تعر

)ود يمنظور دسته ق ),( ),( )d e f  به مدل اضافه شده
  است. 

0د يبه طور مشابه در ابتدا قرار ده
k il

w ر ين متغي. ا

,2ييدودو Iis i
ki کند که به يت ميهدا يرا طور

منظور ن يب و در محدوده مقدار از دست بدهند. به ايترت
)ود يدسته ق ),( ),( )a b c.به مدل اضافه شده است  

بده بستان  ين که سطوح مختلف وروديبا توجه به ا
عنوان  ۲۰۰۴ ينوسکيبرقرار است لذا طبق آن چه پود
ها ها، آنر کردن واحديکرده است ممکن است بعد از تصو

د يواقع نشود لذا به عنوان راه حل ق ييمرز کارا يرو

2,0 Iisx i
kk

io
ii   .به مدل اضافه شده است

ن يعنوان کرد ا ينوسکيکه پود يگرين مشکل ديهمچن
پاراتو کارا  يهامثبت معرف واحد يهااست که 

نباشند. لازم به ذکر است که با توجه در صورت بروز 
 ۲۰۰۵  ينوسکياز فاز سوم مدل پود ين مشکليچن

  شد.استفاده خواهد 
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با مقدار صفر موجود بود  يلازم به ذکر است که اگر ورود
  است جمله مربوط به آن را از تابع هدف حذف  يکاف

 يها رخ داد کافيدر خروج ين حالتيشود و اگر چنيم
  قرار داده شود.آن  ياست به جا

  
ر ي)رابطه ز۲۷از مدل ( يهر جواب شدن يبه ازا: ۱ه يقض

  برقرار است:
10    

  
ن که يبا توجه به ا برهان:

21 ,,, IisxIisx i
kk

ioiio
ii    به رابطه

  باشد.يفوق برقرار م
  

اگر :۲ه يقض
oDMU 1پاراتو کار باشد آن گاه* .  

  
هدر  يورود يابين که در واحد تحت ارزياز ا برهان:

  شود که: يجه ميم نتيد شده نداريکم تول يرفته و خروج
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  است که: ين بدان معنيا
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مرز  يناکارا را رو يهاتوان واحديبه کمک روابط فوق م

  ر کرد.يتصو ييکارا

ن در دست ين جواب بهيد که با اياگر به خلف فرض کن
 يشود پس واحدير نميتصو يقو يمرز کارا يواحد رو

شتر است يب يکمتر و خروج يورود يوجود دارد که دارا
ن ين با بهياست و ا يتابع هدف کمتر يجه دارايکه در نت

  بودن جواب در دست تناقض دارد پس:
  

),(واحد: ۳ه يقض YX  .پاراتو کاراست  
  

*1اگر: ۴ه يقض گاه آنoDMU .پاراتو کارا باشد  
  

*1اگر  برهان:  شود که:يجه ميگاه نتآن 
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د يتول يهدر رفته و خروج ياست که ورود ين بدان معنيا

  نشده وجود ندارد لذا واحد پاراتو کاراست.

جه گرفت که در يتوان نتيبا توجه به آن چه گفته شد م
باشند يمبرقرار  يود به صورت تساوين قيهر جواب به

به صورت  يکيحداقل  يعنين طور نباشد، يرا اگر ايز
ک يتوان به ين صورت ميد برقرار باشد، در اياک ينامساو

ن با يبهتر که ا يد با تابع هدفيرسگر يد يجواب شدن
  ن به دست آمده در تناقض است. يجواب به

شده توسط  يمعرف يشعاع PL-CCRبا توجه به مدل 
ان يرابطه م يحال به بررس ۲۰۱۰ن زاده و همکاران يحس

  پرداخته  PL-CCR يرشعاعيو غ يشعاع يمدل ها
 يمعرف يشود. لازم به ذکر است که در مدل شعاعيم

ن امکان وجود دارد که ي، تنها ايت وروديشده در ماه
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را با يوجود داشته باشد ز يخطريبا ارزش غ ييهايخروج
ت کرد که يهدا يها را طورتوان بازهينم يرات شعاعييتغ

از محاسن  يول ار کنند.يب و در محدوده مقدار اختيبه ترت
توان هم ين است که ميشده ا يمعرف يشعاعريمدل غ

وجود داشته  يخطريبا ارزش غ يو هم خروج يورود
  باشد.

  
زاده نيو حس )۲۷( يهان مدليدر هر جواب به :۵ه يقض

ها با ارزش يبا فرض وجود خروج ۲۰۱۰و همکاران 
  ر برقرار است که:يرابطه ز يرخطيغ

**    
  

 يهار مجموعهيب زيبه ترت R2و  R1اگر  برهان:
د و يريدر نظر بگ يخطريو غ يبا ارزش خط يخروج

ه و زادنيحس ينه از مدل شعاعيک جواب بهيد يفرض کن
  گاه:، در دست است آن۲۰۱۰همکاران 
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ر يمدل غ يبرا يک جواب شدنيتوان يآن م يکه از رو

  ر ساخت. ي)، به صورت ز۲۷( يشعاع
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  که در آن: 
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 يرشعاعيدر مدل غ ين جواب شدنيبا در نظر گرفتن ا
  ر برقرار است:ي)، رابطه ز۲۷(
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  :شود کهيجه ميکه از آن نت

**    
  
  يريگجهينت .۴
توجه به ع مختلف با يران صنايمد ييبهبود کارا يبرا

  بهبـود عملکرد خود در تلاش  يط اقتصادي برايشرا
ل يتحل يهامدلک يکرد کلاسيدر توسعه رو باشند.يم

م يتصم يهاعملکرد واحد يابيها در ارزداده يپوشش
 يهاريبا متغ يسازاصول موضوعه مدل يبر مبنا رندهيگ

ها آن يهايو خروج يانجام شده است که ورود يکمک
 يهااز مثال يارين مساله در بسيدارتد. ا يرخطيارزش غ

ن صورت با ياطراف ما به کرات مطرح است. در ا يايدن
 يابيها مدل ارزداده يل پوششيکرد تحلياستفاده از رو

شود که در آن به يم يمعرف SBMافته يتوسعه  ييکارا
   يخطريغ يمت گزاريق يخط يمت گزاريق يجا

رد. يگيمد نظر قرار م يابيها را در ارزيها و خروجيورود
موجود  يشده و شعاع يمعرف يرشعاعيدر مقابسه مدل غ

 يد معرفيات مدل جدياز خصوص يات موضوع برخيدر ادب
با ارزش  ييکارا يابيچه از حاصل از ارزشود. آنيو اثبات م

ر در نوع ييتغ ار مهم است امکانيبس يخطريغ يگزار
کارا و ناکارا است که با توجه به آن  يهاواحد يبنددسته

  لحاظ شود.  يستيران بايتوسط مد يمتفاوت يهاياستراتژ
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