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  . مقدمه۱
هاي الکترونيک، مکانيک و فيزيک، برخي مسائل در زمينه

باشند. انواع شامل مطالعه معادله موج در ابعاد گوناگون مي
و  -ني و الکترومغناطيسصوتي، کشسا - مختلفي از امواج

گردد. حالت هاي نوساني به معادله موج منتج ميديگر پديده
  شودکلي معادله موج دو بعدي بصورت زير داده مي

)۱                        (డమ௨
డ௧మ

= ܿଶ ቀడ
మ௨

డ௫మ
+ డమ௨

డ௬మ
ቁ,	  

 
عت انتشار موج در محيط داده شده است سر ܿکه در آن 

هاي متنوعي با ) روش۱هاي اخير، براي حل (در سال  ]. ۱[
و شرلت توسط  ۲، کرولت۱هاي موجکاستفاده از سيستم

] پيشنهاد ۴،۵] و برخي ديگر از محققين[۳[ ۴]، پرل۲[ ۳کيسر
] ۷[ ۶]، برتولوزا۶[ ۵هاي موجک توسط ويساند. سيستمشده

] در حل معادله موج مورد استفاده قرار ۸يگر[و پژوهشگران د
هاي کرولت گرفت. البته براي حل مسائل هذلولوي، سيستم

]. در عين حال براي ۹،۱۰اند[ها بودهبسيار کاراتر از موجک
باشند. ها چندان مناسب نميحل معادلات مراتب بالا، کرولت

]. ۱۱ها پيشنهاد گرديدند[براي غلبه بر اين مشکل شرلت
ها به سبب داشتن ساختار رياضي منسجم در ابعاد بالا، رلتش

ابزار مناسبي در حل معادلات مراتب بالا به صورت تحليلي و 
، ۱۲باشند (براي مشاهده جزئيات بيشتر به مراجع [عددي مي

  ] مراجعه نماييد).۱۳
ها و برخي خواص آنها را در اين مقاله، ابتدا ساختار شرلت

از آن، با استفاده از قاب شرلت، يک دهيم. پس توضيح مي
] را ۲کنيم که در ساخت آن ايده کيسر در [تابع معرفي مي

بکار مي بريم. در نهايت با توجه به تابع مفروض، معادله 
  کنيم.موج را به صورت عددي حل مي

൛در اينجا، خانواده  ௝߰,௞,௠(0)ൟ௝,௞,௠ ݊هاي از شرلت 
  گيريمر نظر ميبعدي را به صورت زير د

)۲ (߰௝,௞,௠(0) = หdet ଶೕหܣ
ିభమ߰ቀܣଶೕ

ିଵܵ௞ିଵ(0 − ݉)ቁ,  
  

݉که در آن  ∈ ℤ௡  ،݇ ∈ ℤ௡ିଵ  ،݆ ∈ ℤ ،
߰ ∈   و ଶ(ℝ௡)ܮ

ଶೕܣ = ቈ
2௝ 0௡ିଵ்

0௡ିଵ 2
ೕ
మܫ௡ିଵ

቉		, 

ܵ௞ = ൤ 1 ்݇
0௡ିଵ ௡ିଵܫ

൨	. 

  به صورت زير خواهد بود ߰شرط پذيرفتني براي 

టܥ ≡ න
ห ෠߰(ߦ)หଶ

ଵ|௡ߦ|
ଵߦଶ݀ߦ݀⋯௡ߦ݀

ℝ೙
< ∞	. 

  
݊در مورد خاص،  =   ، داريم2

௝߰,௞,௠(0) = 2ି
య
ర௝߰ ቀܣଶೕ

ିଵܵ௞ିଵ(0 −݉)ቁ, 
  

݉که در آن  ∈ ℤଶ ، ݆, ݇ ∈ ℤ   و  

ଶೕܣ = ቈ2
௝ 0
0 2

ೕ
మ
቉		,			 

ܵ௞ = ቂ1 ݇
0 1

ቃ	. 
  

شود (رجوع کنيد يک مثال از شرلت به شکل زير ساخته مي
  ]).۱۳به [

٨   ٧   ٦   ٥   ٤   ٣  ٢  ١  
يک موج پذيرفتني با  ଵ߰فرض کنيم  .۱-۱مثال 

෠߰ଵ ∈ 	݌݌ݑݏو  ஶ(ℝ)ܥ ෠߰ଵ ⊆ ቂ−2,− ଵ
ଶ
ቃ ∪ [ଵ

ଶ
, 2]	 

෠߰ଶبه صورتي باشد که  ଶ߰و فرض کنيم  ∈  ஶ(ℝ௡ିଵ)ܥ
	݌݌ݑݏو  ෠߰ଶ ⊆ [−1,1]௡ିଵ لذا با توجه به تابع .

߰ ∈ شرلت گسسته را به صورت زير تعريف  ଶ(ℝ௡)ܮ
  :کنيممي

෠߰(ߦ) = ෠߰ଵ(ߦଵ) ෠߰ଶ ൬
1
ଵߦ
 	,	ᇱ൰ߦ

ଵߦ ∈ ℝ	, ᇱߦ ∈ ℝ௡ିଵ. 
  

݊بطور مثال، براي  =   ، شرلت به صورت زير بيان2
  شود.مي

ଵ߰تابع  ∈ ܮ
ଶ(ℝ) در نظر  ۷مير -را يک موجک ليماري

 کندگسسته زير صدق مي ۸گيريم که در شرط کالدرونمي
෍| ෠߰ଵ(2ି௝߱)|ଶ
௝∈ℤ

= 1, 

                                                
1. Wavelet 
2. Curvelet 
3. Kaiser 
4. Perel 
5. Weiss 
6. Bertoluzza 
7. Lemarie’-Meyer wavelet 
8. Caldero’n condition 
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෠߰ଵ با ∈ 	݌݌ݑݏ و ஶ(ℝ)ܥ ෠߰ଵ ⊆ ቂ−2,− ଵ
ଶ
ቃ ∪ [ଵ

ଶ
, 2]	 .

ଶ߰همچنين  ∈ ܮ
ଶ(ℝ)  ߱را براي هر ∈ ، يک  [1,1−]

  گيريم که در رابطه زير صدق در نظر مي ۱ايتابع ضربه
  کندمي

෍ | ෠߰ଶ(߱ + ݇)|ଶ
ଵ

௞ୀିଵ

= 1, 

  
෠߰ଶ که در آن ∈ 	݌݌ݑݏو  ஶ(ℝ)ܥ ෠߰ଶ ⊆ [−1,1] .

߰تابع  ∈  کنيمريف ميرا به صورت زير تع ଶ(ℝଶ)ܮ

෠߰(ߦଵ , (ଶߦ = ෠߰ଵ(ߦଵ) ෠߰ଶ ൬
ଶߦ
ଵߦ
൰	,	 

  
  ناميم.مي ۲که آن را يک شرلت کلاسيک

توان نتيجه گرفت ]، مي۱۳مرجع[ ۲با استفاده از گزاره 
൛سيستم شرلت  ௝߰,௞,௠ൟ௝,௞,௠ براي  ۳يک قاب پارسوال

  است. ଶ(ℝଶ)ܮفضاي 
 کنيمرا به شکل زير تعريف مي ෨߰௝,௞,௠جديد حال تابع 

෨߰௝,௞,௠:ℝଶ × ℝ → ℂ 
  

,ߦ)෨߰෠௝,௞,௠ بطوريکه (ݐ = ෨߰෠௝,௞,௠(ߦ, 0)݁±௜|క|௖௧  و
෨߰෠௝,௞,௠(ߦ, 0) = ෠߰௝,௞,௠(ߦ)  يک شرلت  ߰که در آن

൛کنيم باشد. در ادامه ثابت ميکلاسيک مي ෨߰௝,௞,௠ൟ௝,௞,௠ 
  يک قاب پارسوال است.

  
߰براي تابع  .۲- ۱قضيه  ∈ ، سيستم شرلت ଶ(ℝଶ)ܮ

൛ ෨߰௝,௞,௠(ݔ,  يک قاب پارسوال است. ൟ௝,௞,௠(ݐ
  برهان. 

෍ห〈݂, ෨߰௝,௞,௠〉ห
ଶ

௝,௞,௠

= ෍ ቚ〈 መ݂, ෨߰෠௝,௞,௠〉ቚ
ଶ

௝,௞,௠

 

= ෍ ฬන መ݂(ߦ)݁±௜|క|௖௧ ෠߰ത௝,௞,௠(ߦ)݁∓௜|క|௖௧݀ߦฬ
ଶ

௝,௞,௠

 

= ෍ ฬන መ݂(ߦ) ෠߰ത௝,௞(ߦ)݁௜௠క݀ߦฬ
ଶ

௝,௞,௠

 

= න | መ݂(ߦ)|ଶ෍| ෠߰௝,௞(ߦ)|ଶ
௝,௞

 ,ߦ݀

  

∑به دليل اينکه  | ෠߰௝,௞(ߦ)|ଶ௝,௞ =  جعمر ۲(گزاره  1
  ])، پس داريم۱۳[

෍ห〈݂, ෨߰௝,௞,௠〉ห
ଶ

௝,௞,௠

= ‖݂‖ଶ . 

٣    ٢   ١   
൛چون خانواده  ෨߰௝,௞,௠ൟ௝,௞,௠  يک قاب پارسوال براي

݂است، بنابراين تابع  ଶ(ℝଷ)ܮفضاي  ∈   را  ଶ(ℝଷ)ܮ
  وان به صورت زير بسط دادتمي

)۳                 (݂ = ∑ 〈݂, ෨߰௝,௞,௠〉௝,௞,௠ ෨߰௝,௞,௠	.  
  

,݂〉ضرايب شرلت  ෨߰௝,௞,௠〉  ܥرا با نماد௝,௞,௠  نشان  
) را حل ۱)، معادله موج (۳دهيم. در ادامه با استفاده از (مي
  کنيم.مي
  
  . نتايج اصلي۲

به  ℝ௡ابتدا معادله موج مقدار اوليه همگن را در فضاي 
  گيريمر نظر ميصورت زير د

)۴(   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧డ

మ௨
డ௧మ

− ܿଶ ቀడ
మ௨

డ௫భమ
+ డమ௨

డ௫మమ
+⋯+ డమ௨

డ௫೙మ
ቁ = 0	,

ݎ	 = ,ଵݔ) ⋯ , ,(௡ݔ
௧ୀ଴|ݑ = డ௨						,(ݎ)ݓ

డ௧
ቚ
௧ୀ଴

= ,(ݎ)ݒ

 

  
  است. ℝيک ضريب ثابت در  ܿکه در آن 

݊با قرار دادن ) ۴در معادله ( = ، پس معادله موج دو 2
  بعدي زير را خواهيم داشت

)۵   (        ቐ
డమ௨
డ௧మ

= ܿଶ∆ݑ	,

௧ୀ଴|ݑ = (ݔ)ݓ ,						డ௨
డ௧
ቚ
௧ୀ଴

= ,(ݔ)ݒ
 

  
ݔکه در آن  = ,ଵݔ) عملگر لاپلاس  ∆و  (ଶݔ

డమ

డ௫భమ
+ డమ

డ௫మమ
  است. 

  
  ) داريم۵) در (۳با قرار دادن (

)۶        (
,ݔ)ݑ (ݐ = ∑ ௝,௞,௠௝,௞,௠ܥ ෨߰௝,௞,௠ ,ݔ)	 ,(ݐ
,ݔ)ݑ∆ (ݐ = ∑ ∆௝,௞,௠ܥ

௝,௞,௠ ෨߰௝,௞,௠ ,ݔ)	 ,(ݐ
  

                                                
1. Bump function 
2. Classical shearlet 
3. Parseval frame 
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௝,௞,௠ܥکه در آن  = ,ݑ〉 ෨߰௝,௞,௠〉  ܥو௝,௞,௠∆ = ,ݑ∆〉 ෨߰௝,௞,௠〉   
  .ميآوريم و بدست ميريگيه ميل فوري) تبد۶) و(۵، از (اکنون

෍ ௝,௞,௠ܥ
௝,௞,௠

ଶ(ଷߦ݅) ෨߰෠௝,௞,௠ 

= ܿଶ ෍ ∆௝,௞,௠ܥ

௝,௞,௠

෨߰෠௝,௞,௠ 	, 

  
ξکه در آن  = ଵߦ) , ଶߦ ,   . (ଷߦ

 مين، داريبنابرا

෍[ܥ௝,௞,௠
௝,௞,௠

ଶ(ଷߦ݅) − ܿଶܥ௝,௞,௠∆ ] ෨߰෠௝,௞,௠ = 0	, 

  
خواص  يو برخ ∆௝,௞,௠ܥ،  ௝,௞,௠ܥف يو با توجه به تعر

 گرددير حاصل مي، رابطه زيضرب داخل

෍ൣ〈ݑ. ଶ(ଷߦ݅) − ܿଶ∆ݑ, ෨߰௝,௞,௠〉൧
௝,௞,௠

෨߰෠௝,௞,௠ = 0	,	 

  
൛ نکهيل ايبه دل ෨߰௝,௞,௠ൟ௝,௞,௠ ک قاب پارسوال است، ي
 پس

ଶ(ଷߦ݅)ݑ〉 − ܿଶ∆ݑ, ෨߰௝,௞,௠〉 = 0	. 
  

 ن يبنابرا
௝,௞,௠ܥଷଶߦ− = ܿଶܥ௝,௞,௠∆ 	. 

  
و فرمول پلانچرل،  ∆௝,௞,௠ܥ،  ௝,௞,௠ܥ فيبا استفاده از تعر

 ميآوريبدست م

௝,௞,௠ܥ =
1

ଶ(ߨ2)
නݑො(ߦ). ෠߰ത௝,௞,௠(ߦ)݁௜௠క݀ߦ	, 

∆௝,௞,௠ܥ =
1

ଶ(ߨ2)
න∆ݑ෢	. ෠߰ത௝,௞,௠(ߦ)݁௜௠క݀ߦ	. 

  
 مي]، دار۱۴[ ه در مورد مشتقيل فوريت تبدياکنون از خاص

ቆ
߲௡݂
௡ݔ߲

ቇ
∧

= (݅߱)௡ መ݂(߱). 

 لذا
∆௝,௞,௠ܥ = 

−
1

ଶ(ߨ2)
න(ߦଵଶ + .	(ߦ)ොݑ(ଶଶߦ ෠߰ത௝,௞,௠(ߦ)݀ߦ	. 

௞்ିܵر ير متغييبا بکار بردن تغ م ي، خواه ߦ يبه جا ߦଶషೕܣ
 داشت

௝,௞,௠ܥ = 
1

ଶ(ߨ2)
නܣଶೕܵ௞

் ൬ݑො(ߦ). ෠߰ത௝,௞,௠(ߦ)൰݀ߦ	, 
  و

∆௝,௞,௠ܥ = 
−1
ଶ(ߨ2)

නหܣଶೕܵ௞்ߦห
ଶ
ଶೕܵ௞்ܣ ൬ݑො(ߦ). ෠߰

ത
௝,௞,௠(ߦ)൰݀ߦ	, 

  
  ميريگيسهولت، در نظر م يبرا

Γ ∶= ଶೕܵ௞ܣ
் ൬ݑො(ߦ). ෠߰ത௝,௞,௠(ߦ)൰ مي. دار  

௝,௞,௠ܥ =
1

ଶ(ߨ2)
නΓ݀ߦ	, 

 و
∆௝,௞,௠ܥ = 
−1
ଶ(ߨ2)

න(2ଶ௝ߦଵଶ + 2௝(݇ߦଵ +  ߦଶ)ଶ)Γ݀ߦ

=
−1
ଶ(ߨ2)

න൫2ଶ௝ߦଵଶ + 2௝݇ଶߦଵଶ + 2௝ାଵ݇ߦଵߦଶ

+ 2௝ߦଶଶ൯Γ݀ߦ 

=
−1
ଶ(ߨ2)

න2௝൫2௝ߦଵଶ + ݇ଶߦଵଶ + ଶߦଵߦ2݇ 					

+  	ߦଶଶ൯Γ݀ߦ

= −
2௝

ଶ(ߨ2)
නቀ൫2௝ + ݇ଶ൯ߦଵଶ + ଶߦଵߦ2݇ 			

+ ଶଶቁߦ Γ݀ߦ	. 
  

ر يب سه قسمت زياز ترک ∆௝,௞,௠ܥم که يکنيمشاهده م
  ل شده استيتشک

௞భܥ         )    ۷(
∆ = ଶೕ

(ଶగ)మ
൫2௝ + ݇ଶ൯   ,	ߦଵଶΓ݀ߦ−∫

௞మܥ                            )   ۸(
∆ = ଶೕ

(ଶగ)మ ଶߦ−∫
ଶΓ݀ߦ,  

௞భ,௞మܥ )             ۹(
∆ = − ଶೕ

(ଶగ)మ
(2݇) ∫  .ߦଶΓ݀ߦଵߦ

  
م، يريه معکوس بگيل فوري) تبد۹) و (۸)، (۷اگر از روابط (

  ميآورير را بدست ميعبارات ز

௞భܥ
∆ = 2௝൫2௝ + ݇ଶ൯ ቆ

߲ଶܥ௝,௞,௠
߲݉ଵ

ଶ ቇ	, 
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௞మܥ
∆ = 2௝ ቆ

߲ଶܥ௝,௞,௠
߲݉ଶ

ଶ ቇ	,																		 

௞భ,௞మܥ
∆ = 2௝(2݇) ቆ

߲ଶܥ௝,௞,௠
߲݉ଵ߲݉ଶ

ቇ	.			 

  
معادله  يبراک بسط يب شرلت يتوان با کمک ضرايحال، م

  ر نوشتيموج به صورت ز
௝,௞,௠ܥଶߚ− = ܿଶ2௝ ቂ൫2௝ + ݇ଶ൯ ቀ

డమ஼ೕ,ೖ,೘
డ௠భ

మ ቁ +

ቀడ
మ஼ೕ,ೖ,೘
డ௠మ

మ ቁ + (2݇) ቀ
డమ஼ೕ,ೖ,೘
డ௠భడ௠మ

ቁቃ	, )۱۰(                   
  

βکه در آن  ≔   . ݐܿ|ߦ|
ܥم يفرض کن ≔ 2௝ ،ܤ ≔ ݇2௝  ܣو ≔ 2௝(2௝ + ݇ଶ) 

 مين صورت داريدر ا
ଶܤ − ܥܣ = ݇ଶ2ଶ௝ − 2௝൫2௝ + ݇ଶ൯2ଶ௝  
= −2ଷ௝ < 0	,							 
 

دو  يضويب يک معادله مشتقات جزئي) ۱۰ن، معادله (يبنابرا
توان با استفاده از روش ين معادله را ميباشد. ايم يبعد

  ].۱۶، ۱۵حل نمود[ ۲يفيا روش شبه طيو  ۱يشتق متناهم
  

 ݊ف شرلت يبه طور مشابه، با استفاده از تعر .۱- ۲توجه 
ز حل ي) را ن۴( يبعد -݊توان معادله موج يم)، ۲( يبعد

  نمود.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

1   2    

                                                
1. Finite difference method 
2. Pseudo-spectral method 



  ۷۶                                                                      ۱۳۹۶ بهار، نهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهش مژگان امين خواه
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