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  چکيده

1 هاي يك گراف ساده با مجموعه رأس G  فرض كنيد 2 n{ v ,v , ,v } نشان    (ܩ)݊݋ܿاست. گراف همسايه مشترك كه با 
1 هاي شود، گرافي است با مجموعه رأس مي داده 2 n{ v ,v , ,v }  و دو رأس در آن مجاورند اگر دست کم يك همسايه

كنيم. همچنين به بررسي  هاي تركيبي را محاسبه مي مشترك داشته باشند. در اين مقاله گراف همسايه مشترك تعدادي گراف
ܿ  پرداخته و كران پاييني براي عدد خوشه گراف (ܩ)݊݋ܿ و ܩ رابطه هميلتوني بودن گراف برحسب عدد خوشه  (ܩ)݊݋

محدود  ((ܩ)ܶ)݊݋ܿ	 به وسيله عدد رنگي ܩ	  دهيم عدد رنگي كلي گراف آوريم. در ادامه نشان مي به دست مي ܩ	گراف
  شود. مي
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 مقدمه -۱
گيريم. فرض  ها را ساده در نظر مي در اين مقاله گراف

هاي همسايه  دو گراف باشند. مجموعه رأس ܪ	 و ܩ	 كنيد 
دهند.  نشان مي (ݑ)ீܰرا با نماد ܩ	  در گراف  ݑ	 رأس 

هاي موجود در يک مسير، طول آن مسير  به تعداد يال
  v و   u ترين مسير بين دو رأس  شود. طول کوتاه گفته مي

ها گويند و با نماد  را فاصله بين آن  G  در گراف
,ݑ)ீ݀	  دهند. منطبق شدن دو رأس از دو  نشان مي (ݒ

شود.  گراف متمايز منجر به تشکيل يک گراف جديد مي
هاي  دو گراف همبند با مجموعه رأس  ܩوܪ	 فرض کنيد

aمجزا باشند. براي دو رأس V ( G ) وb V ( H )  ،
که با ، v=a=b در رأس   H و   G جمع رأسي دو گراف 

G·H سازي دو رأس شود، از يکسان نشان داده مي  	وܽ 
 آيد. اگر اين دو گراف با يک يال با آغاز دست مي به ܾ	 
گاه عمل جمع  به يکديگر متصل شوند، آن ܾ	  و پايانܽ	 

G يالي دو گراف که با  ~ H شود به دست  نشان داده مي  
   ]۶[ .آيد مي

هاي مجزا  هايي با مجموعه رأس گراف  G  و H  فرض کنيد
و   H به کمک دو گراف،  G+H باشند. در اين صورت پيوند 

G  ،شود: بدين صورت تعريف مي  
V ( G H ) V ( G ) V ( H ),     
ܩ)ܧ + (ܪ = (ܩ)ܧ ∪ (ܪ)ܧ ∪ 
:ݕݔ} ݔ ∈ ,(ܩ)ܸ ݕ ∈  {(ܪ)ܸ

  
معرفي عمل حاصل ضرب دکارتي پرداخته در ادامه به 

 شده که از اعمال ترکيبي مهم در نظريه گراف است.
هاي مجزا  هايي با مجموعه رأس گراف  H و   G فرض کنيد 

هاي رأس  باشند. در اين صورت گراف با مجموعه
V (G) V( H) ݑ)که دو رأس  چنانଵ, ,ଶݑ) و  (ଵݒ  (ଶݒ

در   v2 با   v1 و   u1=u2 با هم مجاور است اگر و تنها اگر 
  G در گراف   u2 با   u1 و   v1=v2 مجاور باشند يا   H گراف 

گويند و با   H و   G ضرب دکارتي  مجاور باشد، حاصل 
 GH  دهند. نشان مي  

هاي مجزا  هايي با مجموعه رأس گراف  H و   G فرض کنيد 
هاي رأس  گراف با مجموعه باشند. در اين صورت

V (G) V( H) ، ݑ)  که دو رأس  چنانଵ, ,ଶݑ) و(ଵݒ  (ଶݒ
  G در گراف   u2 و   u1 با هم مجاور است اگر و تنها اگر 

ଵݑ مجاور باشند، يا = مجاور   H در گراف   v2 با   v1  و ଶݑ
گويند و   و  G اي  نامه ضرب لغت باشند، ترکيب يا حاصل 

و   G1 عمل کروناي دو گراف  دهند. نشان مي  [[ܪ]]Gبا
 G2  1را با نماد 2G G آيد:  دست مي  نشان داده و چنين به

، نسخه از  ) G1 هاي تعداد رأس=   n1 و   G1  ازيک نسخه (
  G2  هاي نسخه  را در نظر گيريد. سپس همه رأس i  ام از
  G2   را به رأس i  ،11 ام 2i , , , n ،   از G1  .وصل کنيد  

هاي  هايي با مجموعه رأس گراف  G2 و   G1 فرض کنيد 
 هاي رأس  گاه گراف با مجموعه مجزا باشند. آن

1 2V(G ) V(G ) ,ଵݑ)که دو رأس چنان ،  ,ଶݑ)  و (ଵݒ  (ଶݒ
  v1 و  G1  در گراف   u2 با   u1 با هم مجاورند اگر و تنها اگر 

گويند و   G2 و   G1 مجاور باشد، تانسور  G2  در گراف   v2 با 
1 با 2G G مسيري كه شامل هر رأس  دهند. نشان مي   
 G   چنين دور هميلتوني  نامند. هم است را مسير هميلتوني
 G   دوري است كه شامل هر رأس باشد. يک گراف را

گراف هميلتوني گويند، اگر داراي دور هميلتوني باشد. 
دهند،  نشان مي Gکه آن را با نماد  G مکمل گراف 

و دو رأس در آن   V(G) هاي  گرافي است با مجموعه رأس
 مجاور نباشند.  G مجاورند اگر و تنها اگر در 

كه  است چنان  V از   S زيرمجموعه   G ي گراف  يك خوشه
باشد. اندازه  كامل   S روي مجموعه   G  گراف القايي

)اي گويند و با ترين خوشه را عدد خوشه بزرگ G ) 
 رنگ،  k ، تخصيص  G آميزي رأسي  دهند. رنگ نشان مي

۱،۲،...،k هاي  به رأس G  آميزي سره است اگر  است. رنگ
هيچ دو رأس مجاور متمايز داراي يک رنگ نباشند. گراف 

 G  ، k- پذير رأسي است اگر  رنگ G   داراي -k  آميزي   رنگ
كه با نماد G  رأسي سره باشد. عدد رنگي وابسته به

( G ) نيمم  شود، مي نشان داده مي k -  هايي است که
پذير رأسي است. بنابراين اگر عدد  رنگ G  ،  -k براي آن 

هاي  توان مجموعه رأس باشد مي  k برابر با   G رنگي گراف 
1ها، Vi اين گراف را به  i k  که  ، افراز کرد چنان Vi  ها
باشند. به  مي  i هايي است که داراي رنگ  مجموعه رأس

 Vi شود.  هاي رنگي گفته مي ها کلاس-k  آميزي يالي رنگ
 است. رنگ  G  هاي رنگ به يال k  تخصيص G  گراف

آميزي سره است اگر هيچ دو يال مجاور داراي يک رنگ  
 - k داراي  G پذير يالي است اگر  رنگ G  ،  -k نباشند. گراف 

،  G آميزي يالي سره باشد. عدد رنگي يالي وابسته به رنگ
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پذير يالي رنگ G  ،  -k هايي است که براي آن   k- مي نيمم 
ها  آميزي گراف بر يال آميزي کلي، نوعي رنگ است. رنگ

آميزي کلي هيچ دو رأس مجاور  ها است. در رنگ و رأس
چنين  و هيچ دو يال مجاور داراي يک رنگ نيست. هم

يک رأس و يک يال مجاور هم داراي رنگ يکسان 
آميزي کلي  ها، براي يک رنگ نيمم تعداد رنگ نيستند. مي

)"(ا عدد رنگي کلي ناميده و با ر  G سره  G   نشان
در سال   G دهند. گراف همسايه مشترك بر گراف  مي

يك   G فرض كنيد . چنين تعريف شده است    ]۲[در   ۲۰۱۱
1هاي گراف با مجموعه رأس 2 n{ v ,v , ,v }  ،است

داده نشان   (ܩ)݊݋ܿ	 گراف همسايه مشترك كه با 
هاي شود، گرافي است با مجموعه رأس مي

1 2 n{ v ,v , ,v }   و دو رأس در آن مجاورند اگر دست
،  †Gگراف مشتق  کم يك همسايه مشترك داشته باشند.

و دو رأس   G هاي يكسان با  گرافي است با مجموعه رأس
باشد.   2 برابر با   Gها در در آن مجاورند اگر فاصله آن

G†توان ديد  آشکارا مي con(G )  اگر و تنها اگر G  ،
گاه دوبخشي باشد، آن  G شامل مثلث نباشد. بنابراين اگر 

†G con(G ) چنين گراف  . هم G2   كه گراف تواني
هاي  شود، گرافي با مجموعه رأس مرتبه دوم ناميده مي

است و دو رأس در آن مجاور است اگر و تنها   G يكسان با 
چه گفته  باشد. بنابر آن  ۲ حداكثر   G ها در  اگر فاصله آن

است. براي اطلاعات بيشتر   G2 زيرگراف    (ܩ)݊݋ܿ	 شد
را ببينيد. نمادهاي ديگر از    ]۱۰،۹،۸،۷،۴،۳[در اين زمينه 

  آمده است.    ]۱۱،۵[مراجع 
  

  نتايج اصلي -۲
بخش به بررسي گراف همسايه مشترک برخي  در اين 

ها پرداخته شده است. ابتدا به بررسي ساختار  اعمال گراف
  پردازيم. گراف همسايه مشترك پيوند دو گراف مي

 
  G1  دو گراف و گراف  G2 و   G1 فرض كنيد  :۱قضيه 

  گاه رأس تنها باشد. آن گرافي بدون
  

1 21 2 n n( )con G   G K ,   كهni  ، 1 2i   تعداد
  است.   Gi هاي گراف  رأس

باشند. در   G1 دو رأس گراف   u2 و   u1 فرض كنيد  اثبات:
در نظر گرفته شود، با   G2 اين صورت هر رأسي در گراف 

مجاور است.   G1  +  G2 در گراف   u2 و   u1 هاي  رأس
1 بنابراين 2 1 2u u E ( con( G ) G ) طور مشابه . به

باشند نيز با توجه به   G2 دو رأس از گراف   v2 و   v1 اگر 
نيز يالي در   v1v2 توان ديد كه  تعريف پيوند دو گراف مي

ଵܩ)݊݋ܿ گراف + رأس   G1 باشد. از سويي چون  مي  (ଶܩ
1تنها ندارد، اگر 1u V ( G ) 1و 2v V ( G ) گاه  ، آن

ܰ  رأس درهر  ீభ(ݑଵ)	 ،  مجاور با v1   در گراف G1  +  G2  
باشد.  مي  G1  +  G2  يالي در گراف نيز  u1v1 است. بنابراين 
  ■با هم مجاور است.   G1  +  G2 هاي  پس همه رأس

قضيه بعد به بررسي ساختار گراف همسايه مشترك 
  پردازد. حاصل ضرب دكارتي دو گراف مي

 
  گاه  دو گراف باشند، آن  H و   G فرض كنيد  :۲قضيه 

con(G × H) = ൫ܿ(ܩ)݊݋ ×  ൯(ܪ)݊݋ܿ
∪  (ܪ⨂ܩ)ܧ

  
1فرض كنيداثبات:  nV ( G ) { v ,  , } v  و

1 mV ( H) {u , , } u  چنين و هم  i j r sv  ,  u v  ,  u  
)con يالي در گراف G H )  باشد. با توجه به تعريف

هاي توان ديد رأس همسايه مشترك ميگراف  i  j v ,  u 

و  r s v  ,  u .داراي رأس مجاور مشترك هستند  
௜ݒاگر  , كه وجود دارد چنان Hدر  uگاه رأس ، آن ௥ݒ

H j H su N ( u ) N ( u )  كند كه  و اين ايجاب مي
)1ثابت كه   i براي هر  i n )  هاي بين يال 
 i  j v ,  u   1( j m )  ، uj هاي بين  ، فقط يال 

1( j m)   در گراف 	طور مشابه هستند. به (ܪ)݊݋ܿ
௝ݑ اگر , وجود دارد  Gدر   v گاه رأسي مانند  باشد، آن  ௦ݑ

G كه چنان i G rv N (v ) N (v )  كند  و اين ايجاب مي
)1ثابت،  j كه براي هر  j m )  هاي بين ، يال

 i  j v ,  u  ،1( i n )   هاي بين  فقط يال vi ،
1( i n )  ، در 	هستند. در نتيجه گراف (ܩ)݊݋ܿ

con( G H )  گرافcon( G ) con( H ) را به 
 عنوان زيرگراف دربردارد.
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i حال فرض كنيد rv v jو    su u  توان رأس مي 
௞ݒ) , هاي عنوان رأس مجاور با رأسرا به (௧ݑ i  j v , u و 
 r s v  ,  u در گرافG H   در نظر گرفت. چون
௞ݒ)  ,  مجاور با  (௧ݑ i  j v , u  ݒ)  است بنابراين௞ =    (௜ݒ

jو tu u E( H )   ݑ) يا௝ = kو  )௧ݑ iv v E ( G ) .
௞ݒ) چنين چون هم ,  مجاور با  (௧ݑ r s v  , u  است بنابراين

 vk= vr  وs tu u E( H )  ياs tu   u  وk rv v E(G ). 
هايي كه همسايه مشترك  كند تنها رأس اين ايجاب مي

هاي رأس i  j v , u و r s v  , u در گرافG H  ،هستند
௜ݒ) هاي رأس , ௥ݒ) و  (௦ݑ , باشند. بنابراين مي (௝ݑ

i rv v E ( G )   وj su u E( H )  و از تعريف گراف
  ■آيد.  ضرب تانسور دو گراف نتيجه به دست مي

هايي براي محاسبه گراف  هاي بعد، فرمول در قضيه
همسايه مشترك تركيب و حاصل ضرب كروناي دو 

  .کنيم ارائه مي H و   Gگراف 
  

دو گراف باشند كه رأس   H و   G فرض كنيد  :۳قضيه 
  گاه  تنها ندارند، آن

m mcon(G[[H ]]) con(G)[[ K ]] E G[[K . ( ]]) 

  
1كنيدفرضاثبات:  nV(G) {v , , } v  1و mV(H) {u, , } u  

باشند. در اين  H  و  G  هاي هاي گراف مجموعه رأس
1 صورت 1i j.V(G[[H]]) {(v , u ) | i n, j m  }      

ivچون براي هر V ( G ) ،1 i n ،iv   يك رأس
 در iv  تنها نيست، بنابراين رأسي وجود دارد كه با رأس

 G ،مجاور است. پس بنابر تعريف تركيب دو گراف
i r i s( ) v  ,  u v  , u ( ) ،1 r s m   يك يال در ،

 ،   vj  و vi  چنين اگر باشد. هم مي ([[ܪ]]ܩ)݊݋ܿ گراف
1 i , j n همسايه مشترك در ، G   ،داشته باشند

rگاه  آن ji s( ) v  ,u  ,v u ( ) ، 1 r s m   ، يالي در   
باشد،  G  يالي در  vivj  است. اگر ([[ܪ]]ܩ)݊݋ܿ گراف
گاه بنابر تعريف  رأس تنها ندارد، آن H  چون

r ji s( ) v  ,u  ,v u ( )  ،1 r s m   يالي در گراف ،
  ■است.  ([[ܪ]]ܩ)݊݋ܿ

  
  دو گراف باشند كه رأس  H و   G فرض كنيد  :۴قضيه 

  گاه  تنها ندارند، آن 

1

n

m G i i
i

con(G H ) con(G ) K E N (v )  ). ( H


    
 H و   G  هاي هاي گراف به ترتيب تعداد رأس mو  nكه 

  .است
  

1فرض كنيداثبات:  nV ( G ) { v ,  , } v  
در  H امين کپي از  i- باشد.   G   هاي گراف مجموعه رأس

G  گراف Hبا Hi   شود. چون نشان داده مي  vi   يک
)Hi ،  1  همسايه مشترک بين هر دو رأس در  i n ) 

con(Gدر گراف Hi است، پس بين هر دو رأس از H ) 
)Hi ،1 يک يال وجود دارد. از سويي چون i n )  ،

در  vi  باHi رأس تنها ندارد بنابراين هر رأس در 
con( G H ) مجاور است. به عبارت ديگر، اگر vi  وvj  ، 
1 i , j n  را به عنوان همسايه مشترک در   v  ، رأس  

ها در  آنهمسايه مشترک  v  گاه داشته باشند، آن  G  گراف
)conگراف G H ) باشد. براي هر يال نيز مي

i jv v E(G )،  vi  و vj  به ترتيب همسايه مشترک
  ■ .هستند Hj  و  Hi هاي براي همه رأس

در قضيه بعد به بررسي ساختار گراف همسايه مشترک 
  .پردازيم جمع رأسي و جمع يالي دو گراف مي

  
  گاه  دو گراف باشند، آن  H و   G فرض كنيد  :۵قضيه   

.ܩ)൫	݊݋ܿ ,ݒ)(ܪ ൯(ݑ = 
൫ܿ(ܩ)݊݋. ,ݒ)൯(ܪ)݊݋ܿ  	(ݑ
∪ (ݒ)ீܰ)	ܧ +	ܰு(ݑ)) 

,ݒ)(ܪ~ܩ)൫	݊݋ܿ ൯(ݑ = 
൫ܿ(ܪ)݊݋ܿ~(ܩ)݊݋൯(ݒ, (ݑ ∪ ݒ൫ܧ + ܰு(ݑ)൯ 

∪ ݑ)ܧ  ((ݒ)ீܰ+
  

در   u  هاي رأس به همسايه v  اتصال رأس v  +  NH(u)  که
  .است H  گراف

  
به  H و G  بنابر تعريف جمع رأسي يالي دو گراف اثبات: 

توان ديد آساني مي con ( G )·con ( H ) ( v ,u ) 
))conزيرگراف G·H )(v ,u است. با توجه به تعريف  ((

در  v  و  u  هاي جمع رأسي دو گراف با يکي گرفتن رأس
(G·H )(v ,u داراي يک همسايه  NG(v)  ، هر رأس در(
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باشد. بدين ترتيب  مي   NH(u) مشترک با هر رأس در
شود. اثبات قسمت دوم نيز مشابه  قسمت اول اثبات مي

قسمت اول با استفاده از تعريف جمع يالي دو گراف نتيجه 
  ■.شود مي

  
رابطه بين تعدادي گراف خاص و  -۳

  ها گراف همسايه مشترك آن
ترکيبي هاي  در ادامه گراف همسايه مشترك برخي گراف

به   R(G)،  Q(G)  هاي زيرتقسيم، کلي، خطي، مانند گراف
دست آمده است. ابتدا به بررسي گراف همسايه مشترك 
گراف زيرتقسيم پرداخته و در واقع ساختار اين گراف 

 کنيم. بيان مي  G و گراف يالي   G برحسب گراف 
كنند: (مرجع  پنج گراف پايين را نظير مي  G به گراف 

  را ببينيد)     ]۱۲[
هاي  : گرافي است که مجموعه رأس  L(G)گراف يالي 

است و دو رأس با هم   G  هاي آن متناظر با مجموعه يال
هاي متناظر آنها داراي يک رأس  مجاورند هرگاه يال

  مشترک باشند.
: گرافي است که با افزودن يك   S(G) گراف زيرتقسيم 
آيد، يا به طور معادل هر  به دست مي   Gرأس بر هر يال

  جايگزين شود.   ۲ با يك مسير به طول   G  يال
يك رأس جديد قرار    G : بر هر يال   T(G) گراف كلي

كنند اگر  دهند و دو رأس جديد را به هم وصل مي مي
داراي رأس مشترك باشند. ،  Gهاي متناظرشان در  يال
مجاور بودند به هم    Gهايي را كه قبلاً در چنين رأس هم

  كنند.  وصل مي
دهند  يك رأس جديد قرار مي   G: بر هر يال   R(G) گراف

مجاور بودند به هم وصل    Gهايي را كه قبلاً در و رأس
  يك  G توان به جاي هر يال  ارز مي طور همكنند يا به مي

  مثلث قرار داد. 
دهند  يك رأس جديد قرار مي  G : بر هر يال    Q(G)گراف

هاي  كنند اگر يال و دو رأس جديد را به هم وصل مي
  داراي رأس مشترك باشند.،  G متناظرشان در 

  
  يك گراف باشد، در اين صورت  G فرض كنيد  :۶قضيه 

con( S ( G )) G L( G ).    

1 فرض کنيداثبات:  nV (G ) {v , , } v  و
1 mE ( G ) { e , , } e  ها و  به ترتيب مجموعه رأس
باشند. بنابراين مجموعه   G هاي گراف  مجموعه يال

  به صورت  S(G) هاي  رأس
11 mn e eV(S(G)) {v , , v , v , , }  v   است که 

iev، 1( i m)    ،
به دست   ei ي اضافه کردن يک رأس در يال  به وسيله

 آيد. مي
kاگر i je v v E(G)  گاه باشد، آنi jv v    يک يال در

 con(S(G))  باشد. چون رأس نيز مي 
kev مجاور با ، vi   و

 vj  در  S(G)  ها در در واقع همسايه مشترک اين رأس بوده 
 S(G)   است. با استفاده از تعريف S(G)  ،هاي  يال G  ، فقط

1هاي ميان يال n{v , ,  v }   در con(S(G))   هستند. از
هاي طرفي رأس

iev و 
jev مجاورند اگر   con(S(G)) در   

مجاور باشند که اين   G در   ej  و  ei هاي  و فقط اگر يال
چنين آشکارا هيچ يالي بين هماست.   L(G) همان گراف 
1 n{v , ,  v }  و

1 me e{v , , v }  وجود ندارد، پس 
con( S(G)) G L(G)   . 

در ادامه
1 me e{v , , v } هاي متناظر با  مجموعه رأس

1  هاي مجموعه يال m{ e , ,  e }چنين هم. است
ie G k G jv ( N (v ) N (v ))  پيوند رأس  

ievو
G k G jN (v ) N (v ) گيريم در نظر مي.  

  
هاي گرافي با مجموعه رأس G فرض كنيد  :۷قضيه 

1 nV ( G ) {v , , } v  هاي و مجموعه يال
1 mE ( G ) { e , , } e  چنين مجموعه  باشد. هم  

 به صورت  R(G)  هاي رأس

11 mn e e{ v , , v , v   , , v }  باشد. در اين صورت  
൯(ܩ)൫ܴ	݊݋ܿ = ܩ ∪ (ܩ)ܮ ∪  ൯(ܩ)݊݋൫ܿܧ
∪	(∪௘೔ୀ௩ೖ௩ೕ		∈ா(ீ) ௘ܸ೔ + (௞ݒ)ீܰ) ∪ ܰீ  (((௝ݒ)	

  
براي اثبات حکم سه حالت پايين را در نظر اثبات: 

  بگيريد:
1هاي هاي بين رأس يال .۱حالت  n.{ v , ,v }   

هاي  باشند. رأس  R(G) دو رأس از   vj  و  vi فرض کنيد 
 همسايه مشترك اين دو رأس از مجموعه

1 n{v , ,  v }  در R(G) هاي همسايه  ، يکسان با رأس
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  con(G) است. بنابراين   G ها در گراف  مشترك آن
 باشد. مي  con(R(G)) زيرگراف 

گاه باشد، آن  G يک يال در گراف ،  ek=vivj چنين اگر  هم
kev  هاي  همسايه مشترك رأسvi   و vj   در R(G)  

نيز است.   con(R(G)) يک يال در vivj   است. بنابراين
گاه  مجاور نباشند، آن  G در   vj  و  viاگر ،  R(G)  بنابر تعريف

ها همسايه مشترکي از مجموعه اين رأس
1 me e{v , , v } 

   . ندارند  R(G) در  
هاي هاي موجود بين رأس يال . ۲ حالت 

1 me e.{v , ,v }   
فرض کنيد 

iev   و 
jev  دو رأس در گراف R(G)   .باشند

 هاي در اين صورت فاصله ميان رأس
iev  و  

jev  در R(G)  

است. بنابراين  ۲ دست کم 
iev  و 

jev هيچ همسايه   
 مشترکي در مجموعه

1 me e{v , , v }  ندارند و vk  
هاي مجاور به رأس

iev  و 
jev است اگر 

را به عنوان رأس   vk رأس ،  ej  و  ei هاي  و تنها اگر يال
زيرگراف   L(G) داشته باشند. بنابراين   G  مشترك در گراف

 con(R(G))  شود. مي  
1هاي هاي موجود بين رأس يال . ۳ حالت    n{v , ,  v } 

و
1 me e{v , , v }  .  

 و   vi هاي رأس  
jev  در R(G)   را در نظر بگيريد. اين

ها هيچ همسايه مشترکي در مجموعه رأس
1 me e{v , , v } 

است. بنابراين  G يک يال در   ej=vrvs ندارند. فرض کنيد  

jR( G ) e r sN ( v ) { v ,v }  هاي پس فقط رأس  NG(vr)  

 همسايه مشترك با رأس،  NG(vs) و 
jev   دارند.  R(G) در   

  شود: گفته شده نتيجه مي  با استفاده از سه حالت
൯(ܩ)൫ܴ	݊݋ܿ = ܩ ∪ (ܩ)ܮ ∪  ൯(ܩ)݊݋൫ܿܧ
∪	(∪௘೔ୀ௩ೖ௩ೕ		∈ா(ீ) ௘ܸ೔ + (௞ݒ)ீܰ) ∪ ܰீ  (((௝ݒ)	

  
و   R(G) ي بين  رابطه  ۷اکنون با استفاده از قضيه 

 con(R(G))  آيد. به دست مي  
 

  R(G) گاه  يک گراف باشد. آن  G فرض کنيد  :۸نتيجه 
  است.  con(R(G))  زيرگراف

  
 گاه باشد. آن G  يالي از گراف ei=vkvj  : فرض کنيداثبات

k G jv N (v )  وj G kv N (v )دهد که . اين نتيجه مي 

  
ie kv v   و 

ie jv v   هايي در يال 
 

i k j ie v v E( G ) e G k G jv ( N (v ) N (v ))    هستند. 
 زيرگراف R(G)   بنابراين

i k j ie v v E( G ) e G k G jG ( v ( N (v ) N (v )))       
  R(G) توان ديد که  مي ۷  است. حال با استفاده از قضيه

  ■ .است  con(R(G))  زيرگراف
1، فرض کنيد G در گراف  k{ ,  , } e e  مجموعه

را به عنوان رأس مشترك   u هايي باشند که رأس  يال
دارند. در ادامه مجموعه

1 ke e{ v , , v }  با نماد'
G(u )N 

  دهيم. نشان مي
  

G)2يك گراف باشد و G فرض كنيد  :۹قضيه  )  ،
  در اين صورت

൯(ܩ)൫ܳ	݊݋ܿ = ܩ ∪ (ܩ)ܮ ∪ 
(∪	(∪௘ೠೡ∈ಶ(ಸ) ሖܰீ(ݑ) + ሖܰீ(ݒ)) 
∪	(∪௘ೠೡ∈ಶ(ಸ) ௘ݒ + (ݑ)ீܰ) ∪  ((ݒ)ீܰ

  
براي اثبات حکم سه حالت پايين را در نظر اثبات: 

  بگيريد:
1هاي هاي بين رأس يال .۱حالت  n.{ v , ,v }   

باشند. چون فاصله   Q(G) دو رأس از   vj  و  vi فرض کنيد 
است،   ۲  حداقل Q(G)  در گراف  G  هاي ميان رأس

هاي  ها هيچ همسايه مشترکي از رأس بنابراين آن
1مجموعه n{v , ,v } ندارند. فرض کنيد 

1G i kN  (v ) { v , , } v  هاي رأس همسايه  vi  و
1 1i k i k e v v , , e v v   هاي  بنابراين همسايه .هستند

، Q(G)در گراف   vi  رأس
1 ke e{  , } v , v است. اما

1ev   ،...،
kev   به غير از ،   vi  ،به ترتيب مجاور به  v1   ،...، vk 
1از مجموعه n{v , ,v } در گراف  Q(G)   .نيز هستند

  .است con(Q(G)) زيرگراف  G  بنابراين
هاي  هاي موجود بين رأس يال . ۲ حالت 

1 me e.{v , ,v }   
فرض کنيد

iev   و 
jev دو رأس در گراف  Q(G)   باشند. با
، Q(G)  استفاده از تعريف

iev   و 
jev  يک همسايه

1مشترك در مجموعه  n{v , ,v }  مانند ، vk   دارند اگر و
را به عنوان رأس   vk  رأس،  ej  و  ei هاي  تنها اگر يال
 con زيرگراف   L(G) داشته باشند. بنابراين   G مشترك در 

(Q(G))  است .  
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 حال رأس 
iev     ei=vrvs را در نظر بگيريد. اگر   Q(G) در   

 گاه فقط  باشد، آن  G يک يال در 
iev تواند به عنوان  مي

r هاي همسايه مشترك براي مجموعه
'
GN ( v )  و  

'
G sN ( v ،  G  در   ei=vrvs باشد. بنابراين براي هر يال    (

'
G G s

'
rN ( v ) N ( v )   زيرگراف con(Q(G))  .است 

1 هاي هاي موجود بين رأس يال . ۳ حالت    n{v , ,  v } 
و

1 me e{v , , v }  .  
 و   vi هاي رأس  

jev  در Q(G)   نظر بگيريد. چون را در
است،   ۲  حداقل  Q(G)  در گراف  G  هاي فاصله ميان رأس

هاي  ها هيچ همسايه مشترکي از رأس بنابراين آن
1مجموعه n{v , ,  v }  ندارند. فرض کنيد  ej=vrvs 

 هاي باشد. در اين صورت همسايه  G يالي در 
jev در   

مجموعه 
1 me e{v , , v }،r

'
GN (v '  و  (

G sN (v ) هستند.   
گاه آن،  et=vrvk اگر 

tev V ( Q ( G )) در مجموعه
1 n{ v , ,  v }   فقط با vr  و  vk  شود. پس مجاور مي 

G r G sN (v ) N (v ) 1هايي در تنها رأس n{v , ,  v }  
 هستند که داراي يک همسايه مشترک با 

jev در   
مجموعه

1 me e{v , , v } .هستند  
  توان ديد: هاي بالا مي با در نظر گرفتن حالت

 ܿ ൯(ܩ)൫ܳ	݊݋ =
ܩ ∪ (ܩ)ܮ ∪ (∪	(∪௘ୀ௨௩∈ா(ீ) ሖܰீ(ݑ) +
ሖܰீ(ݒ)) ∪	(∪௘ୀ௨௩∈ா(ீ) ௘ݒ + (ݑ)ீܰ) ∪
 ((ݒ)ீܰ

   
و   Q(G) ي بين  رابطه  ۹حال با استفاده از قضيه 

 con(Q(G))  آوريم. را به دست مي  
   

  Q(G) گاه  يک گراف باشد، آن  G فرض کنيد  :۱۰نتيجه 
  است.  con(Q(G))  زيرگراف

 
گاه  باشد، آن  G يالي از گراف   ei=vkvj فرض کنيد  اثبات:  

vk NG(vj)  و  vj NG(vk)  .دهد  اين نتيجه مي
ie kv v  و 

ie jv v    هايي در يال  

i k j ie v v E(G) e G k G jv (N (v ) N (v ))    باشند. بنابراين 
 Q(G)  زيرگراف  

i k j ie v v E(G) e G k G jL(G) ( v ( N (v ) N (v )))    

  
  Q(G) توان ديد که  مي  ۹است. حال با استفاده از قضيه 

  ■است.   con(Q(G)) زيرگراف 
در قضيه بعد به بررسي ساختار گراف همسايه مشترک 

  .پردازيم گراف کلي مي
 گاه يک گراف باشد، آن G  فرض کنيد :۱۱قضيه 

൯(ܩ)൫ܶ	݊݋ܿ = ܩ ∪ ((ܩ)݊݋ܿ)ܧ ∪ (ܩ)ܮ
∪ ((ܩ)ܮ)݊݋ܿ	
∪ (∪௘ୀ௨௩∈ா(ீ) ௘ݒ (ݑ)ீܰ)	+
∪  (((ݒ)ீܰ

  
  براي اثبات حکم سه حالت زير را در نظر بگيريد:اثبات: 
1هاي هاي بين رأس يال .۱حالت  n.{ v , ,v }   

باشند. در اين   T(G) دو رأس از   vj  و  vi فرض کنيد 
هاي همسايه مشترك اين دو رأس از  صورت رأس

1 مجموعه n{v , ,  v }  درT(G)  ،هاي  يکسان با رأس
است. بنابراين   G ها در گراف  همسايه مشترك آن

 con(G)   زيرگراف con(T(G))  چنين اگر  هم باشد. مي
 ek=vivj  ، يک يال در گراف G  گاه باشد، آن

kev   همسايه
 vivj است. بنابراين   T(G) در   vj  و  viهاي  مشترك رأس

اگر ،  T(G) نيز است. بنابر تعريف   con(T(G)) يک يال در 
vi  و  vj   در G   ها همسايه  گاه اين رأس نباشند، آنمجاور

  مشترکي از مجموعه
1 me e{v , , v }    . ندارند T(G)  در   

هاي هاي موجود بين رأس يال . ۲ حالت 
1 me e.{v , ,v }   

فرض کنيد
iev  و 

jev  دو رأس در گراف  T(G)  .با باشند
، T(G)  استفاده از تعريف

iev  و 
jev  يک همسايه مشترك

1در مجموعه n{v , ,v } مانند ، vk   دارند اگر و تنها اگر
  G  را به عنوان رأس مشترك در  vk رأس ،  ej  و  ei هاي  يال

   . است  con(T(G)) زيرگراف   L(G) داشته باشند. بنابراين 
1 هاي از سوي ديگر اگر مجموعه رأس n{ v , ,v }  از

 V(T(G))  مانده گراف  حذف شود، گراف باقي L(G)   .است
 هاي هاي ديگري که بين رأس بنابراين يال

1 me e{v , ,v }   
  con(L(G)) هاي  ماند فقط يال باقي مي  con (T(G)) در 

  هستند.
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1 هاي هاي موجود بين رأس يال . ۳ حالت     n{v , ,  v } 
و

1 me e{v , , v }  .  
  باشد. بنابراين  G  يک يال در ei= vrvs  فرض کنيد

i

' '
T(G ) e r s G r G sN (v ) {v ,v } N (v ) N (v )    و

G  کند که اين ايجاب مي rN (v G و ( sN (v ) هايي  تنها رأس  
1 مجموعه  در n{v , , v }  هستند که {vr ,  vs}   را به عنوان

 همسايه مشترك با
iev Gدارند. از طرف ديگر    rN ( v )  

G  و sN ( v ) 1 هايي در مجموعه تنها رأس   n{v , ,  v } 
' هستند که 

G G s
'

rN ( v ) N ( v )   را به عنوان
 همسايه مشترك با 

iev  در T(G)   دارند. بنابراين 
iev   

G فقط با  r G sN ( v ) N ( v ) 1 در مجموعه n{v , ,  v } 
  توان ديد: چه که گفته شد، مي با توجه به آن  .مجاور است

൯(ܩ)൫ܶ	݊݋ܿ = ܩ ∪ ((ܩ)݊݋ܿ)ܧ ∪ (ܩ)ܮ
∪ ((ܩ)ܮ)݊݋ܿ	
∪ (∪௘ୀ௨௩∈ா(ீ) ௘ݒ (ݑ)ீܰ)	+
∪  (((ݒ)ீܰ

  
  T(G) ي بين رابطه ۱۱  حال با استفاده از قضيه

  .آوريم را به دست مي   con(T(G)) و
 

  T(G) گاه  يک گراف باشد. آن  G فرض کنيد : ۱۲نتيجه  
  است.  con(T(G)) زيرگراف 

 
باشد. در اين   G يالي از گراف   ei=vkvj فرض کنيد  اثبات: 

 صورت
k G jv N ( v ) و 

j G kv N ( v ) و اين نتيجه   
 دهد که  مي

ie kv v  و
ie jv v   هايي در يال 

i k j ie v v E( G ) e G k G jv ( N (v ) N (v ))     .هستند 
  زيرگراف  T(G) بنابراين 

i k j ie v v E(G) e G k G jG L(G) ( v (N (v ) N (v )))     

  T(G) توان ديد که  مي  ۱۱ است. حال با استفاده از قضيه 
  ■ است.  con(T(G)) زيرگراف 

  
نتايج بيشتر روي گراف همسايه  -۴

  مشترك
همبندي گراف همسايه مشترك مورد بررسي قرار   ]۱[در 

گرفته است و ثابت شده است گراف همسايه مشترك 
همبند و غير دو   G  همبند است اگر و فقط اگر گراف

ي هميلتوني بودن  هايي درباره بخشي باشد. در ادامه نتيجه
  .گراف همسايه مشترک بيان شده است

 رأس  n  گرافي همبند با G فرض کنيد: ۱۳قضيه 
3n و  n  يک عدد فرد باشد. اگر  G   يک گراف

  نيز هميلتوني است.  con(G) گاه  هميلتوني باشد، آن
 

 گاه يک گراف هميلتوني باشد، آن  G  فرض کنيداثبات: 
 G  1 داراي دور 2 1n nC :v v v v     است که از هر رأس  
 G  کند. آشکارا اين دور در  بار عبور مي دقيقاً يک con(G)  
  صورتبه

1 3 5 2 4 1 1n n nC :v v v v v v v v          ،است
کند.  بار عبور مي دقيقاً يک  con(G) هاي  که از همه رأس

  ■نيز گرافي هميلتوني است.   con(G) بنابراين 
 درست نيست. در شکل ۱۳  توجه کنيد که وارون قضيه

۱ ،G   هاي فرد است که شامل دور  گرافي با تعداد رأس
دور هميلتوني  con(G) هميلتوني نيست ولي 

2 5 3 1 4 2v v v v v v       چنين اگر  را دارد. هم G  
گاه  زوج است، آن  n رأس باشد که   n گرافي هميلتوني با 

 con(G)   لزوماً گرافي هميلتوني نيست. براي نمونه گراف
 Ka,a  توان ديد  را در نظر گيريد. به آساني مي Ka,a   گرافي

a هميلتوني است و ,a a acon( K ) K K   که  

a aK Kدور هميلتوني است.  گرافي ناهمبند و بي 
توان  هميلتوني باشد، نمي  con(G) در حالت کلي اگر 

را  ۲ هميلتوني است. براي نمونه شکل   G نتيجه گرفت 
  ببينيد.

در ادامه به بررسي عدد خوشه و عدد رنگي گراف همسايه 
  مشترک پرداخته شده است.

  
)3 گرافي همبند با   G فرض کنيد : ۱۴قضيه  G )    

)باشد. در اين صورت  c o n( G )) ( G )   .  
  

  

باشد   G يک خوشه در گراف   S فرض کنيد  اثبات:
| که چنان S | ( G )  x,y,z . بنابراين براي هر  V( S )   ،
xyداريم , xz , yz E ( G ) دهد براي  . اين نتيجه مي

x دو رأس , y V ( S ) xy ، داريم  E( con( G )) . از  
نيز است و اين   con(G) يک خوشه در گراف   S اين رو 

)کند ايجاب مي co n( G )) ( G )    .■ 



 
 ۷۹                                                                                                                                                      مشترك همسايه گراف

 

   

زيرگراف   H شود که اگر  بنابر تعريف عدد رنگي نتيجه مي
 - k نيز   H گاه  پذير باشد، آن رنگ  -k گرافي   G و   G گراف 

)پذير است پس رنگ G ) ( H )    چنين با  هم
شود براي هر  استفاده از تعريف گراف کلي نتيجه مي

"،  G گراف  ( G ) ( T ( G ))    .  
  نتيجه زير را داريم:  ۱۲بنابراين با استفاده از نتيجه 

گاه يک گراف باشد، آن  G فرض کنيد  :۱۵نتيجه 
". ( G ) ( con( T ( G )))    

  
  
  
  

  
  
  

  
 con(G)گراف هميلتوني  G ،(b)گراف ناهميلتوني  (a) :۱شکل 

  

 
  con(G)گراف هميلتوني  G  ،(b)گراف ناهميلتوني  (a) :۲شکل 
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