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 . مقدمه۱
−ݏܲ ن مقاله رستهيدر ا - ܵرا رسته تمام  ܵ

را  ℳ و ܵ گروه مين يرو ييمرتب جز يها  مجموعه
که  ييمنظم خالص مرتب جز يها يختيخانواده تمام تکر

 .ميريشود در نظر بگ يف مير تعريبه صورت ز
، ܤرا در ܣ ييمجموعه مرتب جز-ܵ ريز .۱ف يتعر

از  يم اگر هر دستگاه متناهينام ييخالص مرتب جز
ر باشد. يز حلپذين ܣ ر باشد، دريحلپذ ܤ نامعادلات که در

ܣ:݂ يختيتکر → خالص مرتب  يختيک تکريرا  ܤ
مجموعه مرتب - Sر يک زي (ܣ)݂ م اگرييگو ييجز
 .باشد B از ييجز
 ييها يختين تکريچن يا رسته م خواصينجا قصد داريدر ا
 يآن را بررس ي، حدها و هم حدهايبيل خواص ترکياز قب

م يمطالعه مفاه يبرا ن خواص معمولاًيم. ايکن
ها  ستميس-ܵ يويو پروژکت يويمانند انژکت يکيهمولوژ

در مورد  يا رند. در ابتدا خلاصهيگ يمورد استفاده قرار م
- ܵروه، گ مي، نييچون مجموعه مرتب جز يميمفاه

از است يرا که مورد ن ييمجموعه مرتب جز-ܵستم و يس
 .ميکن يان ميب

خالص مرتب   يختيتکر يا در بخش دوم خواص رسته
حدها مورد  ، حدها و هميبيل خواص ترکياز قب ييجز

 .مطالعه قرار گرفته است
 يها شاخه يا در تمامين اشياز مهمتر يکيو يا انژکتياش

از  يا نسبت به رسته خاصا رين اشيباشد. ا يجبر م
خواص  ين بررسيکنند. بنابر ا يف ميها تعر يختيتکر

 .کند يدا ميت پيها اهم يختين نوع تکريا يا رسته
ن يها وجود دارد ا يختينگونه تکريکه در ا يپرسش اساس

ل خواص يک خواص شناخته شده، از قبياست که کدام 
 ر که در انواعيو محک ب يکي، خواص همولوژيا رسته

شده  يگوناگون بررس يها در رسته يويمختلف انژکت
  .باشد يها برقرار م يختين نوع تکرياست، در ا

و را در يء انژکتيش Berkheaum، ۱۹۶۰در حدود سال 
 يآن را بررس يا ف و خواص رستهيها تعر ستميس- S رسته

 يکيخواص همولوژ يبه بررس ياديکرد. بعد از آن افراد ز
و در يء انژکتيانواع خاصتر ش نير آن و همچنيو محک ب

، Normakر ينظ ين رسته پرداختند. افراديا
Skornjakov ،Gould ،Knower، Bulman 

fleming ،kilp  ...ر پروفسور ينظ يرانيدانان اياضيو ر
ن، ي، اکبر گلچي، مژگان محموديميابراه يمحمد مهد

و .... همانطور  يد رسوليلا شهباز، حمي، ليغلامرضا مقدس
 ير در رسته مدولها برقرار است وليم محک بيدان يکه م

در  ييمرتب جز يها مجموعه-ܵها و  ستميس-ܵدر رسته 
ي مختلف يها يختيجه تکريست. در نتيبرقرار ن يحالت کل

شده  يآنها بررس ير براياند و محک ب ف شدهيکنون تعرتا
ز يم نيکن يم ينجا معرفيکه ما در ا ييها يختياست. تکر

- ܵ يبرا ين محکيچن يت به بررسير نهاتواند د يم
  .و آن منجر شوديانژکت ييمرتب جز يها مجموعه

 
 تعاريف و مقدمات .۲

 ييمرتب جز يها مجموعه ين فصل ابتدا به معرفيدر ا
و  يل کراندارين آن از قبياديم بنيپرداخته و مفاه

شده است. سپس به طور خلاصه به  يمعرف يجهتدار
ݐܿܣ ف رستةيتعر − راست پرداخته  يها ستميس-ܵز ا ܵ

ݐܿܣيو جبر يا م رستهياز مفاه يو برخ − ان يرا ب ܵ
−ݏܲم و در آخر بطور خلاصه رستهيکن يم - ܵاز  ܵ

 .شده است يمعرف ييمرتب جز يها مجموعه
ک يرا  ܣ مجموعة يرو ≥ ييرابطة دوتا .۲ف يتعر

، يانعکاس ≥م هرگاه ينام يم ب)ي(ترت يب جزئيرابطة ترت
,ܣ)ن صورت يباشد. در ا يو متعد يپادتقارن ا به ي، (≥

 (مرتب) يمرتب جزئک مجموعة ي، را ܣطور ساده 
ک مجموعة مرتب ي (≥,ܣ) ن اگريم. همچنينام يم

است  يمرتب کلک مجموعة ي (≥,ܣ) مييگو يباشد، م
,ܽهر دو عضو  يهرگاه برا ܾ ∈  مي، داشته باشܣ
ܽ ≤ ܾا ي ܾ ≤ ک يرا  يکل . هر مجموعة مرتبܽ

 م.ينام يم ريزنج
ک مجموعة مرتب باشد. هر ي ܲ ميفرض کن. ۳ف يتعر

را  ܳ يرو ܲ بيد ترتيهمراه با تحد ܲ از ܳ رمجموعةيز
 م. ينام يم ܲ از رمجموعة مرتبيزک ي
ک يرا  ܲ از مجموعة مرتب ܦ رمجموعة مرتبيز

ܽ م هرگاهينام ينييمجموعة پا ≤ ܾ ∈ جه دهد ينت ܦ
ܽ ∈ ≥,ܤ) و(≥,ܣ) ميض کن. فرܦ دو مجموعة  (′
ܣ:݂ مرتب و → ب يحافظ ترت݂ مييگو يتابع باشد. م ܤ

ଵܽ، ܣاست هرگاه، اگر در  کنوا)ي( ≤ ܽଶ آنگاه
݂(ܽଵ) ≤ ′݂(ܽଶ)يبينشانندة ترتک يرا  ݂ ني. همچن 
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,ଵܽهر  يم هر گاه براينام يم (نشاننده) ܽଶ ∈ ، ܣ
ܽଵ ≤ ܽଶ  گر و فقط اگرا  ݂(ܽଵ) ≤ ′݂(ܽଶ). 

ܽ عضو ∈ هر  يم، هرگاه براييمم) گوين يمم (ميماکس ܣ
ܾ ∈ ܾم يداشته باش ܣ ≤ ܽ (ܽ ≤ . عضو (ܾ

 .ميده يش مينما (⟘) ⟙ مم را با نماديماکس
) با ييک عمل دوتايک مجموعه با يک گروهواره (ي

ک يشود.  يده مينام گروه مينک ير يپذ ضرب شرکت
 ݖشود. عضو يده مي، تکواره نام۱ يگروه با عضو همان مين

شود هرگاه به  يگفته مصفر راست ک ي ܵ گروه مياز ن
ݏ هر يازا ∈ ݖݏ ميداشته باش ܵ =  ن عضوي، همچنݖ

ݖ ∈  هر يشود هرگاه به ازا يگفته مصفر چپ ک ي ܵ
ݏ ∈ ݏݖم يداشته باش ܵ =  ܵصفرک عضو ي. ݖ

هم صفر راست و هم صفر است که  ܵ از 0مانند  يعضو
ک صفر چپ يرا که هر عضو آن  ܵ گروه ميچپ باشد. ن

 .نديگو گروه صفر چپ مينک يباشد 
ک مجموعه همواره ابزار ي يگروه رو ميک نيکُنش  

راً يبوده است، اخ ياضير يمطالعة ساختارها يبرا يديمف
نة يشده است که در زم ياز کسان يز مورد علاقة برخين

کنند. در ادامه به طور خلاصه اجزاء  ير کار موتيعلوم کامپ
 يم کرد (برايان خواهين رسته را بيل دهندة ايتشک

 .)دينيرا بب ]۱۲[ و ]۱۱[،]۸[شتر ياطلاعات ب
ک ي ܣ گروه و ميک ني ܵ ديفرض کن. ۴ف يتعر

 مجموعه باشد. اگر نگاشت
:ߤ ܣ × ܵ → ܣ

(ܽ, (ݏ ↦ =:ݏܽ ,ܽ)ߤ  ,(ݏ

 يشود موجود باشد به قسم يده مينام ܣ بر ܵ که کنش
ܽ هر يکه برا ∈ ,ݏ و هر ܣ ݐ ∈ م يداشته باش ܵ

(ݐݏ)ܽ = ستم يس-ܵ کيرا  ܣ ن صورتي، در اݐ(ݏܽ)
 ܵ م. اگرينام يم ܵ يرو ستم (راست)يسک يا ي (راست)

ن صورت معمولاً يباشد در ا ۱ يک تکواره با عضو هماني
1ܽ از است که شرطين = ܽهر  يز براين ܽ ∈ برقرار  ܣ

,ܣ)ک جبريستم، يسܵ−باشد، در واقع هر   (௦∈ௌ(௦ߤ)
:௦ߤ است که ܣ →  ياست به طور يکانيک عمل ي ܣ

,ݏ هر يکه به ازا ௦ߤ، ܵاز ݐ ∘ ௧ߤ = علاوه،  . به௦௧ߤ
ن صورت فرض يداشته باشد در ا ۱ يعضو همان S اگر

ଵߤ ميکن يم = ݅݀و. عض ܽ ∈ ا ي عضو ثابتک ي ܣ
 هر يشود هرگاه برا يده مينام ܣ درعضو صفرک ي

ݏ ∈ ݏܽ شرط ܵ = ک ي ′ܣ ديبرقرار باشد. فرض کن ܽ
ر يزک ي ′ܣ ن صورتيباشد. در ا ܣ رمجموعه ازيز
′ܣ شود، و با نماد يده مينام ܣ ستميس ≤ ش داده ينما ܣ
′ܽ هر يشود، هرگاه برا يم ∈ ݏ و هر ′ܣ ∈ ه داشت ܵ

ݏ′ܽم يباش ∈ ده ينام ′ܣ عيتوسک ي ܣ ني. همچن′ܣ
خود به عنوان  يي، با عمل دو تاܵگروه  ميشود. هر ن يم

 يخارج يستم است. با الحاق همانيس ܵ-ک يکنش، خود 
ܵندارد تکوارة يکه عضو همان يگروه ميبه ن ۱ ∪ {1} 

 .شود يش داده مينما ଵܵ د که بايآ يبه دست م
ܣ:݂ تنگاش .۵ف يتعر →  و ܣ ستميس-ܵن دويب ܤ
شود اگر، به  يگفته م يختيهمر-ܵا ينگاشت - 	ܵکي  ܤ
ݏ هر يازا ∈ ܽو هر ܵ ∈ (ݏܽ)݂، ܣ = . ݏ(ܽ)݂

ܣ:݂ يختيهمر → شود اگر، هم  يده مينام يختيکري ܤ
شود  ين صورت گفته ميک و هم پوشا باشد. در ايک به ي

ܣ هستند و با نمادخت يکري ܤو ܣ که ≅ ش ينما ܤ
  شود.  يداده م

ک يستم باشد. يس-ܵک ي ܣ ديفرض کن .۶ف يتعر
ا ي يستميس-ܵ يهمنهشتک ي ܣ يرو ߩ يارز رابطة هم
 هر يشود هر گاه به ازا يده مينام ܣ يرو يهمنهشت

ܽ, ܽ′ ∈ ݏو  ܣ ∈ . در ݏ′ܽߩݏܽجه دهد ينت ′ܽߩܽ، ܵ
ݏఘ[ܽ] يعيبا عمل طب		ߩ/ܣ ن صورتيا = ، به ఘ[ݏܽ]

ݏهر يازا ∈ ستم يسستم راست است که يس-ܵک ي، ܵ
  يختيشود. همر يده مينام ߩ توسط ܣ يخارج قسمت

:ఘߨ ܣ → ߩ/ܣ
ܽ ↦ [ܽ]ఘ,

 

 شود.  يده مينام يکانون يختيبرور
ܣ:݂ ديفرض کن. ۷ف يتعر → نگاشت -ܵک ي ܤ

، که به ݂ݎ݁݇، ݂ هستة يارز رت همن صويباشد. در ا
,ܽهر يازا ܽ′ ∈ اگر و تنها  ′ܽ(݂ݎ݁݇)ܽ به صورت ܣ

(ܽ)݂اگر =  يک همنهشتيشود  يف ميتعر (′ܽ)݂
ده ينام ݂ هستة يهمنهشتها است و  ستميس يرو
ݏܲ رستة يحال به معرفشود.  يم − - ܵ از ܵ

 يها يگژين، ويم. همچنيپرداز يمرتب م يها مجموعه
از هستند ين مقاله مورد نين رسته را که در ايا يا رسته

 .ميکن يم يادآوري
تکواره ک يرا  ܵ )گروه، گروه ميتکواره (ن. ۸ف يتعر

ک مجموعة ي ܵ م هرگاهينام يم گروه، گروه) مرتب مي(ن



  ۶۴                                                                      ۱۳۹۶ تابستان، دهم، شماره سومهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهش برزگرسن ح
 
 

 

سازگار باشد.  ܵ يرو ييب، با عمل دوتايمرتب باشد و ترت
ݏگر، يبه عبارت د ≤ ′ݏ و ݐ ≤  جه دهدينت ′ݐ
′ݏݏ ≤ را  ܵ از تکوارة مرتب ܶ رمجموعة مرتبي. ز′ݐݐ

ଶܶ م هرگاهييگو يم رتکوارة مرتبيزک ي ⊆ ܶ . 
ک ي ܣ ک تکوارة مرتب وي ܵ ميفرض کن. ۹ف يتعر

  - S( مجموعة-ܵک ي ܣ مييگو يمجموعة مرتب باشد. م
مجموعة -ܵک ي ܣ است، هرگاه مرتب راست سيستم)

ب را حفظ يترت ܣ يرو ܵ که کنش يبه طورراست باشد 
,ܽ هر يگر، برايان ديکند. به ب ܽ′ ∈ ,ݏو ܣ ′ݏ ∈ ܵ ،
	ܽ ≤ ݏو′ܽ ≤ ݏܽجه دهد ينت ′ݏ ≤  و ܣ گاه. هر′ݏ′ܽ

ܣ:݂مجموعة مرتب راست باشند و-ܵدو  ܤ → ک ي ܤ
مرتب  يا مجموعه- ܵ يختيهمرک ي ݂ مييتابع باشد، گو

راست  يا مجموعه-ܵيختيرهمک ي ݂ است هرگاه راست
مرتب  يها مجموعه-ܵب باشد. کلاس همة يو حافظ ترت

ک يل ين آنها تشکيب يها يختيراست به همراه همر
ݏܲن رسته را بايدهند. ا يرسته م − ش ينما 	ܵ

 م. يده يم
ز يمجموعة مرتب چپ را ن-ܵتوان  يبه طور مشابه م

 يها وعهمجم-ܵن مقاله، يف کرد. اما در سراسر ايتعر
- ܵم و به اختصار، آنها را يريگ يمرتب راست را در نظر م

 .مييگو يمجموعة مرتب م
خود به  يي، با عمل دوتاܵهر تکوارة مرتب. ۱۰توجه 

 مجموعة مرتب است. - ܵ کيعنوان کنش، به وضوح 
مجموعة  -ܵاز  ܤ رمجموعة مرتبيز. ۱۱ف يتعر

هرگاه م ينام يم مجموعة مرتب-ܵريزک يرا  ܣ مرتب
ܾ هر يبرا ∈ ݏو هر ܤ ∈ ݏܾمي، داشته باشܵ ∈ . ܤ

 شود.  يده مينام ܤ عيتوسک ي ܣن صورت، ين در ايهمچن
 مجموعة مرتب -ܵيرو ߠ يارز رابطة هم. ۱۲ف يتعر
م ينام يم۱مرتب يها مجموعه -ܵيهمنهشتک يرا ܣ	

ن يها باشد با ا مجموعه -ܵيک همنهشتي ߠ هرگاه
 يا ب، به گونهيک ترتي، با ߠ/ܣمجموعة-ܵت کهيخاص
 يختيمجموعة مرتب شود که همر -ܵک يل به يتبد
ܣيا مجموعه -ܵيعيطب → - ܵيختيک همري، ߠ/ܣ

,ܽهر يمرتب گردد (برا يا مجموعه ܽ′ ∈ ܽ، ܣ ≤ ܽ′ 
[ܽ]جه دهدينت ≤ [ܽ′] .( 

 مجموعة مرتب-ܵکي يدهد که برا ير نشان ميمثال ز
، ممکن است ܣ يرو ߠ يها مجموعه-ܵيو همنهشت ܣ

قرار  ߠ/ܣ مجموعة-ܵ يرا رو يمختلف يها بيبتوان ترت
ܣ يعيطب يختيداد که همر → ب شود يحافظ ترت ߠ/ܣ

 مرتب گردد). يها مجموعه-ܵ يک همنهشتي  ߠ(
ܵ ميفرض کن. ۱۳مثال  = ܣو {1} = {ܽ, ܾ, ⟙}  
 ميده ير نباشند. قرار ميپذ سهيمقا ܾ و ܽ که يبه طور
ߠ = Δ د که تحت يتوان د يم ي). به آسانية تساو(رابط
- ܵ يک همنهشتي Δ ،Δ/ܣير رويز زيب متمايسه ترت

 :مرتب خواهد شد يها مجموعه
ن عضو يبزرگتر [⟙] ر نباشند ويپذ سهيمقا [ܾ] و [ܽ] )۱

 باشد،
۲ ([ܽ] < [ܾ] < [⟙]، 
۳(  [ܾ] < [ܽ] < [⟙] . 
و  ܣ مجموعة-ܵ يکه برا ]۱۲ [ميکن يم يادآوري

ܪ ⊆ ܣ ×  د شدةيتول يها مجموعه-ܵ ي، همنهشتܣ
ف ير توصي، به صورت زܪتوسط  ܣ يرو (ܪ)ߠ

 :شود يم
ܽ اگر و تنها اگر ′ܽ(ܪ)ߠܽ =  يا به ازاي ′ܽ

ݏ  مانند ييعضوها ∈ ݔ)و ܵ , (′ݔ ∈ ܪ ∪   ،ଵିܪ
 ܽ = ଵݏଵݔ , ଵݏଵ′ݔ = ,ଶݏଶݔ . . . , ݏ′ݔ = ܽ′.   

݅ = 1, . . . , ف يو توص يساز مشخص يبرا ،݊
د شده توسط يمرتب تول يها مجموعه-ܵ يها يهمنهشت

 ١ م:يکن ير توجه ميف زي، ابتدا به تعرييروابط دوتا
-ܵ يرو ܴ ييک رابطة دوتاي يبرا. ۱۴ف يتعر

 مانند يا ر، رابطهيزنج ܴ ، منظور ازܣ مجموعة مرتب
≤ோ ܽهر يکه برا ياست به طور ܣ يرو, ܽ′ ∈ ، ܣ

ܽ ≤ோ  مانند يياگر و تنها اگر عضوها ′ܽ
ܽଵ, ܽ′ଵ, . . . , ܽ, ܽ′ ∈  وجود داشته باشند که ܣ

ܽ ≤ ܽଵܴܽ′ଵ ≤. . . ≤ ܴܽܽ′ ≤ ܽ′ . 
 يرو ߠ يها مجموعه -ܵيک همنهشتي ]۶[ .۱۵لم 
 يها مجموعه - ܵ يک همنهشتي، ܣمجموعة مرتب -ܵ

,ܽهر  يمرتب است اگر و تنها اگر برا ܽ′ ∈ ، ܣ
ܽ ≤ఏ ܽ′ ≤ఏ  . ′ܽߠܽ جه دهدينت  ܽ

مجموعة - ܵ يرو ܪ ييرابطة دوتا يبرا. ۱۶ف يتعر
 مرتب القا شده يها مجموعه - ܵ يهمنهشت، ܣ مرتب
 :شود يف مير تعريبه صورت ز ܪ توسط ܣ يرو (ܪ)ߥ

                                                
1. ܵ-poset congruence 



 

 ۶۵                                                                                                             هاي منظم خالص مرتب جزيي اي تکريختي خواص رسته
 

   

ܽاگر و تنها اگر  ′ܽ(ܪ)ߥܽ ≤ఈ(ு) ܽ′ ≤ఈ(ு) ܽ ،
ܽ اگر و تنها اگر ′ܽ(ܪ)ߙܽ که در آن =   اي ′ܽ

ܽ = ଵݏଵݔ , ଵݏଵ′ݔ = ,ଶݏଶݔ . . . , ݏ′ݔ = ܽ′,  
ݏ يبه ازا ∈ ݔ) و ܵ , (′ݔ ∈ ݅، ܪ = 1, . . . , ݊. 
به  (ܪ)ߥ/ܣ يب مورد نظر روين، رابطة ترتيهمچن

  :ر استيصورت ز
ఔ(ு)[ܽ] اگرو تنها اگر ≤ [ܽ′]ఔ(ு) ܽو ≤ఈ(ு) ܽ′ . 

- ܵ ين همنهشتيتر کوچک (ܪ)ߥ توان نشان داد که يم
 هر يکه برا ياست به طور ܣ يمرتب رو يها مجموعه

,ݔ) (′ݔ ∈ ఔ(ு)[ݔ]، ܪ ≤ ن، در ي. همچنఔ(ு)[′ݔ]
(ܪ)ߠحالت خاص،  = ܪ)ߥ ∪  يهمنهشت، (ଵିܪ

 توسط ܣ يرو (ܪ)ߠ د شدةيمرتب تول يها مجموعه-ܵ
 يمرتب رو يها مجموعه-ܵ ين همنهشتيتر (کوچک ܪ
 .است )ܪو شامل ܣ

م و يمفاه يبرخ ]۶[ن قسمت، با استفاده از منبع يدر ا
 يآوراديمرتب را  يها مجموعه- ܵ يا خواص رسته

 .ميکن يم
- ܵاز  يا خانواده ∈ூ(ܣ) ميفرض کن. ۱۷گزاره 
  ن صورت،يمرتب باشد. در ا يها مجموعه

(i) ضرب (ܣ)∈ூ ݏܲ در رستة − عبارت است از  ܵ
∏آنها،  يحاصلضرب دکارت 	∈ூ و  يا ب مولفهي، با ترتܣ

∈ூ(ܽ) يبرا يعني، ܵ ياعضا يا کنش مولفه ∈
∏ 	∈ூ ݏ  و ܣ ∈ ܵ ،(ܽ)∈ூݏ = (ܽݏ)∈ூ . 

(ii) همضرب (ܣ)∈ூ ݏܲ در رستة − عبارت  ܵ
∐آنها،  ياست از اجتماع مجزا 	∈ூ ب ي، با همان ترتܣ

 يبرا يعني، ܵ ياعضا يعيها و کنش طبܣموجود در 
	ܽ ∈ ∐ 	∈ூ ܣ ݏو  ∈ مانند  يعضو ي، چون براܵ

݅ ∈ ܽم ي، دارܫ ∈ ف شده يهمان کنش تعر ݏܽ ، لذاܣ
ܣ مجموعة مرتب-ܵدر   باشد.  يم 

:ܣ} خانوادة يبرا. ۱۸ف يتعر ݅ ∈ - ܵاز  {ܫ
ک عضو صفر ي يمرتب، که هر کدام دارا يها مجموعه

∈ூ⊕، ميجمع مستقهستند،  ߠ فرد منحصربه ، به ܣ
∏ مجموعة مرتب حاصلضرب-ܵر يصورت ز 	∈ூ ܣ و  

ها به  ݅ همة يازا که به يبه طور ∈ூ(ܽ) يشامل تمام
ܽ، ܫدر  ݅ سياند ياستثناء تعداد متناه = ف يتعر  ߠ

 شود.  يم
  حدها و همحدها را در رستة ينجا ساختار کليدر ا

ݏܲ −   .ميکن يم يرفمع ܵ
:ܦ ميفرض کن. ۱۹گزاره  ܫ → ݏܲ − ک نمودار ي ܵ

ߙهر  يباشد که برا ∈ ܫ = مجموعة مرتب -ܵ، ܫ݆ܾܱ
ߙ هر ين به ازاي، و همچنఈܣ → ߚ ∈ ، ܫݎܯ
:ఈఉ݃ مرتب يا مجموعه - ܵ يختيهمر ఈܣ → ఉܣ را  

 ن صورت،يکند. در ا يمشخص م
(i) ܣ برابر است با ܦ حد = ఈܣ݈݉݅ = ⋂ 	ఈ∈ூ  ఈܧ

  که در آن
ఈܧ = {ܽ = (ܽఉ)ఉ∈ூ ∈ ∏ 	ఉ   :ఉܣ
ߚ∀) ∈ (ܽ)ఈఈఉ݃(ܫ =   ,{(ܽ)ఉ

ఈ و ضرب  يريتصو يها ن نگاشتياُم ߚ و ߙ، ఉو 
مرتب  يا مجموعه-ܵ يها يختين، همريهستند. همچن

:ఈݍبه صورت يحد = :ఈ| ఈܣ݈݉݅ → ف يتعر ఈܣ
 .شوند يم

(ii)  ߙܣ݈݉݅ܿبرابر است با  ܦهمحد:=
∐ ܫ∋ߙ	 د شده توسط يتول يهمنهشت ߠ ، که در آنߠ/ߙܣ

ܪ = ,ఈ(ܽఈ)ݑ)} :(ఉ݃ఈఉ(ܽఈ)ݑ ܽఈ ∈
ఈܣ , ߙ → ߚ ∈ - ܵ يها يختياست. همر {ܫݎܯ

ఈ݃ به صورت يمرتب همحد يا موعهمج :=
:ఈݑఏߛ ఈܣ → ها  ఈݑ هستند که ఈܣ݈݉݅ܿ

ఏߛ بوده و يضرب هم يها نگاشت خارج  يعيطب يختيبرور 
  است.  يقسمت

 
هاي خالص مرتب اي تکريختي خواص رسته. ۳

 جزيي
 يها ستميس-  ܵخانواده  ࣛ ميکن ين بخش فرض ميدر ا
 و ܵ ييگروه مرتب جز مين يراست رو ييتب جزمر

ℳدر  ييمرتب جز يها يختيخانواده همة تکر ݊
ݏܲرستة  − ܵ	،ℳ منظم  يها يختيخانواده تکر

 يها يختيخانواده همة تکرℳ و ييخالص مرتب جز
 .مرتب راست باشند يها ستميس - ܵ ييمنظم مرتب جز

ݐܿܣ ستهخالص در ر يها يختيتکر − - ܵاز  ܵ
 ن بار توسطياول ي، براܵگروه  مين يها رو ستميس

Gould ن ينجا ما ايف شدند. در ايتعر ]۱۰[ و ]۹ [در
در  ييمنظم خالص مرتب جز يها يختيمفهوم را به تکر

 يها يختيم. در واقع، تکريده يم ميتعم ܵ−ݏܲ رسته
ر نسبت به محک بئ يديدگاه جديد ييخالص مرتب جز
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 ميدهند. فرض کن يها به دست م ستميس يويانژکت يبرا
ک يباشد. نامعادلات  ييمجموعه مرتب جز-ܵک ي ܣ

تواند به  يفقط م ܣ در يها دستگاه از نامعادلات با ثابت
 ر باشد:يز يها از صورت يکي

ݏݔ  ≤ ,ݐݔ ݏݔ ≤ ,ݐݕ ݏݔ ≤ ܽ, ܽ ≤   ݏݔ
,ݏ که در آن ݐ ∈ ܽ و ܵ ∈  را ݕ و ݔ ي. پارامترهاܣ

ک يم. ينام يرا ثابت م ܽ ب ويرا ضرا ݐو   ݏر،يمتغ
مجموعه -ܵک يرا در  Σ دستگاه از نامعادلات فوق مانند

 يدارا ܤ در Σ م، اگريير گويحلپذ ܤ مانند ييمرتب جز
 .ک مجموعه جواب باشدي

، ܤرا در  ܣ ييمجموعه مرتب جز-ܵر يز. ۲۰ف يتعر
از  يدستگاه متناه م اگر هرينام ييخالص مرتب جز
 ܣ ر باشد، دريحلپذ ܤ که در ܣ در يها نامعادلات با ثابت

 ر باشد. يز حلپذين
و  ياز خواصّ جبر يند برخيآ يکه م ير بخشيدر سه ز

−ݏܲ رستة يا رسته  يها يختيرا نسبت به تکر ܵ
م. خواصّ يده يمورد مطالعه قرار م ييخالص مرتب جز

 م.يکن يها مطالعه م ن بخشيا حد را در ب، حد، و هميترک
م يو مفاه يويمطالعه انژکت يبرا ين خواص ابزاريا

  باشند.  يم ℳ مربوط به يهمولوژ
 
هاي خالص  خواص ترکيبي تکريختي .۱ .  ۳

 مرتب جزيي
، به ℳاز خواص کلاس  ير بخش تعدادين زيدر ا

خالص  يها يختيب تکريژه خواص مربوط به ترکيو
 ين خواص و خواصيم. ايآور يرا به دست م ييمرتب جز

مورد  يويمطالعة انژکت يند برايآ يکه در ادامة بخش م
 .ازندين

ها مرتب  يختيکريد که همة يکن يمشاهده م. ۲۱توجه 
ک يبا  يختيکريک يب ي، خالص هستند و ترکييجز
خالص  يختيک تکري، ييخالص مرتب جز يختيتکر

 است.  ييمرتب جز
ب يم، اگر ترکييب بسته گويرا تحت ترک ℳ خانواده

 يختيک تکري ييخالص مرتب جز يختيهر دو تکر
 باشد.  ييخالص مرتب جز

همواره  ℳ د کلاسيم ديهمانطور که در ادامه خواه
 .ب بسته استيتحت ترک

 ب بسته است. يتحت ترک ℳ خانواده. ۲۲لم 
ܣ:݂ م کهيفرض کناثبات:  → :݃ و ܤ ܤ → دو  ܥ

ت ينکه از کليباشند. بدون ا ييخالص مرتب جز  يختيتکر
شمول  ݃ و ݂ توان فرض کرد که يمساله کاسته شود م

از نامعادلات با  يمتناه يدستگاه Σ ميباشند. فرض کن
 ܥدر يمجموعه جواب يباشد که دارا ܣ در يها ثابت

است که  ܤ در يها با ثابت يدستگاه Σ جهياست. در نت
 جه دريو در نت ܤ در يجواب Σ نيدارد. بنابرا ܥ در يجواب
 دارد.  ܣ
است. ر چپ يپذ حذف ℳدهد که ير نشان ميجة زينت

 اگر ݃ و ݂ يها يختيتکر يکه برا ين معنيبه ا
݂݃ ∈ℳ݂آنگاه   ∈ ℳ. 

  پذير چپ است. حذف ℳ خانواده. ۲۳قضيه 
 است.  يقابل بررس يگساد حکم فوق به يدرست اثبات:
 راست لزوماً يريپذ دهد که حذف ير نشان ميمثال ز

 .باشد يبرقرار نم
ܵ ميفرض کن = ,ଵݏ} ب يم گروه چپ صفر با ترتين {ଶݏ

ܥ ميباشد. فرض کن يمعمول = {ܽ, ܾ, ر يک زنجي {ܿ
عناصر ثابت و عمل  ܿ و ܽ کهيباشد بطور يسه عضو

ଵݏܾ بصورت  ܾ يرو = ܽ, ଶݏܾ = ف شود. يتعر ܿ
ܣ ييمرتب جز يها مجموعه- ܵر يز =  و {ܽ}

ܤ = {ܽ, ر يز ܣ د. واضح است کهيريرا در نظر بگ {ܿ
 است. دستگاه ܤ از ييستم خالص مرتب جزيس

ଵݏݔ} ≤ ܽ, ଶݏݔ ≥ ܾمانند  يجواب {ܿ ∈ دارد،  ،ܥ
  ܤخالصع يتوس ܥ نيندارد. بنابرا ܤ در يجواب يول
  .باشد ينم
ارايه  ييخالص مرتب جز  يختيال دو مثال از تکرح
 .رنديگ يم که در ادامه مورد استفاده قرار ميده يم

مجموعه مرتب -ܵرا در  ܽ عضو ثابت (i). ۲۴مثال 
را به آن تحت عمل  ߠ د. عضويريدر نظر بگ ܣ ييجز

ݏߠ = ܽݏ)ݏ ∈ ߠ و رابطه (ܵ ≤  اگر و تنها اگر ܽ
ܽ ≤ ߠ  زيو ن ܽ ≥ ܽ اگر و تنها اگر ܽ ≥ الحاق  ܽ

 در ييخالص مرتب جز  يختي، تکرܣنصورت يد. در ايکن
 .است ఏܣ
(ii) مم ينيا ميمم و يا ماکسيعضو ثابت  يدارا ܣ اگر

ఏܣستم خالص ازير سيک زي ܣ نصورتيباشد، در ا است   
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 گر عناصرياست که در ارتباط با د يعضو ثابت ߠ کهيبطور
  باشد.  ينم ܣ
  
  هاي خالص مرتب جزيي حد تکريختي .۲ .  ۳

 ييجز هاي خالص مرتب در اين زير بخش رفتار تکريختي
م. ابتدا توجه يده يرا نسبت به حدها مورد مطالعه قرار م

ضرب و جمع  را تحت ضرب، هم ℳ د که خانوادهيکن
هر خانواده از  يم، اگر براييم بسته گويمستق
} مانند ييص مرتب جزخال يها يختيتکر ݂: ܣ →

:ܤ ݅ ∈ ضرب و جمع  ضرب، هم يينگاشت القا {ܫ
 .باشد ييخالص مرتب جز يختيم، تکريمستق
 .تحت ضرب بسته است ℳ (i). ۲۵ه يقض
(ii) ميفرض کن { ݂: ܣ → :ܤ ݅ ∈ ک خانواده از ي {ܫ
 نصورتيباشد. در ا ييخالص مرتب جز يها يختيتکر
ܣ:݂ييالقا يختيهمر → خالص   يختيز تکرين ܤ∏

 است.  ييمرتب جز
} ديفرض کناثبات:  ݂: ܣ → :ܤ ݅ ∈ ک ي {ܫ

باشد. نمودار  ييخالص مرتب جز يها يختيخانواده از تکر
݅ هر ير را به ازايز ييجابجا ∈  :ديريدر نظر بگ ܫ

ෑ	
∈ூ

ܣ →


ෑ	
∈ூ

ܤ

 ↓ ↓ 

ܣ →


ܤ

 

  :م کهيم نشان دهيخواه يم
݂ = ( ݂)∈ூ :	∏ 	∈ூ ܣ → ∏ 	∈ூ ܤ   

 Σمياست. فرض کن ييخالص مرتب جز يختيک تکري
∏  در 	∈ூ  يها يمجموعه نامساو [Σ] ر باشد ويحلپذܤ

ه جواب آن باشد. طبق گزاره مجموع يگذاريآن بعد از جا
 يمنظم است. به ازا يختيک تکري  	݂،]۱۴[ از مرجع ۲

݆ هر ∈ Σ مجموعه ܬ ܣ در ييهايرا نامساو  در نظر  
بدست  Σ ن مولفه نامعادلات دريام- ݆م که از يريگ يم

ܣ آمده باشند. چون هر ܤ در  Σ خالص است و   يجواب 
ܤ در Σ ، پسدارد  ܣ در يجواب   يجواب Σ جهيو در نت 
 .دارد ܣ در

  اثبات قسمت دوم مانند اثبات قسمت اول است. 
 

  را تحت ييخالص مرتب جز يها يختيخانواده تکر
-ℳ يختيک تکريبر  م، اگر عقبييبرها بسته گو عقب 

سم دوباره خالص يک مورفيدر طول  ييخالص مرتب جز
 يها يختيدهد کلاس تکر ينشان مر ياست. مثال ز

برها بسته  عقب ℳ- تحت ييخالص مرتب جز
 .باشد ينم

 ييخالص مرتب جز يها يختيخانواده تکر. ۲۶مثال 
 .باشد يبرها بسته نم عقب ℳ- تحت
ܤ ييمجموعه مرتب جز -ܵ = {ܽ, ܾ, که در آن  {ܿ

ܿ عناصر ثابت هستند و روابط يتمام ≤ ܿو ܽ ≤ ܾ 
د. واضح است يريعناصر آن برقرار است را در نظر بگن يب

ܣ که = {ܽ,  را دستگاهيست، زيخالص ن ܤ در {ܾ
Σ = ݏݔ} ≤ ܽ, ݏݔ ≤ ܿ جواب يدارا {ܾ ∈ است  ܤ

 شود که يده ميد يجواب ندارد. حال به سادگ ܣ در يول
ܦ = {݀, ܥ ع خالص ازيک توسي {݁ = است.  {݁}
 :رياکنون نمودار ز

ܣ →
ఛ

ܤ
݂ ↓ ↓ ݂
ܥ →

ఛᇱ
ܦ

 

(ܽ)݂ که در آن = ݂(ܾ) = (ܿ)݂و  ݁ = ک ي، ݀
(ܥ)ଵି݂ رايباشد، ز يبر م نمودار عقب =  .ܣ

 .تحت حد بسته است ℳ (i). ۲۷ه يقض
(ii) ميفرض کن { ݂: ܣ → :ܤ ݅ ∈ ک خانواده از ي {ܫ
نصورت يباشد. در ا ييخالص مرتب جز  يختيتکر
ܣ:݂ ييالقا يختيهمر → ݈݅݉ܤخالص   يختيز تکرين

 است.  ييمرتب جز
:ℬ,ࣛديفرض کناثبات:  ܫ → ݏܲ − ܵ  

ݏܲ در ييها اگراميد −  هر يباشند که به ازاܵ
ߙ ∈ ܫ = هر  ي، و به ازاఈܤ و ఈܣ يها ستميس ܫ݆ܾܱ
ߙ → ߚ ∈ ఈఉ݃يها ، نگاشتܫݎܯ : ఈܣ →   ఉܣ

:ఈఉ′݃ و ఈܤ → ن يدهند. حد ا يرا نسبت م ఉܤ
:ఈݍيحد يها ها را با نگاشت اگراميد ݈݅݉ఈܣఈ →  ఈܣ
:ఈ′ݍ و  ݈݅݉ఈܤఈ →  ديد. فرض کنيريدر نظر بگ ఈܤ

{ ఈ݂: ఈܣ → :ఈܤ ߙ ∈ ک خانواده از ي {ܫ
  باشد.  ييخالص مرتب جز يها يختيتکر
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݂م يده يمنشان  = ݈݅݉ఈ ఈ݂: ݈݅݉ఈܣఈ →
݈݅݉ఈܤఈ است.  ييخالص مرتب جز  يختيک تکري

 نمودار

݈݅݉ఈܣఈ →
ഀ

ఈܣ →
ഀഁ

ఉܣ
↓ ݂ ↓ ఈ݂ ↓ ఉ݂

݈݅݉ఈܤఈ →
ᇱഀ

ఈܤ →
ഀഁ

ఉܤ

 

ک ي  ݂،]۱۴[از مرجع  ۱د. طبق لم يريرا در نظر بگ
 يها با ثابت Σ م دستگاهيمنظم است. فرض کن يختيتکر
هر  يداشته باشد. به ازا ఈܤఈ݈݉݅ در ي، جواب(ܣ)݂در

توان  يم (ܣ)݂ در يها با ثابت يا نا معادله ،Σنامعادله در
 هر ين به ازايداشته باشد. بنابرا ܤ در يساخت که جواب

Σ مانند ي، دستگاه݅  در يها از نا معادلات با ثابت 
݂ݍ(݈݅݉ܣ) ܤ در يم که جوابيدار  دارد. حال چون 

݂ هستند، ييخالص مرتب جز  يختيها تکرΣ مجموعه   
݂′ݍدارد. چون  (ܣ݈݉݅)ݍ݂ در يجواب = ݂ݍ ،
 .دارد (ܣ݈݉݅)݂ در يجواب Σ پس

 .اثبات قسمت دوم مانند اثبات قسمت اول است
 
  هاي خالص مرتب جزيي حد تکريختي هم .۳.۳

 ييخالص مرتب جز يها يختيربخش رفتار تکرين زيدر ا
 م. يده يحدها مورد مطالعه قرار م را نسبت به هم

 ضرب بسته است.  تحت هم ℳ .۲۸ه يقض
} ديفرض کناثبات:  ݂: ܣ → :ܤ ݅ ∈ ک ي {ܫ

باشد.  ييمنظم خالص مرتب جز يها يختيخانواده از تکر
݅ هر ير را به ازايز يينمودار جابجا ∈  :ديريدر نظر بگ ܫ

ܣ →


ܤ
ݑ ↓ ↓ ′ݑ

ሡ	
∈ூ

ܣ →


ሡ	
∈ூ

ܤ
 

∐:݂م کهيم نشان دهيخواه يم 	∈ூ ܣ → ∐ 	∈ூ ܤ  
 است. چون هر ييمنظم خالص مرتب جز يختيک تکري
݂ از  ۵است، طبق گزاره  ييمنظم مرتب جز يختيتکر

است.  ييمنظم مرتب جز يختيتکر  ݂،]۱۴[مرجع 
 يدستگاه Σ ميفرض کنرا ياست، ز خالص݂ نيهمچن
∐)݂ در  يها از نامعادلات با ثابت يمتناه باشد که (ܣ	

∐ در يمجموعه جواب يدارا  [Σ] است. مجموعه (ܤ)	
ها در جواب يگذاريبعد از جا Σ را مجموعه نامعادلات

∐ م. چونيرينظر بگ است،  يا ب مؤلفهيترت يدارا (ܤ)	
[Σ] يها ر مجموعهيزتوان به  يرا م [Σ]  افراز کرد
Σ که هريبطور  يهاک مجموعه از نامعادلات با جوابي 

ܣ باشد. حال چونܤ  در ܤ در   Σر خالص است، ه 
∐ در يجواب Σ جهيو در نت ܣ در يجواب  دارد.  ܣ	
 يختياز تکر ℳ ر کلاسيو ز ࣛ رستة. ۲۹ف يتعر

 شود که رستة يد. گفته ميريها را در نظر بگ ييجز مرتب
 هر يکند اگر برا ينتقال صدق ماℳ-  يژگيدر و ࣛ

݂ ∈ ݉ و هر ࣛ ∈ℳ  با دامنة مشترک، نمودار
  ييجابجا

• →


•
݂ ↓ ↓ ݃
• →

௨
•

 

ݑ وجود داشته باشد که ∈ ℳ . 
که جبر جامع کار  يانتقال توسط افراد ℳ- مفهوم

 يکه کسان ي) در حال]۱۵[( شود ير برده مکنند به کا يم
 يژگيدهند از و يح ميکنند ترج ية رسته کار ميکه نظر
ℳ"ا "جلوبرهاي“ شوند يها توسط جلوبرها حفظ م ℳ ها

که جلوبرها  ياستفاده کنند. در صورت“ کنند يرا منتقل م
ن دو ير چپ باشد ايپذ حذف ℳ وجود داشته باشند و

 .هستند يکيمفهوم با هم 
 :ميآور يم ]۱۴[ ر را ازيز لم

−ݏܲ جلوبرها در رستة. ۳۰لم   يها يختيتکر ܵ
 کنند.  يرا منتقل م  ييمنظم مرتب جز

 .است ]۱[ در (4ܧ) ير همتايگزارة ز
ݏܲ جلوبرها در رستة. ۳۱ه يقض −  يها يختيتکر ܵ

 کنند.  يرا منتقل م ييمنظم خالص مرتب جز
منظم مرتب  يها يختيکربنابر لم قبل، جلوبرها ت اثبات:

م که يست نشان دهيکنند، پس کاف يرا منتقل م  ييجز
کنند. نمودار  يخالص را منتقل م يها سميجلوبرها مورف

݂ ر را که در آنيز يجلوبر ∈ ℳ ݍ و	 =
ݑߛ : ܥ → ಳ	ݍ و  ߠ/(ܥ∐ܤ) = ݑߛ : ܤ →

ݑ ، ويعيطب يها يختيبرور ߠ/(ܥ∐ܤ) : ܤ →  ܥ∐ܤ
ݑ و : ܥ →  ߠهستند، و يضرب هم يها نگاشت ܥ∐ܤ

 د شده توسطيتول ܥ∐ܤ يرو يرابطة همنهشت
ܪ = ,(ܽ)݂ݑ)} :((ܽ)݃ݑ ܽ ∈ است در  {ܣ

 .ديرينظر بگ
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ܣ →


ܤ
݃ ↓ ↓ ಳ	ݍ

ܥ →
	

ߠ/(ܥ∐ܤ)

 

	ݍم کهيده ينشان م ∈ ℳ ݍ،۳۰. طبق لم	 ک ي  
م يده ياست. حال نشان م ييمنظم مرتب جز يختيتکر

 کهيحالت يست مساله را فقط برايباشد. کافيز ميخالص ن
Σ = {[(2, ܿଵᇱ)]ఏ ≤ ,ଵݏଵݔ ଶݏଶݔ

≤ [(2, ܿଶᇱ )]ఏ , ଷݏଷݔ
≤  {ସݏସݔ

 در يها و ثابت ܵ رب ديک مجموعه از نامعادلات با ضراي
 مجموعه جواب يباشد که دارا (ܥ)ݍ

{[݀ଵ]ఏ , [݀ଶ]ఏ , [݀ଷ]ఏ , [݀ସ]ఏ} ߠ/(ܥ∐ܤ)در  
، ݅ هر ينصورت به ازايم. در ايکن ياست، بررس

ఏ[݀]اي ∈ وجود دارد که  ݅ کيا يو   (ܥ)ݍ
[݀]ఏ ∈   . (ܤ)ݍ

ఏ[ଵ݀]} ر حالت اولد , [݀ଶ]ఏ , [݀ଷ]ఏ , [݀ସ]ఏ} ک ي
ن حکم ياست و بنابرا (ܥ)ݍ در Σ يمجموعه جواب برا

ت مساله ينکه از کليبرقرار است. در حالت دوم، بدون ا
   :توان فرض کرد که يکاسته شود م

[݀ଵ]ఏ = [(2, ܿଵ)]ఏ , [݀ଶ]ఏ
= [(2, ܿଶ)]ఏ , [݀ସ]ఏ
= [(2, ܿସ)]ఏ ∈  (ܥ)ݍ

ఏ[ଷ݀]و  = [(1, ܾ)]ఏ ∈ د ين باي. بنابرا(ܤ)ݍ
ک از يم. هر يابيب (ܥ)ݍ در Σ يبرا يمجموعه جواب

 .ميکن يم يفوق را بطور مجزا بررس يهاينامساو
,2)]با در نظر گرفتن  )۱ ܿଵᇱ )] ≤ [(2, ܿଵ)]ఏݏଵ ،ا ي

(۲, ܿଵᇱ) ≤ (2, ܿଵݏଵ)  ݐ ايوଵଵ , ⋯ , ଵభݐ ∈  و ܵ
ܿଵଵ, ܿଵଶ , ⋯ , ܿଵ, ݀ଵଵ, ݀ଵଶ, ⋯ , ݀ଵభ وجود   

ଵܿ)دارند که , ݀ଵ) ∈ ܪ ∪ ,ଵିܪ ݅ = 1,⋯ , ݊ଵ, 
  :کهيبطور

(2, ܿଵᇱ ) ≤ ܿଵଵݏଵଵ, ݀ଵଵݏଵଵ ≤
ܿଵଶݏଵଶ , ݀ଵଶݏଵଶ ≤ ܿଵଷݏଵଷ, ⋯ , ݀ଵభݏଵభ ≤
(2, ܿଵݏଵ). 

 :نصورتيدر ا
(2, ܿଵᇱ ) ≤
(2, ݃(ܽଵଵ)ݏଵଵ), (1, ݂(ܽଵଵ)ݏଵଵ) ≤
(1, ݂(ܽଵଶ)ݏଵଶ), (2, ݃(ܽଵଶ)ݏଵଶ) ≤
(2, ݃(ܽଵଷ)ݏଵଷ),⋯ , (2, ݃(ܽଵభ)ݏଵభ) ≤
(2, ܿଵݏଵ). 

,2)]) با در نظر گرفتن ۲ ܿଶ)]ఏݏଶ ≤ [(2, ܿଶᇱ)] ،ا ي
(2, ܿଶݏଶ) ≤ (2, ܿଶᇱ)  ݐ ايوଶଵ , ⋯ , ଶమݐ ∈  و ܵ

ܿଶଵ, ܿଶଶ, ⋯ , ܿଶమ , ݀ଶଵ, ݀ଶଶ, ⋯ , ݀ଶమ  وجود
ଶܿ) دارند که , ݀ଶ) ∈ ܪ ∪ ,ଵିܪ ݅ = 1,⋯ , ݊ଶ , 

  :کهيبطور
(2, ܿଶݏଶ) ≤ ܿଶଵݏଶଵ , ݀ଶଵݏଶଵ ≤
ܿଶଶݏଶଶ , ݀ଶଶݏଶଶ ≤ ܿଶଷݏଶଷ, ⋯ , ݀ଶమsଶమ ≤
(2, ܿଶᇱ ) . 

  :نصورتيدر ا
(2, ܿଶݏଶ) ≤
(2, ݃(ܽଶଵ)ݏଶଵ), (1, ݂(ܽଶଵ)ݏଶଵ) ≤
(1, ݂(ܽଶଶ)ݏଶଶ), (2, ݃(ܽଶଶ)ݏଶଶ) ≤
(2, ݃(ܽଶଷ)ݏଶଷ),⋯ , (2, ݃(ܽଶమ)ݏଶమ) ≤
(2, ܿଶᇱ ). 

,1)] ينامساو يبرا) ۳ ܾ)]ఏݏଷ ≤ [(2, ܿସ)]ఏݏସ ،ا ي
(1, ܾ) ≤ (2, ܿସ) اي باشد ويک تناقض مي که 

⋯,ଵݐ	 , ݐ ∈ ,ସଵܿ و ܵ ܿସଶ,⋯ , ܿସ , ݀ସଵ, ݀ସଶ,⋯ , ݀ସర 
ସܿ) که , ݀ସ) ∈ ܪ ∪ ݅ يبرا ଵିܪ = 1,⋯ , ݊ସ ،

  :کهيوجود دارند بطور
(1, ଷݏ(ܾ ≤ ܿସଵݏସଵ, ݀ସଵݏସଵ ≤
ܿସଶݏସଶ , ݀ସଶݏସଶ ≤ ܿସଷݏସଷ , ⋯ , ݀ସݏସ ≤
(2, ܿସݏସ) . 

  ن يبنابرا
(1, (ଷݏܾ ≤
(1, ݂(ܽସଵ)ݏସଵ), (2, ݃(ܽସଵ)ݏସଵ) ≤
(2, ݃(ܽସଶ)ݏସଶ), (1, ݂(ܽସଶ)ݏସଶ) ≤
(1, ݂(ܽସଷ)ݏସଷ),⋯ , (2, ݃(ܽସర)ݏସర) ≤
(2, ܿସݏସ). 

,2) يهاياز مطالب فوق نامساو ܿଵᇱ ) ≤ (2, ܿଵݏଵ) ،
(2, ܿଶݏଶ) ≤ (2, ܿଶᇱ ଷݏܾ و ( ≤ ݂(ܽସଵݏସଵ)  را

Σଵ نيجه گرفت. بنابرايتوان نتيم = ଷݏݔ} ≤
݂(ܽସଵݏସଵ)} است  (ܣ)݂ در يها ک دستگاه با ثابتي

 يختيتکر ݂ باشد. حال چون يم ܤ در ܾ جواب يکه دارا
 (ܽ)݂مانند (ܣ)݂در يجواب يدارا  	Σଵخالص است،

(ଷݏܽ)݂م يدار يعنيباشد،  يم ≤ ݂(ܽସଵ41ݏ)  که
ଷݏܽ يهايمنظم است نامساو ݂ چون ≤ ܽସଵݏସଵ و 

(ଷݏܽ)݃ ≤ ݃(ܽସଵݏସଵ) توان بدست آورد. حال  يرا م
  :شود يها حاصل مير از نامساوير زي) زنج۳با استفاده از (
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(2, (ଷݏ(ܽ)݃ ≤ (2, ݃(ܽସଵ)ݏସଵ)
≤ (2, ݃(ܽସଶ)ݏସଶ), (1, ݂(ܽସଶ)ݏସଶ)
≤ (1, ݂(ܽସଷ)ݏସଷ),⋯ , (2, ݃(ܽସర)ݏସర)
≤ (2, ܿସݏସ) 

,2)] يعنين يو ا ݃(ܽ))]ఏݏଷ ≤ [(2, ܿସ)]ݏସ .
,2)] ن عناصريبنابرا ܿଵ)]ఏ , [(2, ܿଶ)]ఏ , [(2, ݃(ܽ))]ఏ 

,2)]و  ܿସ)]ఏ يبرا يمجموعه جواب Σ ݍدر(ܥ) 
خالص مرتب  يختيک تکري ݍ جهيباشند. در نت يم

 باشد.  يم ييجز
منظم  يها يختي، تکرييچندتا يجلوبرها.۳۲هيقض

 کنند.  يرا منتقل م ييخالص مرتب جز
:݀} ديفرض کناثبات:  ܣ → :ܤ ݅ ∈ ک ي {ܫ

باشد.  ييخالص مرتب جز يها يختيخانواده از تکر
 ن خانوادهيا ييم که جلوبر چندتايکن يم يادآوري

(∐ 	∈ூ  يرو يرابطة همنهشت ߠ است که ߠ/(ܤ
∐ 	∈ூ  يها زوج يد شده توسط تماميتول ܤ

ܪ = ,(ܽ)݀ݑ)} ݑ ݀(ܽ)): ݅, ݆ ∈ ,ܫ ܽ ∈ است،  {ܣ
݅ هر يو به ازا ∈ :ݑ، ܫ ܤ → ∐ 	∈ூ   ، ܤ

′݀ن، ياست. همچن يضرب ن نگاشت همياُم݅- =
:ݑߛ ܤ → (∐ 	∈ூ  يجلوبر يها ها نگاشت ߠ/(ܤ

∐:ߛهستند و ييچندتا 	∈ூ ܤ → (∐ 	∈ூ  ߠ/(ܤ
 است.  يعيطب يختيبرور

݅ هر يم که به ازايده يابتدا نشان م ∈  يختيتکر ′݀،ܫ
′ܾيد برايفرض کن است. ييمرتب جز , ܾ ∈ ، ܤ

݀′( ܾ) = ݀′(ܾ′)ن صورتي. در ا 
,(ܾ)ݑ) ((ܾ′)ݑ ∈ ܾ اين يو بنابرا ߠ = ܾ′ اي 

ܽଵ, ܽଶ,… , ܽ ∈ ,ଵ݇ و ܣ … , ݇ାଶ ∈ وجود  ܫ
 دارند که

(ܾ)ݑ =  భ݀(ܽଵ)ݑ
మ݀మ(ܽଵ)ݑ                       و =    య݀య(ܽଶ)ݑ
ర݀ర(ܽଶ)ݑ                            و =  ఱ݀ఱ(aଷ)ݑ

శమ݀శమ(ܽ)ݑ …																			و  =   (ܾ′)ݑ
  نيبنابرا

݇ଵ = ݅, ݇ଶ = ݇ଷ, ݇ସ = ݇ହ, … , ݇ାଶ = ݅  
  .است ييمرتب جز يختيتکر ݀ و لذا، چون

 ܽଵ = ܽଶ = ܽଷ = ܽସ = ܽହ = ⋯ = ܽିଵ = ܽ 
ܾ                                              و = ݀(ܽଵ)  
  
  

  پس
ܾ = ݀(ܽଵ) = ݀(ܽଶ) = ݀(ܽଷ) = ݀(ܽ) = ܾᇱ .  

، نشان داده شده است که ۲ه ي، قض]۱۴[ در مرجع
را  ييمنظم مرتب جز يها يختي، تکرييچندتا يجلوبرها
ن روند اثبات انتقال خالص بودن يکنند. همچن يمنتقل م

 ۳۱ه يبات در قضمانند روند اث ييتحت جلوبر چندتا
 يها يختي، تکرييچندتا ين جلوبرهايباشد. بنابرا يم

 کنند.  يرا منتقل م ييمنظم خالص مرتب جز
، ييچندتا يدر جلوبرها ينگاشت قطر: ۳۳جه ينت

منظم  يختي، تکرييمنظم خالص مرتب جز يها يختيتکر
 است.  ييخالص مرتب جز

 يحکم براحت ۳۲و  ۲۲ يايبا بکار بردن قضااثبات: 
 د. يآ يبدست م

دارد اگر به  ١کران ℳ-، ࣛم رستة ييگو. ۳۴ف يتعر
:݉} هر خانواده مانند يازا ܣ → :ܣ ݅ ∈ از  {ܫ

 يس گذاريک مجموعه انديکه با  ℳ ها در سميمورف
ܣ:݉ سم ماننديمورف ℳ- کياند  شده → وجود  ܤ

ن يه شود، به ايها تجز ݉يتمام يداشته باشد که رو
:݀ که يمعن ܣ → d݉ ها وجود دارند که ܤ = ݉ . 
ݏܲ رستة. ۳۵ه يقض − ܵ ،-ℳ  کران دارد.  

:ℎఈ} ديفرض کناثبات:  ܣ → :ఈܤ ߙ ∈ ک ي {ܫ
ک يباشند که با  ℳ ها در سميخانواده از مورف

:ℎ اند و شده يس گذاريمجموعه اند ܣ → ܤ =
∐ 	∈ூ  ن صورتيها باشد. درا ℎఈ ييجلوبر چندتا ߠ/ܤ

ℎ تمام  يرو ℎఈ ۳۲شود و بنابر گزارة  يه ميها تجز ،
 خالص است. 

 ٢بيترک ℳ-تي، خاصࣛم رستة ييگو. ۳۶ف يتعر
 يتمام يکران، رو ℳ-فيدر تعر ݉ سميدارد اگر مورف

݉ يها توسط اعضا ℳ که ين معنيه شود، به ايتجز 
݀ علق بهها مت ℳ  .باشند 
ݏܲرستة: ۳۷ه يقض − ب يترک ℳ- تي، خاصܵ

 دارد. 
، ييچندتا ي، جلوبرها۳۲چون بنابر گزارة اثبات: 

کنند،  يرا منتقل م ييخالص مرتب جز يها يختيتکر
 اثبات انجام شده است. 

                                                
1. ℳ- bounds 
2. ℳ- amalgamation property 
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منظم مرتب  يها يختيم تکريمستق يحدها ت هميدر نها
ݏܲ را در رسته ييجز − م. يده يورد مطالعه قرار مم ܵ

 يها مجموعهܵ− م ازيک دستگاه مستقيد که يتوجه کن
 ک خانواده مانندين آنها يب يها يختيو همر ييمرتب جز
ک يکه با  ييمرتب جز هاي مجموعهܵ− از  ∈ூ{ܣ}

ک يس شده است، به همراه ياند ييمجموعه جهتدار بالا
:߰) خانواده ܣ → )ஸܣ ها است  يختياز همر 

݅ هر يکه به ازايبطور ≤ ݆ ≤ ݇, ߰ = ߰߰  و
߰ = ܣ݈݉݅ܿ) . زوج݀݅ , ݃: ܣ →  (ܣ݈݉݅ܿ
 ميم دستگاه مستقيحد مستق را هم

∈ூ({ܣ})) , (߰)ஸ) هر يم اگر براينام يم 
݅ ≤ ݃߰ ميداشته باش ݆ = ݃  هر يو برا 

,ܤ) ݂: ܣ → ݂߰ با شرط (ܤ = ݂ ک ي 
:ߥ منحصر بفرد يختيهمر ܣ݈݉݅ܿ → وجود  ܤ

ߥ کهيداشته باشد بطور ݃ = ݂. 
مِ يرجوع شود، که هم حد مستق ]۵[ د، به مرجعيتوجه کن
∈ூ({ܣ})) مِيمستقدستگاه  , ൫߰)ஸ൯  وجود دارد و
,ߠ/ܣ) بصورت ( ݃: ܣ → باشد  يم (∈ூ(ߠ/ܣ

 کهيبطور
ܣ) ۱ =  .ܣ∐
۲( (ܽ ∈ ܣ , ܽ′ ∈  اگر و تنها اگر ′ܽߠܽ(ܣ

∃݇ ≥ ݅, ݆:߰(ܽ) = ߰(ܽ′). 
۳( (ܽ ∈ ܣ , ܽ′ ∈ )[ܽ]ఏܣ ≤ [ܽ′]ఏ  اگر و تنها

݇∃ اگر ≥ ݅, ݆:߰(ܽ) ≤ ߰(ܽ′). 
݅ هر ي) به ازا۴ ∈ a و ܫ ∈ م يداشته باش ܣ

݃(ܽ) = [ܽ]ఏ. 
 ييخالص مرتب جز يها يختيکلاس تکر. ۳۸ه يقض

 حدها بسته است.  تحت هم
,ࣛکنيدفرض اثبات:  ℬ: ܫ → −ݏܲ ܵ  

ݏܲ در ييها اگراميد − هر  يباشند که به ازا ܵ
ߙ ∈ ܫ = هر  ي، و به ازاఈܤو  ఈܣ يها ستمي، سܫ݆ܾܱ
ߙ → ߚ ∈ :ఈఉ߰ يها ، نگاشتܫݎܯ ఈܣ →  و ఉܣ
߮ఈఉ: ఈܤ → ها  اگرامين ديدهند. حد ا يرا نسبت م ఉܤ

  :يحد هم يها را با نگاشت
 ఈ݂ = ఏߛ : ఈܣ → ఈܣఈ݈݉݅ܿ = ∐ 	ఈ  و ߠ/ఈܣ
݃ఈ = :ఏᇱߛ ఈܤ → ఈܤఈ݈݉݅ܿ = ∐ 	ఈ    ′ߠ/ఈܤ

:ℎఈ}  ديد. فرض کنيريدر نظر بگ ఈܣ → :ఈܤ ߙ ∈  {ܫ
 که يخالص باشد به طور يهايختيک خانواده از تکري

{݃ఈℎఈ: ఈܣ → :ఈܤఈ݈݉݅ܿ ߙ ∈  ۱ک چاهکي {ܫ
  م دادياست. نشان خواه ࣛ اگراميد يبرا

ℎ = (ఈܣ)݈݉݅ܿ:ఈℎఈ݈݉݅ܿ →  (ఈܤ)݈݉݅ܿ
  ߠميدان ياست. م ييخالص مرتب جز يختيک تکري

  د شده توسطيتول يهمنهشت
ܪ = ,ఈ(ܽఈ)ݑ)} :(ఉ߰ఈఉ(ܽఈ)ݑ ܽఈ ∈ ఈܣ , ߙ

→ ߚ ∈  	{ܫݎܯ
  د شده توسطيتول يهمنهشت ′ߠ و

′ܪ = ,ఈ(ܾఈ)′ݑ)} :(ఉ݃ఈఉ(ܾఈ)′ݑ ܾఈ ∈ ఈܤ , ߙ
→ ߚ ∈  {ܫݎܯ

ఏ[ఈ(ܽఈ)ݑ]ℎ د کهيکن ياست. مشاهده م =
منظم مرتب  يختيتکر ℎఈ . چون هرఏᇱ[ఈℎఈ(ܽఈ)′ݑ]

 يختيتکر ℎ، ]۱۴[از مرجع  ۳ه ياست، طبق قض ييجز
را ي، خالص است، زℎن ياست. همچن ييمنظم مرتب جز

از نامعادلات با  يمتناه يدستگاه Σ ميفرض کن
مجموعه  يباشد که دارا  (ఈܣ݈݉݅ܿ)ℎدر يها ثابت
 .است (ఈܤ)݈݉݅ܿ در يجواب
ఏᇱ[b] ميفرض کن (݅) ∈ ک جواب ي ఈܤ݈݉݅ܿ
ݏݔ نامعادله يبرا ≤ ℎ[( ܽ)]ఏ ميباشد. دار 

[ܾݏ]ఏᇱ ≤ ℎ[( ܽ)]ఏ = [ℎ( ܽ)]ఏᇱ جهيو در نت 
݇ ≥ ݅,   وجود دارد که ݆

߮(ܾ)ݏ = ߮(ܾݏ) ≤ ߮(ℎ( ܽ)) =
ℎ ߰( ܽ) ∈   ܤ

ܽخالص است،  يختيتکر ℎ چون ∈ وجود دارد  ܣ
ݏℎ(ܽ) که ≤ ℎ ߰( ܽ)ني. بنابرا  

ℎ([(ܽ)]ఏ)ݏ = ݃ℎ(ܽ)ݏ ≤
݃ℎ ߰( ܽ) = ݃ℎ( ܽ) = ℎ[( ܽ)]ఏ  

 در ℎ[(ܽ)]ఏجواب يدهد نامعادله دارا يجه ميکه نت
ℎ(ܿܣ݈݉݅ఈ) باشد يم.  

توان نشان داد هر نامعادله به  يم (݅) مانند قسمت (݅݅)
ݏݔ صورت ≥ ℎ[( ܽ)]ఏ در يجواب يدارا 

ℎ(ܿܣ݈݉݅ఈ) ١ .باشد يم 
ݔ ميفرض کن (݅݅݅) = [ܾ]ఏᇱ ݕ و = [ ܾ]ఏᇱ ک ي

ݏݔ لهنامعاد يجواب برا ≤ در  باشد. ߙܤ݈݉݅ܿ در ݐݕ
ఏᇱ[ݏܾ] نصورتيا ≤ [ ܾݐ]ఏᇱ ݇جهيو در نت ≥ ݅, ݆ 

                                                
1. sink 
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(ݏܾ)߮ وجود دارد که ≤ ߮( ܾᇱ)چونݐ .ℎ  
ܽخالص است،  يختيتکر , ܽ′ ∈   وجود دارند که ܣ

ℎ(ܽ)ݏ ≤ ℎ(ܽ′)ݐ . 
  نيبنابرا

ℎ([(ܽ)]ఏ)ݏ = ݃ℎ(ܽ)ݏ ≤ ݃ℎ(ܽ′ݐ)
= ℎ[ܽ′]ఏݐ 

 جواب در يدهد نامعادله دارا يجه ميکه نت
ℎ(ܿܣ݈݉݅ఈ) باشد يم. 

توان نشان داد هر نامعادله  يم (݅݅݅) مانند قسمت (ݒ݅)
ݏݔ به صورت ≥  (ఈܣ݈݉݅ܿ)ℎدر يجواب يدارا ݐݔ

 .باشد يم
نامعادله باشد. در اثبات  n يدارا Σ ميحال فرض کن

 هر نامعادله در يفوق نشان داده شد که برا يهاقسمت
Σ ،1) کي ≤ ݉ ≤ ݊)݇ ∈ ,ܾ و ܫ ܾ′ ∈

(ܾ)߮ وجود دارند که ܤ݈݉݅ܿ ≤
߮(ܾ′) ∈  کيهتدار است، ج ܫ چون مجموعه .ܤ

ܯ ∈   نيها وجود دارد. بنابرا݇ يناکمتر از تمام ܫ
߮ெ(ܾ) = ߮ெ߮(ܾ) ≤
߮ெ߮(ܾ′) = ߮ெ(ܾ′) ∈ ெܤ . 

 در يها با ثابت Σெ جه دستگاه نامعادلاتيدر نت
ℎெ(ܣெ) ک مجموعه جواب ي يد که دارايآ يت مبدس

 يدارا Σெخالص است،   ℎெباشد. حال چون يم ெܤ در
 يدارا Σ باشد. پس يم (ெܣ)ℎெ در يمجموعه جواب
 جه دريدر نت و (ெܣ)ெℎெ݃ در يمجموعه جواب
ℎ(ܿܣ݈݉݅) باشد.  يم 

 .است ]۱[ در (5ܧ) ير همتايگزارة ز
ݏܲرستة . ۳۹جه ينت − ܵ ،-ℳ م دارد. يحد مستق 

:ℎ ديفرض کناثبات:  ܣ → ఈܤఈ݈݉݅ܿ = ∐ 	ఈ  ߩ/ఈܤ
 ييخالص مرتب جز يها يختيم تکريحد مستق

ℎఈ: ܣ → ߙ، ఈܤ ∈ −ݏܲ در رستة ،ܫ با  ܵ
:ఈఉ݃ دار جهت يها نگاشت ఈܤ → ߙ، ఉܤ ≤ ، و ߚ
ఈ݃ يحد هم يها نگاشت : ఈܤ → باشد.  ఈܤఈ݈݉݅ܿ

ℎ چون = ఈℎఈ݈݉݅ܿ = ݃ఊℎఊ = ݃ఈℎఈ =
݃ఉℎఉ =  ييمنظم مرتب جز يختيتکر ℎఈ و هر ⋯

منظم  يختيتکر  ℎ،]۱۴[از مرجع  ۲جه يق نتاست، طب
، خالص است. ℎم يده ياست. نشان م ييمرتب جز

  مجموعه
Γ = ܣ:݀݅} → ݅|ܤ ∈ ,{݆}\ܫ ܣ = ܣ =  {ܣ

ک دستگاه جهتدار ي Γ د. واضح است کهيريرا در نظر بگ
݅ܣ݈݉݅ܿ و = هم  يختي، همر۳۸ه ي. طبق قض݅ܣ∐

ܣ∐:′ℎيحد → ܤ݈݉݅ܿ منظم  يختيک تکري  
 يکانون يها گر به وضوح نگاشتيخالص است. از طرف د

݅݀: ܣ → ܤ باشند.  يمنظم خالص م يختيز تکرين  
ℎ، ۲۲ن طبق لم يبنابرا = ℎᇱ݅݀ఈ: ఈܣ = ܣ →

  باشد. يمنظم خالص م يختيتکر ఈܤ݈݉݅ܿ
 ١ريزنج ℳ-در شرط  ࣛ م رستةييگو. ۴۰ف يتعر

 ييستم مرتب جزيهر س يکند اگر به ازا يصدق م
ఈ∈ூ(ఈܣ)) دار جهت , ( ఈ݂ఉ)ఈஸఉ∈ூ)  که مجموعة

 0ن عضو يب با کوچکترير خوش ترتيک زنجي ܫ سياند
ߙ هر ياست و به ازا ∈ ݂ఈ، ܫ ∈ ℳ ،ک خانواده ي

ఈ݃)مانند : ఈܣ → روف به کران بالا) با (مع  ఈ∈ூ(ܣ
ℎ طيشرا ∈ ℳ ݃وఉ ఈ݂ఉ = ݃ఈ  .وجود داشته باشد 
ݏܲ رستة: ۴۱ه يقض − ر يزنج ℳ-در شرط  ܵ

 کند.  يصدق م
ܣ ديقرار دهاثبات:  =  ديو فرض کن ఈܣఈ݈݉݅ܿ

݃ఈ : ఈܣ → ن يباشند. در ا يحد هم يها ها نگاشتܣ
 د. يآ يجه به دست مينت ۳۹عمال گزارة صورت با ا

 
   

                                                
1. ℳ- chain condition 
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