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 يزيربرنامه يريبه کارگ با يمت خروجيمحاسبه بردار ق
  يابا ساختاردو مرحله DEAد دريجد يمعکوس: روش يخط

  
  

  ۲ *فهيمال خل يمحسن رستم، ۱يرسرور صد

*  
  رانيکرج، ا ،يه، واحد کرج، دانشگاه آزاد اسلامي، دانشکده علوم پاياضيگروه ر  ) ۱(

  تهران، ايران، ياضيگروه ر قات،يتحق و دانشگاه آزاد اسلامي، واحد علوم   )۲(
  
 

 ۲۸/۱۱/۹۷: تاريخ پذيرش مقاله        ۱۲/۰۱/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
ها و ييد با توانايبدون ترد يو نظر يعلوم علم اقتصاد قرار گرفته است. يهيدر جهان امروز که تمام مسائل روزمره بر پا

ار علوم يدر اخت ياضير يز به عنوان ابزاري) نDEAها (داده يل پوششيکنند. تحليت ميفعالنه اقتصاد يخود، در زم يهاتيقابل
ل يتحل .بپردازد ياقتصاد يواحدها عملکرد يها و درآمدها به بررسمتيها، قنهيهز يگرفته تا بتواند با بررس قرار ياقتصاد
) بر اساس DMU( يريگميتصم يواحدها ينسب ييکارا يريگاندازه يبرا يخط يزيرک برنامهيک تکنيها داده يپوشش

  درآمد واحدها است.  ييها، محاسبه کاراداده يل پوششيتحل ياز کاربردها يکيها است. يها و خروجيورود يهاداده
  ن درآمد حاصل از فروش يشتريبدست آوردن ب يبرا ها عموماًداده يل پوششيدرآمد در تحل ييمحاسبه کارا يهاروش
به  يتوجهيل بيبه دل ياد دو مرحلهيتول يهاستمياز جمله س يستميهر س يابيها در ارزن روشيها ارائه شده است. ايخروج

 ين مقاله ضمن معرفيستند. لذا در ايکارآمد ن يآنها به اندازه کاف يانيده گرفتن محصولات ميواحدها و ناد يساختار درون
گردد که يارائه م يديدرآمد، روش جد ييآن در محاسبه کارا يريها و بکارگداده يل پوششيمعکوس در تحل يخط يزيربرنامه

مناسب جهت کارا شدن واحد مورد نظر  يهانهينه و هزيبه يهامتين قييتع ييواحدها، توانا ياهبا در نظر گرفتن ساختار شبک
ها نشان داده داده يل پوششيتحل يسنت يهارا نسبت به روش يشنهاديپ يهاروش يارائه شده برتر يعدد يهارا دارد. مثال

  است.
  

  .ايد دو مرحلهيهاي تولسـتميسدرآمد،  يي، کارامعکوس يخط يزيربرنامه، هاداده يل پوششيتحل هاي کليدي: واژه

                                                
  Email: mohsen_rostamy@yahoo.com                                    دار مکاتبات:                                                     . عهده*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه - ۱
مساله ارزيابي عملکرد واحدها از دير باز مورد توجه 
مديران بوده است. برخورد علمي با اين مطلب از اواخر 
جنگ جهاني دوم شروع و گسترش چشمگيري داشته 
است. امروزه علاوه بر پيچيدگي مسائل، حجم بسيار 

هاي اثرات عوامل خارجي بر عملکرد، رقابتاطلاعات، 
  شديد جهاني، محدود بودن واحدها در رابطه با 

هاي مناسب و ... عواملي هستند که ايجاب گيريتصميم
ها و در مورد واحد گيريکنند قبل از هر گونه تصميممي

افزايش کارايي عملکرد آنها از طريق برخورد علمي با 
  خاذ گردد.آنان راه کارهاي مناسبي ات

ها يک روش غيرپارامتري تکنيک تحليل پوششي داده
گيرنده با گيري کارايي نسبي واحدهاي تصميمبراي اندازه

هاي چندگانه از طريق بکارگيري ورودي و خروجي
) ۱۹۵۷ريزي خطي و رياضي است. اولين بار فارل (برنامه

به محاسبه کارايي براي واحد توليدي اقدام نمود. چارنز و 
و الگويي ارائه دادند  ده فارل را توسعه) اي۱۹۷۸همکاران (

ها نام گرفت. که تحت عنوان تحليل پوششي داده
هاي غير دقيق ارائه هاي متفاوتي براي دادههمچنين مدل

زاده توان به حسينهاي بازه اي که ميشده ازجمله داده
برزگري نژاد و  ) اشاره نمود.۲۰۰۷( لطفي و همکاران

بندي واحدهاي روشي را براي رتبه )۲۰۱۴( نهمکارا
ها براساس نقاط تصميم گيرنده در تحليل پوششي داده

 ال ارائه نمودند. نيک فرجام و همکارانآل و انتي ايدهايده
گيري ها براي اندازهاز تحليل پوششي داده )۲۰۱۵(

) در ۱۹۹۸زنجيره تامين استفاده کردند. بنکر و همکاران (
هاي ديگري از کارايي غير پارامتري اندازه مقاله تحليل

گيري کارايي مدلي را براي اندازه کلي را نشان دادند و
هاي مطرح شده آنها براي سود کلي معرفي کردند. مدل

ها در اين مدل محاسبه کارايي واحدها بسيار محدود بود.
تحت تابع هدف بهينه  وجود داشت که يک جواب شدني

هدف بايستي چنان محاسبه شوند که نبود و ضرايب تابع 
جواب شدني بهينه گردد. به منظور بررسي بهينگي جواب 
شدني، مسائل معکوس مطرح شد. اين مسائل به طور 

هاي ژئوفيزيکي مطالعه و گسترده توسط محققان با داده
طراحي  از آن در موارد مختلفي از قبيل کنترل ترافيک،

شده است. مساله  هواپيما و بهداشت و درمان استفاده

ريزي خطي معکوس براي اولين بار توسط ژانگ و برنامه
ريزي خطي ) معرفي گرديد آنها مساله برنامه۱۹۹۶( ليو

بندي معکوس را به صورت مساله خطي جديدي فرمول
توان جواب مساله کردند و نشان دادند که چگونه مي

همچنين  حل معکوس مساله به کار برد. جديد را براي
ريزي خطي را طوري ا ضرايب هزينه مساله برنامهآنه

تنظيم کردند که جواب شدني بهينه گردد. ژانگ و يانگ 
) تعدادي از مسائل بهينه سازي معکوس را ۱۹۹۹(

ريزي خطي يکسان تدوين کردند بصورت مدل برنامه
) ثابت کردند هرگاه مساله بهينه ۲۰۰۱آهوجا و اورلين (

اي قابل حل باشد در د جملهسازي با تابع هزينه خطي چن
چند  	Lஶو  	Lଵاين صورت مساله معکوس تحت نرم 

نژاد و امين باشند. امروزياي نيز قابل حل ميجمله
ريزي خطي معکوس را در حوزه ) مساله برنامه۲۰۰۷(

را در  ها به کار بردند و روش موثرتحليل پوششي داده
کردند. صدري، تهيه  ها و مدل جمعيتحليل پوششي داده

) مساله برنامه ريزي ۲۰۱۷( خليفه و شجاعرستمي مال
خطي معکوس را در کارايي هزينه به کار گرفتند و هزينه 

همچنين  مناسب را جهت کارايي هزينه محاسبه کردند.
) کارايي هزينه ۲۰۱۸( خليفه و شجاعرستمي مال صدري،

ريزي خطي معکوس در حضور خروجي را به وسيله برنامه
 DEAهاي ) مدل۲۰۱۷( نامطلوب ارائه کردند. قياسي

معکوس را زماني که اطلاعات قيمت در دسترس بود، 
هاي پيشنهادي او روي مساله کارايي توسعه داد. تکنيک

) کارايي هزينه ۲۰۱۸( داش شدند. ريزيهزينه پايه
در هند توسعه داد.  مه راسرويس ارائه دهندگان بي

) مدلي را ارائه دادند ۲۰۱۶( هفخليخوشگوا و رستمي مال
هاي صحيح که قادر به محاسبه کارايي هزينه با داده

   است.
شويم که داراي در جهان واقعي با واحدهايي روبرو مي

  اي هستند ارزيابي چنين واحدهايي با ساختار شبکه
هاي متداول، احتمال دارد نتايج دور از واقعيت را روش

  ي دقيق اين واحدها، از نشان دهند. به منظور ارزياب
  اي استفاده هاي شبکههاي تحليل پوششي دادهمدل
اي اولين با توسط فار و هاي شبکهشود. مدلمي

يد. آنها براي اولين بار ) معرفي گرد۲۰۰۰گراسکوف (
هاي سنتي تحليل جعبه سياه را براي مدلاصطلاح 



 

 ۵۷                                      ايبا ساختاردو مرحله DEAکوس: روشي جديد درريزي خطي معبه کارگيري برنامه با محاسبه بردار قيمت خروجي
 

   

ها به کار بردند. مدل آنها توسط محققان پوششي داده
گر توسعه داده شد. از اولين تحقيقات انجام شده در دي

توان به کار چارنز و اي ميهاي شبکهتحليل پوششي داده
) اشاره کرد، هنگامي که براي استخدام ۱۹۸۶( همکاران

اي را مورد استفاده قرار سربازان در ارتش فرآيند دو مرحله
اي ) ساختار چند مرحله۲۰۰۳سکستون و لوييس ( دادند.

ارائه دادند. در پژوهشي ديگر لوييس و سکستون  را
هاي توليد دو ها، سيستم) ساختار خاصي از شبکه۲۰۰۴(

) در ۲۰۰۸اي، را بررسي نمودند. کائو و هوانگ (مرحله
اي، کارايي کلي را به هاي توليد دو مرحلهارزيابي سيستم
ضرب کارايي مراحل در موقعيت بازده به صورت حاصل

) مدل ۲۰۰۹و همکاران ( عريف کردند. چنت مقياس ثابت
) پيشنهاد دادند با اين ۲۰۰۸مشابه مدل کائو و هوانگ (

به صورت جمعي  اوت که تجزيه کارايي در روش آنهاتف
بود و مزيت روش آنها نسبت به روش کائو وهوانگ 

) کاربرد روش در هر دو موقعيت بازده به مقياس ۲۰۰۸(
) روش ۲۰۱۴روناکوس (وکو دسپوتيسثابت و متغير بود. 

اي جديدي را براي محاسبه کارايي ساختار دو مرحله
  که نواقص  مدل ترکيبي ارائه نمودند،بصورت يک 

 کرد. هاي تجزيه ضربي و جمعي را برطرف ميروش
در ادامه مقاله، در بخش دوم مفاهيم اوليه شامل مدل 

CCR ريزي خطي معکوس و مدل درآمد و مساله برنامه
در بخش سوم مدل درآمد با استفاده از  ده است.ارائه ش
باشد. بخش چهارم با ريزي خطي معکوس ميبرنامه

اي مدل درآمد با مساله استفاده از ساختار دو مرحله
ريزي خطي معکوس ارائه شده است. در نهايت با برنامه

 گيري پرداخته شده است.ارائه دو مثال به نتيجه
  
 پيشينه تحقيق - ۲

ار کارايي تاثير بسزايي در ارزيابي عملکرد آن تعيين مقد
) براي ۱۹۵۷ها دارد. فارل (در مقايسه با ساير سيستم

نخستين بار روش نا پارامتري را مطرح کرد. او با استفاده 
گيرنده تابع هاي واحدهاي تصميماز خروجي و ورودي

ها اي از خروجي و وروديمرزي را چنان بر مجموعه
اي خطي صل اين برازش يک تابع قطعهبرازش داد که حا

بود. مقاله فارل اساس کار مقاله چارنز، کوپر و رودرز 
(CCR) )۱۹۷۸شد. پس از آن بنکر، چارنز و کوپر ( 

را ارائه کردند اين دو مقاله پايه  (BCC)) مدل  ۱۹۸۴(
بسياري از مطالعات تحليل کارايي شدند و اين شاخه از 

ت پيشرفت کرده تحت علم تحقيق در عمليات به سرع
در تحليل  ها ناميده شد.عنوان تحليل پوششي داده

ها براي تجزيه و تحليل عملکرد واحدهاي پوششي داده
به عنوان اندازه   DMUگيري يک اندازه به هرتصميم

گردد. به عبارت ريزي رياضي استفاده ميکارايي از برنامه
آن را با  ،DMUبراي ارزيابي يک  DEAديگر در 

دهند اي نقاط کارا که مرز کارايي را تشکيل ميجموعهم
توان بر پايه مجموعه امکان توليد مي شود.مقايسه مي

هاي مختلفي را براي تعيين اندازه کارايي واحد تحت مدل
که  CCRفرم پوششي مدل  بررسي در نظر گرفت.

) به صورت زير ارائه ۱۹۷۸توسط چارنز و همکاران (
  گرديد: 

θ୭∗ = min 		θ 

.ݏ ෍λ୨x୧୨						.ݐ

୬

୨ୀଵ

	≤ θx୧୭ 

i = 1,… ,m                                        )۱(  

෍λ୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

≥ y୰୭ 

r = 1,… , s	  
	λ୨ ≥ 0	, j = 1, … , n			 

  
باشد که با مي DEA ايهاي پايه) يکي از مدل۱مدل (

 تکنولوژي توليد بازده به مقياس ثابت بيان شده است.
شود. زيرا مقدار بهين مدل فوق کارايي تکنيکي گفته مي

با توجه به نوع تکنولوژي توليد هر نوع انبساط و انقباض 
ها و هر نوع ترکيب نامنفي از DMUشعاعي براي تمامي

 سازد. آنها را فراهم مي
ها هيچ فرضي بر اي تحليل پوششي دادههاي پايهمدل

رند. پس با وجود ا نداهها و/يا خروجيحضور قيمت ورودي
هاي اشاره شده در ها مدليا خروجي ها وقيمت ورودي

توانند اطلاعات دقيقي از عملکرد واحد قسمت قبل نمي
گيري در اختيار بگذارند، بنابراين لازم است از تصميم

  ها هستند، استفاده شود. هايي که شامل بردار قيمتمدل
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  :ريزي خطي معکوسمساله برنامه - ۱- ۲
ريزي خطي زير را در نظر بگيريد و فرض مساله برنامه

و نيز  ) باشد۲هاي شدني مساله (عه جوابمجمو Sکنيد 
بردار تابع هدف   cيک جواب شدني مفروض و ୭ݔ

  ) باشند.  ۲مساله (
min  	ݔܿ				
.ݏ ݔܣ					:ݐ = ܾ	                                       	 )۲(  
ݔ	 ≥ 0 

  
 ̃ܿريزي خطي معکوس بردار تابع هدف را به برنامهمساله 

جواب بهينه  ୭ݔکند طوري که نقطه شدني آشفته مي
باشد و کمترين فاصله را با بردار  ̃ܿمساله نسبت به بردار 

c  داشته باشد. بنابراين هدف مينيمم کردن‖c෤ − c‖ 
باشد. مساله معکوس با استفاده از شرايط بهينگي مي

  ) بصورت زير ارائه شده است:۱۹۹۶نگ و ليو (توسط ژا
min   ‖ߠ‖			
.ݏ ߨ					.ݐ ௝ܲ − ௝ߠ = ௝ܥ 		, ݆ ∈ 									̅	ܬ )۳ (     
ߨ											 ௝ܲ − ௝ߠ = ௝ܥ 		, ݆ ∈   		ܬ
௝ߠ											 ≥ 0	, ݆ ∈ ̅ ܬ

  
ܬو ܬکه در آن    شوند:بصورت زير تعريف مي ̅

ܬ ̅ = ൛jหx୨୭ > 0ൟ, 
J = ൛jหx୨୭ = 0ൟ		                                   )۴(  

  
  مدل درآمد  - ۲- ۲

که با يي درآمد در پي يافتن واحدي است مدل کارا
هاي واحد تحت هاي برابر با وروديمصرف ورودي

هاي نا کمتر ارزيابي بيشترين درآمد را از فروش خروجي
  ست آورد. هاي واحد تحت ارزيابي به داز خروجي
 (DMU)گيري واحد تصميم nاي شامل مجموعه

خروجي  sورودي را براي توليد  mمتجانس که هر يک 
 xijکنند، را نظر بگيريد. بردارهاي مصرف مي

(i = 1,… ,m)  
r)و،  = 1,… , s)	y୰୨  بترتيب مولفهi - ام بردار ورودي

ام که  jگيري ام بردار خروجي واحد تصميم- jو مولفه 
(j = 1,… , n)  .فرض کنيد بردار قيمت خروجي باشند

r)همه واحدها  = 1,… , s)	R୰  واحد تحت بررسي و
	DMU୓	, (o ≠ j)  باشند. مدل درآمد با فرض بازده

) به صورت زير بيان ۱۹۵۷به مقياس ثابت توسط فارل (
  شده است. 

max 		෍R୰୭y୰

ୱ

୰ୀଵ

		 

.ݏ t.			 ∑ λ୨x୧୨୬
୨ୀଵ 	 ≤ x୧୭										 )۵  (                   

								i = 1,… ,m																								 

								෍λ୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

≥ y୰						 

						r = 1,… , s 
						λ୨ ≥ 0				j = 1,… , n  

  
,∗y)با فرض  λ∗) ) ۵به عنوان جواب بهينه مدل ،(

  کارايي درآمد واحد تحت ارزيابي بصورت زير بدست 
 آيد:مي

Eୖ =
	∑ ୖ౨౥୷౨౥౩
౨సభ

	∑ ୖ౨౥୷౨∗౩
౨సభ

    )۶    (                            
  

0که در آن  < Eୖ୨ ≤  باشد.مي 1
  

را کاراي درآمد نامند اگر و فقط  DMU୓:۱-۲تعريف
Eୖ௢اگر  = 1 .  

  
 ريزي خطي معکوس درآمد مساله برنامه - ۳

ريزي خطي هدر اين بخش با توجه به مساله برنام
معکوس، هدف بدست آوردن نزديکترين بردار قيمتي 

براي تعين است که نقطه شدني کاراي درآمد گردد. 
,y୭))، فرض کنيد ۵مساله ثانويه مدل ( λ୭)  جواب

امين محدوديت اول  i متغيردوال V୧)، ۵شدني مدل (
امين محدوديت دوم باشند در اين  r متغير دوال U୰و

 آيد:) به صورت زير بدست مي۵نويه مدل (صورت ثا

min෍v୧

୫

୧ୀଵ

x୧୭ 

s. t:∑ V୧୫
୧ୀଵ x୧୨ −∑ U୰ୱ

୰ୀଵ y୰୨ ≥ 0						 )۷      (  
j = 1,… , n 
U୰ = R୰									 
r = 1,… , s 
U୰ ≥ 0					r = 1,… , s						 
V୧ ≥ 0										i = 1,… ,m		 
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 رتاک -کان - کروش بهينگي با استفاده از شرايط
K.K.T )۱۹۵۰( :شرايط زير بايد برقرار باشد  

 (y୭, λ୭) جواب شدني اوليه باشد.   
 (U,V) .جواب شدني دوگان باشد  
 شرط مکمل زائد برقرار باشد.  

شود، طوري آشفته مي U را به بردار Rبردار تابع هدف
بهينه باشد. لذا هدف   Uکه نقطه شدني نسبت به بردار

R‖مينيمم نمودن  − U‖  توان که از نرم يک مياست
R‖براي خطي نمودن − U‖	 .حال با  استفاده کرد

ريزي خطي معکوس که توسط استفاده از مدل برنامه
ريزي مساله برنامه) ارائه شده است. ۱۹۹۶( ژانگ و ليو

خطي معکوس براي مدل درآمد به صورت زير بدست 
  خواهد آمد:

min 	‖R − U‖ = min෍|R୰ − U୰|
ୱ

୰ୀଵ

 

s. t.			෍λ୨x୧୨

୬

୨ୀଵ

	 ≤ x୧୭									i = 1,… ,m 

									෍λ୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

≥ y୰୭							r = 1,… , s	 

			V୧ቌ	x୧୭ −෍λ୨x୧୨

୬

୨ୀଵ

ቍ = 0				 

	i = 1,… ,m	 

				U୰ ቌ෍λ୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

− y୰୭ቍ = 0				 

	r = 1,… , s														 

						λ୨ ൭	෍V୧

୫

୧ୀଵ

x୧୨ −෍U୰

ୱ

୰ୀଵ

y୰୨൱ = 0		 

	j = 1,… , n 

										෍V୧

୫

୧ୀଵ

x୧୨ −෍U୰

ୱ

୰ୀଵ

y୰୨ ≥ 0							 

j = 1,… , n	 
								λ୨ ≥ 0																		j = 1,… , n					 
								U୰ ≥ 0																	r = 1,… , s				 
								V୧ ≥ 0																			i = 1,… ,m		 )۸(           

  

 مدل غير خطي است که داراي ) يک۸مدل (
m+r+n)۲(  محدوديت وm+r+n باشد و با متغير مي

  گردد: به يک مدل خطي تبديل مي )۹استفاده از رابطه (
t୰ = R୰ − U୰			, t୰ = α୰ − β୰	            )۹(  
α୰, β୰ ≥ 0												r = 1, … , s				    
ρ௜௝ = V୧		λ୨	,									 
	i = 1,… ,m	,							j = 1,… , n									 
	η୰୨ = U୰			λ୨ ,					 
			r = 1,… , s	,							j = 1,… , n	 

  
  ) خواهيم داشت:۹با در نظر گيري روابط (

min 		෍(
௦

௥ୀଵ

α୰ + β୰) 

s. t.			෍λ୨x୧୨

୬

୨ୀଵ

	 ≤ x୧୭											i = 1,… ,m 

									෍λ୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

≥ y୰୭			r = 1,… , s		 

				V୧x୧୭ −	෍ρ௜௝x୧୨

୬

୨ୀଵ

= 0			 

				i = 1,… ,m )۱۰ (                                        

					෍ 		η୰୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

−	U୰y୰୭ = 0					 

					r = 1,… , s														 

				෍ρ௜௝

୫

୧ୀଵ

x୧୨ −෍	η୰୨

ୱ

୰ୀଵ

y୰୨ = 0				 

				j = 1,… , n 

				෍V୧

୫

୧ୀଵ

x୧୨ −෍U୰

ୱ

୰ୀଵ

y୰୨ ≥ 0			 

					j = 1,… , n	 
				U୰ = R୰ − α୰ + β୰				 
					r = 1,… , s					 
					λ୨ ≥ 0																	j = 1,… , n						 
					U୰ ≥ 0															r = 1,… , s		 
					α୰, β୰ ≥ 0									r = 1,… , s 
					V୧ 	 ≥ 0															i = 1,… ,m					 
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ناکاراي تکنيکي باشد آنگاه  DMU୓اگر  :۱-۳قضيه
همواره  ۵در مدل  Rبراي هر بردار درآمدي مانند 

DMU୓ .ناکاراي درآمد است  
براي اين منظور فرض کنيد (فرض خلف) که اثبات: 

തܴبردار >  DMU୓وجود دارد بطوري که تحت آن   0
باشد. يعني به ازاي هر مي ۵مدل کاراي درآمد 
൫௑೚௒ ൯ ∈ ܲܲܵ	    

RഥY دلخواه داريم ≤ RഥY୭ ولي از طرفي داريم .
ቀ ௑೚
ఝ
∗
௒೚
ቁ ∈ ߮و  ܵܲܲ

∗
> Rഥ߮لذا  1

∗
Y୭ > RഥY୭ 

  تناقض با فرض هست.
  

کاراي تکنيکي باشد آنگاه  DMU୓اگر  :۲-۳قضيه
 ۵کاراي درآمد مدل  DMU୓اي هست که  R >0بردار 
  .گردد

  مدل زير را در نظر بگيريد:اثبات: 
min		VX୭ 
	s. t.			VX୨ − 	UY୨ ≥ 0												j = 1,… , n     
         UY୭ = 1 
										U, V ≥ 0 

  
,∗ܷ)اگر   جواب بهين مساله باشد داريم: (∗ܸ

 V∗X୭ −		U∗Y୭ = 0: 
  

Rاز طرفي داريم  = U∗ و∀൫௑೚௒ ൯ ∈   داريم  ܶ
	V∗X୭ − U∗Y ≥ 0 
	U∗Y୭ = 1		, V∗X୭ = 1	 

  

  شود.پس نتيجه مي
U∗Y୭−U∗Y ≥ 0					 → 				U∗Y୭ ≥ U∗Y 

  
  لذا داريم:

∀			൬
X
Y
൰ ∈ T			 → RY୭ ≥ RY							 ∴ 

  
  تر شدن مطلب به مثال زير توجه کنيد.براي روشن

  
را در نظر  DMUاي از شش مجموعه: ۱-۳مثال 
بطوريکه هر واحد شامل دو ورودي و دو خروجي  بگيريد

هاي متناظر با ورودي و خروجي داده ۱باشند جدول 
دهد. توجه کنيد قيمت خروجي براي واحدها را نشان مي

و  ۱۷تمام واحدها يکسان است. قيمت خروجي اول 
  است. ۲۴قيمت خروجي دوم 

  هاي قبلي را براي نتايج حاصل از حل مدل ۲جدول 
 ستون دوم و دهد.نشان مي ۱ي متناظر جدول هاداده

) را در ارزيابي ۵و مدل ( CCRسوم بترتيب نتايج مدل 
) ۵واحدها مشخص کرده است. واضح است که مدل (

کند و درآمد هر واحد در درآمد ماکزيمم را محاسبه مي
ستون چهارم قرار دارد. کارايي درآمد واحدها با بکارگيري 

رائه شده است. مقدار تابع هدف در ستون پنجم ا ۶رابطه
ها در ستون ششم )) براي داده۸مدل معکوس (مدل (

جدول محاسبه شده است و در ستون هفتم و هشتم مقدار 
قيمت خروجي اول و دوم را به ترتيب به دست آمده 

  است.

  
  واحد ۶هاي : داده۱جدول 

  DMU  ۱ورودي   ۲ورودي  ۱خروجي  ۲خروجي
۲۸  ۲۰  ۲۳  ۱۱  ۱  
۲۳  ۳۱  ۳۱  ۲۳  ۲  
۲۶  ۱۲  ۲۰  ۱۴  ۳  
۱۹  ۲۲  ۳۰  ۱۲  ۴  
۳۶  ۲۶  ۲۱  ۳۰  ۵  
۲۹  ۱۷  ۳۳  ۲۶  ۶  
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و   CCRکاراي ۵ و ۱واحدهاي  ۲با توجه به جدول 
کاراي درآمد هستند و مقدار تابع هدف با مدل معکوس 
برابر صفر و قيمت خروجي اول و دوم برابر با مقدار قبلي 

نيستند  CCRکاراي  ۶و۳هاي دست آمده است. واحدبه
و قيمت  ۴۱و با حل مدل معکوس مقدار تابع هدف 

دست آمده است. ولي در خروجي اول و دوم صفر به
هستند و کاراي درآمد  CCRکه کاراي  ۴ و ۲واحدهاي 

نيستند مقدار تابع هدف مدل معکوس براي واحد دوم 
و قيمت  ۱۷و مقدار قيمت خروجي اول  ۲۱۸۹/۲۳

آيد، يعني با تغيير به دست مي ۷۸۱۱/۰خروجي دوم 
کاراي درآمد  ۲قيمت خروجي دوم به اين مقدار در واحد 

  شود.حاصل مي
نيز مقدار تابع هدف مدل معکوس  ۴براي واحد 

و قيمت  ۱۷و مقدار قيمت خروجي اول  ۷۳۲۳/۲۳
محاسبه شد. بر طبق قضيه ارائه  ۲۶۷۷/۰خروجي دوم 

ي واحدهايي که کاراي توان نتيجه گرفت که براشده مي
توان مقدار هستند مي CCRدرآمد نيستند ولي کاراي 

  دست آورد که با قيمت جديد به را طوري بهقيمت
  آمده کاراي درآمد گردند.دست

  
  ايسيستم توليد دو مرحله - ۴

ها واحد هاي تصميم در کاربردهاي تحليل پوششي داده
آنها به صورت اي وجود دارند که فرآيند توليد در گيرنده

شود. اي در نظر گرفته مييک فرآيند دو يا چند مرحله

هاي سنتي تحليل پوششي پيشتر بيان گرديد که مدل
گيري همانند "جعبه سياه" رفتار ها با واحدهاي تصميمداده
هاي داخلي کنند. و بدون توجه به ارتباطات بخشمي

هاي اوليه و واحدها، عملکرد آنها را از روي ورودي
دهند. به منظور هاي نهايي مورد ارزيابي قرار ميخروجي

هاي فايق آمدن بر اين نواقص، تحليل پوششي داده
د با در نظر گرفتن اي پيشنهاد گرديد که قادر هستنشبکه

هاي مشترک کارايي کل و ارتباط توليدات مياني و ورودي
اين نگرش نسبت DEA  بين مراحل آن را بسنجند. در
هاي تحليل پوششي داده به ساختار داخلي واحدها را

گويند. ارزيابي واحدها با ساختار ) ميNDEA( ايشبکه
اي را هاي شبکهدروني با استفاده از تحليل پوششي داده
اي تحت عنوان اولين بار توسط فار و گراسکوف در مقاله

اي" ارائه کردند. مطالعات هاي شبکه"تحليل پوششي داده
اي انجام ها شبکهزيادي در زمينه تحليل پوششي داده
ها، براي محاسبه گرفته است که منجر به معرفي مدل

اي شده است، اي به مدل شبکههاي شبکهکارايي سيستم
اي شکل هاي شبکههاي تحليل پوششي دادهدلم

استانداري ندارد و بر اساس ساختار داخلي آنها به صورت 
سري، موازي و ترکيبي ارائه شده است. که در اين مقاله 

  اي موسوم به هاي شبکهحالت خاصي از سيستم
  اي را مورد بررسي قرار هاي توليد دومرحلهسيستم

 .دهيممي

 
  
  

  به درآمد: محاس۲جدول 

 
 

  DMU  ييکارا  مدل درآمد  درآمد  درآمد ييکارا  معکوس  ۱يمت خروجيق  ۲يمت خروجيق
۲۴  ۱۷  ۰  ۱  ۱۰۱۲  ۱۰۱۲  ۱  ۱  
۷۸۱۱/۰  ۱۷  ۲۱۸۹/۲۳  ۷۰۹۷/۰  ۱۰۷۹  ۴۶۲/۱۵۲۰  ۱  ۲  
۰  ۰  ۴۱  ۸۵۸۱/۰  ۸۲۸  ۸۸۸۹/۹۶۴  ۹۷۵/۰  ۳  

۲۶۷۷/۰  ۱۷  ۷۳۲۳/۲۳  ۷۵۱۸/۰  ۸۳۰  ۱۱۰۴  ۱  ۴  
۲۴  ۱۷  ۰  ۱  ۱۳۰۶  ۱۳۰۶  ۱  ۵  
۰  ۰  ۴۱  ۵۹۷۲/۰  ۹۸۴  ۵۷۷/۱۶۴۷  ۶۳۷۱/۰  ۶  
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ترين حالت از اي سادههاي توليد دو مرحلهسيستم
باشند که مراحل هاي توليد با ساختار شبکه ميسيستم

باشند. مطالعات آنها به صورت سري با هم در ارتباط مي
اي در تحليل پوششي زيادي در ارتباط با سيستم دو مرحله

ه اهميت استفاده از آن را در ها صورت گرفته است، کداده
گيري در صنايع مختلف سنجش کارايي واحدهاي تصميم

دهد که به برخي از اين مطالعات در پيشينه نشان مي
  تحقيق اشاره شد. 

ها براي اي در مرحله اول وروديهاي دو مرحلهدر سيستم
شود که محصول مياني نام هايي مصرف ميتوليد خروجي

هاي مرحله دوم مورد استفاده وروديدارند و به عنوان 
فرض دست آيد. هاي نهايي به گيرند تا خروجيقرار مي

اي موجود گيري با ساختار دو مرحلهواحد تصميم nکنيد 
محصول  qورودي را برا ي توليد  mباشند. مرحله اول 
مرحله دوم خروجي مرحله اول  کنند. ومياني مصرف مي

 sتوليد  در نظر گرفته و برايرا بعنوان ورودي مرحله دوم 
کنند. فرض کنيد براي خروجي نهايي مصرف مي

DMU௝  (j	هر = 1,… , n)،اول  ، بردار ورودي مرحله
x୧୨ (iبصورت  = 1,… ,m) بردار مقادير مياني ،
dj (dܼبصورت  = 1,… , D) بردار خروجي مرحله ،

r)دوم بصورت  = 1,… , s)	y୰୨  يک ۱باشند. شکل ،
   دهد.اي را نشان ميدو مرحله سيستم توليد

 کارايي سيستم را بدون توجه به ساختار  CCRمدل
  سنجد و ارتباط مراحل ناديده گرفته اي ميدومرحله

شود. از مهمترين مطالعات در زمينه ارزيابي عملکرد مي
توان به مقاله کائو و اي ميهاي توليد دو مرحلهسيستم

) با ۲۰۰۸هوانگ () اشاره کرد. کائو و ۲۰۰۸هوانگ (
 CCRاضافه کردن عمليات مربوط به هر مرحله به مدل 

اي را هاي دو مرحلهکسري توانستند عملکرد سيستم
 اصلاح کنند و مدل را بصورت زير ارائه دادند. 

E୩ = Max	
୳,୴,୵

u୲y୩
v୲x୩

 

s.t     
୳౪୷ౠ
୴౪୶ౠ

≤ 1						j = 1,… , n 

									
୳౪୷ౠ
୵౪୸ౠ

≤ 1							j = 1,… , n )۱۱                 (  

        
୵౪୸ౠ
୴౪୶ౠ

≤ 1						j = 1,… , n 
        u, v, w ≥ 0      

هاي دوم و توان از محدويت) مي۱۱با توجه به مدل (
آورد لذا محدوديت اول را سوم، محدوديت اول را بدست 

ته باشيم در مدل از مدل حذف کرد. توجه داش توانمي
) فرض اساسي بر اين است که وزن اختصاص داده ۱۱(

شده به محصولات مياني در هر دو مرحله يکسان هست 
اگرچه در مرحله اول به عنوان خروجي و در مرحله دوم 

کنند. ماهيت دوگانه به عنوان ورودي عمل مي
گردد که کارايي کل سيستم محصولات مياني باعث مي

 هاي مراحل است ضرب کاراييبرابر با حاصل
௞ܧ( = ௞ଵܧ × ). در حقيقت مدل معرفي شده کائو و ௞ଶܧ

 يزيکي بين فرايند کل و زير) رابطه ف۲۰۰۸هوانگ (
کند. با استفاده از تبديلات هاي جزء را توصيف ميفرايند

) به صورت ۱۱) فرم خطي مدل (۱۹۶۲چارنز و کوپر (
  آيد. ) بدست مي۱۲مدل (

E୏ = max෍u୰Y୰୩			

ୱ

୰ୀଵ

 

s. t.				 ∑ v୧x୧୩ = 1୫
୧ୀଵ 				  

෍wୢzୢ୨

ୈ

ୢୀଵ

−෍v୧

୫

୧ୀଵ

x୧୨ ≤ 0		 

			j = 1,… , n,	  )۱۲   (                                      

෍u୰y୰୨

ୱ

୰ୀଵ

−	෍wୢzୢ୨

ୈ

ୢୀଵ

≤ 0 

	j	 = 1, … , n,  
	u୰		, v୧	,wୢ ≥ 0			, r = 1,… , s; 
	i = 1,… ,m; 		d = 1,… , D. 

  
هاي ) از جمله مدل۲۰۰۸مدل ارائه شده کائو و هوانگ (

ها يا شعاعي است بدين معني که تغيير در ورودي
توان از آن پذيرد و ميها به يک نسبت صورت ميخروجي

اي استفاده کرد. هاي توليد دومرحلهدر ارزيابي سيستم
بازده به مقياس توجه داشته باشيم که اين مدل فقط در 

) به ۱۲فرم پوششي مدل ( ثابت قابل استفاده است.
 آيد.صورت زير بدست مي

min 		θ 

s. t.								෍λ୨x୧୨ ≤ θ
୬

୨ୀଵ

x୧୭	 

i = 1,… ,m						 
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	෍(λ୨ − μ୨)z୮୨

୬

୨ୀଵ

≥ 0												 

p = 1,… , q  

෍μ୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

≥ y୰୭						 

	r = 1,… , s													 
μ୨, λ୨ ≥ 0															j = 1,… , n               )۱۳(  

  
ريزي خطي معکوس مدل مساله برنامه -۱- ۴

  اي درآمد با ساختار دو مرحله
اي در اين بخش کارايي درآمد را براي ساختار دو مرحله

ريزي خطي معکوس شود و سپس مسئله برنامهبيان مي
شود. رفي مياي معمدل درآمد را براي ساختار دو مرحله

) مدل درآمد ۱۳اي (مرحله با استفاده از کارايي سيستم دو
  اي به صورت زير معرفي را براي سيستم دو مرحله

  کنيم.مي

max 		෍R୰୭y୰

ୱ

୰ୀଵ

				 

s. t.෍λ୨x୧୨ ≤
୬

୨ୀଵ

x୧୭		, i = 1,… ,m						(a) 

෍(λ୨ − μ୨)z୮୨

୬

୨ୀଵ

≥ 0		, p = 1,… , q			(b)			 

෍λ୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

≥ y୰	, r = 1,… , s															(c)	 

μ୨, λ୨ ≥ 0										j = 1,… , n )۱۴   (             
  

,∗y)فرض کنيد  :۱- ۴ تعريف λ∗, μ∗)  جواب بهينه
باشد.کارايي درآمد واحد تحت ارزيابي بصورت  )۱۴( مدل

  کنيم:زير تعريف مي

ோܧ =
	∑ ୖ౨౥୷౨౥౩
౨సభ

	∑ ୖ౨౥୷౨∗౩
౨సభ

)۱۵  (                                
ோ௝ܧ ≤ 1 

  
 واحد تحت ارزيابي را کاراي درآمد نامند اگر و فقط اگر

ோܧ = 1.  

ريزي خطي در اين بخش با توجه به مساله برنامه
معکوس، هدف بدست آوردن نزديکترين بردار قيمتي 

براي تعين د. است که نقطه شدني کاراي درآمد گرد
,y୭))، فرض کنيد ۱۴مساله ثانويه مدل ( λ୭, μ୭) 

امين  rمتغير دوال  U୰)، ۱۴مدل ( جواب شدني
و  (a)امين محدوديت  i متغيردوال V୧و  (c) محدوديت

W୮  متغيردوالp امين محدوديت(b)   باشند. در اين
  آيد:) به صورت زير بدست مي۱۴صورت ثانويه مدل (

min෍V୧

୫

୧ୀଵ

x୧୭	 

s. t:					෍W୮

୯

୮ୀଵ

z୮୨ −෍V୧

୫

୧ୀଵ

x୧୨ ≤ 0		 

	j = 1,… , n		 

෍U୰

ୱ

୰ୀଵ

y୰୨ −෍W୮

୯

୮ୀଵ

z୮୨ ≤ 0								 

j = 1,… , n 
U = R )۱۶  (                                                   
U୰ ≥ 0																			r = 1,… , s				 
V୧ ≥ 0																			i = 1,… ,m		 

  
کوس درآمد با ساختار دو ريزي خطي معمساله برنامه

 - کان–با استفاده از شرايط بهينگي کروش  ايمرحله
  شود.صورت زير بيان مي تاکر به

min 	‖R − U‖ = min෍|R୰ − U୰|
ୱ

୰ୀଵ

 

s. t.			෍λ୨x୧୨

୬

୨ୀଵ

	 ≤ x୧୭											i = 1,… ,m					 

					෍(λ୨ − μ୨)z୮୨

୬

୨ୀଵ

≥ 0				p = 1,… , q	 

				෍μ୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

≥ y୰୭													r = 1,… , s						 

				෍W୮

୯

୮ୀଵ

z୮୨ −෍V୧

୫

୧ୀଵ

x୧୨ ≤ 0					 

			j = 1,… , n	 

				෍U୰

ୱ

୰ୀଵ

y୰୨ −෍W୮

୯

୮ୀଵ

z୮୨ ≤ 0			 
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		j = 1, … , n	 

		V୧ቌx୧୭ −	෍λ୨x୧୨

୬

୨ୀଵ

ቍ = 0						 

			i = 1,… ,m 

			W୮ ቌ෍(λ୨ − μ୨)z୮୨

௡

௝ୀଵ

ቍ = 0										 

			p = 1,… , q																	 

				U୰ ቌ෍μ୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

− y୰୭ቍ = 0											 

			r = 1,… , s														 

				λ୨ ቌ෍W୮

୯

୮ୀଵ

z୮୨ −෍V୧

୫

୧ୀଵ

x୧୨ቍ = 0		 

			j = 1,… , n 

		μ୨ ቌ	෍U୰

ୱ

୰ୀଵ

y୰୨ −෍W୮

୯

୮ୀଵ

z୮୨ቍ = 0 

	j = 1,… , n	 
λ୨ ≥ 0								j = 1,… , n		, 
W୮ ≥ 0					p = 1,… , q			, 
U୰ ≥ 0						r = 1,… , s				,                     )۱۷(  
V୧ 	≥ 0						i = 1,… ,m		 

		 
غير خطي است که با تغيير متغير بصورت زير  )۱۷( مدل

  شود.به يک مساله خطي تبديل مي
୰ݐ = R୰ − U୰	,				ݐ୰ = α୰ − β୰				 
α୰, β୰ ≥ 0												r = 1,… , s					 
ρ௜௝ = V୧		λ୨					,					η୰୨ = U୰	ࣆ௝								, 
Υ୮୨ =	W୮		λ୨		                                      	 )۱۸(  
Κ୮୨ =	W୮	ࣆ௝ 							i = 1,… ,m		,	 
	j = 1,… , n,										p = 1,… , q 

  
ريزي خطي بصورت زير ) مساله برنامه۱۸با تغيير متغير (

  آيد.بدست مي

min 		෍(
ୱ

୰ୀଵ

α୰ + β୰) 

s. t.			෍ρ୧୨x୧୨

୬

୨ୀଵ

	≤ V୧x୧୭									 

i = 1,… ,m 

෍(Υ୮୨ − Κ୮୨)z୮୨

୬

୨ୀଵ

≥ 0						 

p = 1,… , q												 

෍η୰୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

≥ U୰y୰୭								r = 1,… , s						 

෍Υ୮୨

୯

୮ୀଵ

z୮୨ −෍ρ୧୨

୫

୧ୀଵ

x୧୨ ≤ 0			 

j = 1,… , n	 )۱۹  (                                       

	෍ 	η୰୨

ୱ

୰ୀଵ

y୰୨ −෍Κ୮୨

୯

୮ୀଵ

z୮୨ ≤ 0	 

j = 1,… , n	 

V୧x୧୭ −	෍ρ୧୨x୧୨

୬

୨ୀଵ

= 0						 

i = 1,… ,m 

	෍(Υ୮୨ − Κ୮୨)z୮୨

୬

୨ୀଵ

= 0	 

p = 1,… , q															 

	෍ 	η୰୨y୰୨

୬

୨ୀଵ

− U୰y୰୭ = 0		 

r = 1,… , s														 

෍Υ୮୨

୯

୮ୀଵ

z୮୨ −෍ρ୧୨

୫

୧ୀଵ

x୧୨ = 0		 

j = 1,… , n 

෍	η୰୨

ୱ

୰ୀଵ

y୰୨ −෍Κ୮୨

୯

୮ୀଵ

z୮୨ = 0						 

j = 1,… , n	 
R୰ = U୰ − α୰ + β୰								r = 1,… , s			 
ρ୧୨ ≥ 0		, j = 1,… , n		 
i = 1,… ,m							,	 
	V୧ ≥ 0									i = 1,… ,m		 
	U୰ ≥ 0						,			η୰୨ ≥ 0				, 
r = 1,… , s				, j = 1,… , n   
α୰	, β୰ ≥ 0				, r = 1,… , s	 
Κ୮୨	, Υ୮୨ ≥ 0							p = 1,… , q				, 
j = 1,… , n 

  
واحد فرضي وجود دارند که  ۶فرض کنيد : ۱-۴ مثال

اوليه و دو ورودي مياني و دو خروجي شامل دو ورودي 
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وقيمت خروجي  ۱۵ يمت خروجي اولباشند. قنهايي مي
با  .دهدها را نمايش ميداده ۳باشد. جدول مي ۲۰ دوم

به بررسي کارايي و کارايي  ۳هاي جدول استفاده از داده
درآمد و مدل معکوس ارائه شده در حالتي که سيستم دو 

 ۴و نتايج حاصل را در جدول  اي داريم پرداختيم،مرحله
واحد  ۶شود در همانطور که مشاهده مي ارائه نموديم.

هستند و دو واحد   CCRبررسي شده سه واحد کاراي
که کاراي درآمد است در مدل  ۲کارايي درآمد دارند. واحد 

 هاي قبل را براي خروجي به) همان قيمت۱۷معکوس (
يدي به دست قيمت جد ۱ دست آورد، در حاليکه در واحد
هاي جديد با مدل کارايي آمد که با بررسي اين قيمت

کارايي درآمد را دارد. همينطور براي  ۱درآمد دوباره واحد 
هاي جديدي که کاراي درآمد نبود توانستيم قيمت ۵واحد 

هاي جديد کارايي درآمد را داريم. و بيابيم که با اين قيمت
مقدار قيمت  نيستند CCRکه کاراي  ۶و ۴و ۳واحدهاي 

  صفر به دست آمد. 

  گيرينتيجه
ريزي با توجه به مطالب بيان شده با استفاده از برنامه

خطي معکوس مدل جديدي ارائه شد که بوسيله آن 
بودند ولي  CCR توانستيم براي واحدهايي که کاراي

کاراي درآمد نبودند بردارقيمت جديد را طوري بيابيم که 
  وش را براي سيستم دو کاراي درآمد گردند. اين ر

اي نيز به کار گرفتيم که نتايج مشابه را داشت و به مرحله
وضوح ديده شد که محصولات مياني بر کارايي درآمد 

ترين ويژگي روش پيشنهادي، تعيين تاثير دارند. مهم
هاي جديد در جهت دستيابي به سطح بهينه در قيمت

رآمد تعيين استراتژي واحدها است چرا که کارايي د
ي از اطلاعات براي مديريت ترتشکيل دهنده منبع مهم

  ريزي بر اساس آن معتبرتر است.برنامهاست و 
  

  
  واحد ۶هاي : داده۳جدول 

  
  
  
  
  
  
  

  
  هاي کارايي درآمد: نتايج به دست آمده از مدل۴جدول 

  

  DMU  )۱۳( کارايي  )۱۴( مدل درآمد  )۱۵( کارايي درآمد  )۱۷( مدل معکوس ૚܃ ૛܃
۸۶/۱۹  ۵۹/۴  ۵۴/۱۰  ۱  ۱۰۱۰  ۱  ۱  

۲۰  ۱۵  ۰  ۱  ۹۲۵  ۱  ۲  
۰  ۰  ۳۵  ۴۹۷۲/۰  ۸۳۰/۱۴۰۷  ۶۱۸۲/۰  ۳  
۰  ۰  ۳۵  ۴۷۵۲/۰  ۲۳/۱۴۹۴  ۴۷۶۴/۰  ۴  
۲۰  ۲۳/۴  ۷۷/۱۰  ۹۰۸۶/۰  ۶۸۹/۱۲۲۱  ۱  ۵  
۰  ۰  ۳۵  ۳۳۷۸/۰  ۱۵۸/۲۴۷۲  ۳۹۷۹/۰  ۶  

  
    

 DMU  ۱ورودي  ۲ورودي  ۱مياني  ۲مياني  ۱خروجي  ۲خروجي
۲۸  ۳۰  ۱۵  ۲۱  ۱۳  ۱۱  ۱  
۲۳  ۳۱  ۱۴  ۱۹  ۱۱  ۲۳  ۲  
۲۶  ۱۲  ۳۳  ۲۲  ۲۰  ۱۴  ۳  
۱۹  ۲۲  ۳۴  ۲۵  ۳۰  ۱۲  ۴  
۳۶  ۲۶  ۱۶  ۲۷  ۲۱  ۱۰  ۵  
۲۹  ۱۷  ۲۹  ۱۱  ۳۳  ۲۶  ۶  
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