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 ۲۶/۱۰/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۲۸/۰۵/۹۶تاريخ دريافت مقاله: 

  چکيده
اي از معادلات انتگرال دو  هاي تقريبي رده هاي بوبکر، براي جواب اي محلي جديدي، بر مبناي چندجمله در اين مقاله، روش هم

ايم. خصوصيات توابع بوبکر دوبعدي بکار گرفته شده است. ماتريس اساسي  بعدي فردهلم خطي نوع دوم معرفي کرده
ي انتگرالي به فرم جوابي از دستگاه معادلات جبري  براي کاهش فرم جواب معادله محلي ي نقاط هم گيري به وسيله انتگرال

به طور کاملاً دقيق و ساختاري مورد مطالعه قرار گرفته شده و تاکيد  دقت جواب و تحليل خطامورد استفاده قرار گرفته است. 
اي  ي پيوسته از نوع چندجمله شده است که روش پيشنهادي براي انواع معادلات انتگرال دو بعدي فردهلم خطي با هسته

ده جوابِ ضرايب چند جمله اي شافزار رياضي ميپل باعث  باشد. از طرف ديگر، کمک گرفتن از نرم کاملاً دقيق و بدون خطا مي
هاي موجود به جهت ارائه اعتبار، دقت و  همچنين، نتايج روش حاضر را با نتايج ساير روش بوبکر بسيار آسان محاسبه شود.

  ايم.  کارايي تکنيک مورد بررسي و مقايسه قرار داده
  

بوبکر بريده شده، روش  هاي اي ملهچندجمعادلات انتگرال دوبعدي فردهلم، ماتريس اساسي، سري  هاي کليدي: واژه
  محلي. هم
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  . مقدمه۱
اي رو به رشد براي حل عددي  هاي اخير، علاقه در سال

) به وجود آمده ܛ۲-۷۳معادلات انتگرالي دوبعدي (
است، که شامل ترکيبي از توابع مجهول زير علامت 

باشد.  انتگرال دو بعدي و همچنين مشتقات آنها مي
توان به معادلات  مسائل مربوط به معادلات انتگرالي را مي

. کران بالاي ]۱[بندي کرد انتگرالي فردهلم و ولترا طبقه
ناحيه انتگراگيري در نوع ولترا، متغير بوده در حالي که در 
نوع فردهلم، يک عدد ثابت فرض شده است. در اين 

ي انتگرال دوبعدي فردهلم خطي از نوع  مقاله، ما با معادله
هاي مورد مطالعه  کنيم. اما تمام الگوريتم دوم برخورد مي

ديفرانسيل دوبعدي -تواند با معادلات انتگرو ر متن ميد
فردهلم خطي نوع دوم نيز سازگار باشد. معادلات انتگرال 

اي مهم از رياضيات مدرن است و اغلب در  دوبعدي شاخه
هاي کاربردي مانند؛ مهندسي، مکانيک،  بسياري از زمينه

فيزيک، شيمي، نجوم، زيست شناسي، اقتصاد و... به وجود 
  .]۵-۲[آيند  مي

معمولاً حل تحليلي معادلات انتگرال دوبعدي مشکل و 
هاي تقريبي و  باشد. بنابراين روش بسيار پيچيده مي

 هاي عددي براي رسيدن به يک راه حل مورد تکنيک
هاي اخير رياضيدانان و  باشد. در سال قبول نياز مي

هاي  حل فيزيکدانان تلاش قابل توجهي براي مطالعه راه
اند.  عددي معادلات انتگرالي دوبعدي از خود نشان داده

اند. به  هاي قدرتمند و ساختاري ارائه شده بسياري از روش
، روش ماتريس ]۲[توان به روش چِبيشف  عنوان مثال مي

، روش توابع کُلاهي ]۴[، روش تاو محاسباتي]۳[تيلور
-۷[هاي نيستروم ، روش]۶[، روش گالرکين]۵[شده اصلاح

اشاره کرد. در اين  ]۹[خطاي مجانبي  و روش بسط ]۸
محلي بريده شده براي حل عددي  پژوهش، يک روش هم

) ܛ۴۷۳ۺ-۲معادلات انتگرال دوبعدي فردهلم خطي (
  به فرم؛

,ݔ)ݑ (ݕ 		= ,ݔ)݃			 +	(ݕ
∫ ∫ ,ݔ)ܭ ,ݕ ,ݐ ,ݐ)ݑ	(	ݏ ௗݐ݀ݏ݀		(ݏ



 				 )۱(         

,ݔ)	که  (ݕ ∈ ,ݔ)ݑکنيم. که در آن،  ارائه مي ܦ  (ݕ
,ݔ)݃تابع مجهول و توابع ,ݔ)ܭو  	(ݕ ,ݕ ,ݐ به  (ݏ
ܦهاي  ترتيب روي ناحيه = [ܽ, ܾ] × [ܿ, و  [݀
ܧ	 = ܦ ×   .شوند به طور پيوسته تعريف مي ܦ

) بر حسب ۱ي ( هدف از اين مقاله يافتن جواب مسئله
بريده شده دوبعدي   بوبکر هاي اي چندجملهروش سري 

(۲-܁۾۰܂) که براي هر ]۱۳-۱۰[باشد مي ،
,ݔ)		 (ݕ ∈   شود:  به صورت زير تعريف مي ܦ

,ݔ)ݑ (ݕ =
∑ ∑ ߰	ߚ ,ݔ) ெ(ݕ

ୀ 			ே
ୀ 	               )۲(  

߰به طوري که؛  ,ݔ) ݉,݊(  (ݕ = ,,⋯  (
هاي بوبکر دوبعدي هستند که به صورت  اي چندجمله

هاي بوبکر  اي پذيري از چندجمله حاصلضرب جدايي
  به فرم؛  (	(ݔ)ܤ	)[13]بعدي تک

߰ ,ݔ) (ݕ = (ݔ)ܤ ∙ )۳(                (ݕ)ܤ	  
ضرايب مجهول بوبکر دوبعدي  ߚتعريف شده و 

اعداد  ܯو ܰاي و درجه چندجمله ݉و  ݊باشند. که  مي
݊صحيح مثبت هستند ( ≤ ݉و  ܰ ≤   ) .ܯ

براي محاسبه و تخمين يک جواب عددي به شکل رابطه 
  محلي متساوي الفاصله؛  )، از نقاط هم۱) از مسئله (۲(

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݔ = ܽ +	ି

ே
∙ ݅			,			݅ = , ,⋯ ,ܰ

																																																																									

ݕ = ܿ +	ௗି
ெ
∙ ݆				,			݆ = , ,⋯ ܯ,

   )۳(  

بعدي  هاي بوبکر تک اي کنيم. چندجمله استفاده مي
  ؛ ]۱۴[استاندارد بوسيله رابطه بازگشتي

⎩
⎨

⎧ (ݔ)ܤ = 1,																																																				
(ݔ)ଵܤ = 																																																					,ݔ
(ݔ)ଶܤ = ݔ + ,																																												
(ݔ)ܤ = ݔ	 ∙ (ݔ)ିܤ ,(ݔ)ିܤ	− ݇ > .

 )۵(  

هاي صحيح  اي اي از اين چندجمله اند. دنباله ارائه شده
 K. Boubaker & et. al ]۱۴[غيرمتعامد به توسط

  ساخته شده که به فرم؛  
(ݔ)ܤ = 
∑ ቄ(ି	)(ି)

ିܥ	 ቅ (−) క()	ିݔ	
ୀ 	       )۶(  

(݊)ξتعريف شده است. که در آن،  = 	 ቔ
ଶ
ቕ =

		ା(	(ି)
ି	)


به  ିܥو  ⌊∙⌋بوده و نماد  	

ي تابع جزء صحيح و ضريب  ترتيب نشان دهنده
൫୬ି୩	اي  دوجمله ൯ .است  
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   . بيان روابط اساسي۲
  بوبکر هاي اي چندجملهسري در اين بخش، در ابتدا 

) را به فرم ماتريسي مناسب تبديل ۲( دوبعدي شده بريده
  کنيم. يعني؛  مي

,ݔ)ݑ (ݕ = શ(ݔ, (ݕ ∙ 	ࢼ	 )۷(                            
از مرتبه   ࢼو بردار ستوني  શکه در آن، بردار سطري 
	(ܰ + ܯ)(1 +   باشند.  به صورت زير مي(1

શ	 = [߰ , ⋯ , ߰ெ , ⋯ , ߰ே , ⋯ , ߰ெே ]   
   و

	ࢼ = 	ߚ] , ⋯ , ெ	ߚ , ⋯ , ,	ேߚ ⋯ ,   ேெ]ߚ
 ) و محاسبه آن براي مقادير مختلف ۶با استفاده از رابطه (

݊ = 0, ,⋯ ݉و  ܰ, = 0, ,⋯ توان به  مي ܯ,
هاي بوبکر  اي چندجملهيک رابطه ماتريسي مربوط به 

߰دوبعدي  ,ݔ)   به شکل؛  (ݕ
		શ(ݔ, (ݕ = ,ݔ)܆ (ݕ ∙ ܈ )۸(                          

(بردار پايه استاندارد  ܆رسيد. به طوري که، بردار سطري 
ܰ)	 هاي دو متغيره) از مرتبه اي چندجمله + 1)  

ܯ) +   به صورت؛  (1

܆ =  , ⋯,ݕ , ெݕ , ,ݔ ⋯,ݕݔ ,
ெݕݔ , ⋯ , ேݔ , ⋯ , ெݕேݔ

൨ 
ܰباشد و با فرض اين که  مي =  باشد، ماتريس ܯ

  زوج، باشد به فرم؛ ܰاگر  ،܈مربعي 
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  فرد، باشد به فرم؛ ܰبوده و اگر 
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، همان ܈هاي ماتريس طوري که درآيهباشد. به  مي
بعدي  هاي بوبکر تک اي از حاصلضرب چندجملهمضرابي 
  باشند. يعني؛ در خودشان مي ]۱۳[استاندارد

߰ ,ݔ) (ݕ = ∑ ∑ γ,
, 	ିݔ		 ∙క()

ୀ
క()
ୀ

	ିݕ 		,  

ቐ
݊ = 0,1,⋯ ,ܰ										,										݉ = 0,1,⋯ ܯ,

 = 0,1,⋯ , ቔ
ଶ
ቕ ݍ								,									 = 0,1,⋯ , ቔ

ଶ
ቕ
  

γ,
, = (−)ା ቄ(ି	)(ି	)

(ି)(ି)
ିܥ	

 ∙

ିܥ
 ቅ  

݊ در حالتي که = و  ݉ = هاي باشد، درآيه ݍ
γ,را به صورت  ܈ماتريس 

, در نظر  ,ߛ	=
  ايم.  گرفته

  کنيم:  ) را به شکل زير بازنويسي مي۱حال، معادله (
,ݔ)ݑ (ݕ = ,ݔ)݃ (ݕ + ,ݔ)ܫ (ݕ )۸(               

  که در آن؛ 
,ݔ)ܫ (ݕ =	∫ ∫ ,ݔ)ܭ ,ݕ ,ݐ ,	ݏ ,ݐ)ݑ	( ௗ	ݐ݀ݏ݀	(ݏ



  

  باشد. مي
توان از  هاي مورد نظر مي براي به دست آوردن جواب

محلي بوبکر استفاده کرد. بنابراين، نقاط  روش هم
) جايگزين کرده و دستگاه ۹) را در معادله (۴محلي ( هم
  زير 

ݔ൫ݑ , ൯ݕ = ݃൫ݔ , ൯ݕ + ݔ൫ܫ , ൯ݕ )۱۰(           
 

݅		براي هر  = 0,1,⋯ ݆ و 	ܰ, = 0,1,⋯  ܯ,
  شود. به طوري که؛  حاصل مي

ݔ൫ܫ , ൯ݕ =
∫ ∫ ݔ)ܭ , ݕ , ,ݐ ,ݐ)ݑ(	ݏ ݐ݀ݏ݀	(ݏ

ௗ
 		

 )۱۱(          
توان ) را مي۱۰معين شده است. در اين صورت دستگاه (

  به شکل ماتريسي؛
ܝ = ۵+ ۷ )۱۲(                                               

از مرتبه  ۷و ۵	، ܝهاي ستوني  نوشت. که در آن، بردار
	(ܰ + ܯ)(1 +   بوده و به صورت؛  (1

ܝ = ݑ
,ݔ) ⋯,(ݕ , ,ݔ)ݑ ⋯,(ெݕ ,
,ݔ)ݑ ⋯,(ݕ , ,ݔ)ݑ (ெݕ

൨
்

  

۵ = ݃
,ݔ) ⋯,(ݕ , ,ݔ)݃ ⋯,(ெݕ ,
,ݔ)݃ ⋯,(ݕ , ,ݔ)݃ (ெݕ

൨
்

  

 

۷ = 	 ܫ
,ݔ) ⋯,(ݕ , ,ݔ)ܫ ⋯,(ெݕ ,
,ݔ)ܫ ⋯,(ݕ , ,ݔ)ܫ (ெݕ

൨
்

  

  شوند. تعريف مي
  

,࢞)ࡵ. روابط ماتريسي قسمت انتگرالي۱,۲   :(࢟
را مطابق با قسمت انتگرالي  ۷خواهيم، ماتريس  حال مي
,ݔ)ܫ پيدا کنيم. براي اين منظور هسته انتگرالي  (ݕ

,ݔ)ܭ ,ݕ ,ݐ توان بر حسب سري بوبکر  را مي (ݏ
  ) بسط داده و داريم؛۱۳شده به فرم رابطه ( بعدي بريده  دو

,ݔ)ܭ ,ݕ ,ݐ (ݏ =
	∑  ℎ,(ݔ, ,ݐ)߰	(ݕ 	(ݏ

ெ
ୀ 	ே

ୀ )۱۳(       
,ݔ)ܭي  آنگاه ماتريس نمايشگر هسته ,ݕ ,ݐ را  (ݏ

  ) بدست آورد. ۱۴توان از فرم ماتريسي رابطه ( مي
,ݔ)ܭ ,ݕ ,ݐ (ݏ = ,ݔ)۶	 (ݕ ∙ 	શ(ݐ, (ݏ )۱۴(        

,ݔ)۶به طوري که، بردار سطري  از مرتبه  (ݕ
	(ܰ + )(ܯ + ) :عبارت است از  

۶(x, y) = ቈ
ℎ,(ݔ, ⋯,(ݕ , ℎ,ெ(ݔ, ⋯,(ݕ ,
ℎே,(ݔ, ⋯,(ݕ , ℎே,ெ(ݔ, (ݕ

 
) مربوط به ۷) و (۱۴لذا، با جايگذاري فرم هاي ماتريسي (

,ݔ)ܭتوابع به ترتيب  ,ݕ ,ݐ ,ݔ)ݑو  (ݏ بجاي   (ݕ
,ݔ)ܫقسمت انتگرالي  ، فرم ماتريسي جديدي براي (ݕ

  شود و داريم؛  آن حاصل مي
,ݔ)ܫ (ݕ = ∫ ∫ ,ݔ)۶ ௗ(ݕ



 ∙ 	શ(ݐ, (ݏ ∙

શ(ݐ, (ݏ ∙   ݐ݀	ݏ݀		ࢼ
= ,ݔ)۶ (ݕ ∙ ቀ∫ ∫ 	શ(ݐ, (ݏ ∙ௗ





શ(ݐ, ቁݐ݀	ݏ݀	(ݏ ∙   ࢼ
در  ۷تر محاسبات مربوط به ماتريس  به منظور انجام ساده

) تعريف ۱۵را در رابطه ( ۿي قبل ماتريس  معادله
  کنيم.  مي

ۿ = ∫ ∫ 	શ(ݐ, (ݏ ∙ શ(ݐ, ௗݐ݀	ݏ݀		(ݏ



 )۱۵(     

  لذا، به طور خلاصه، داريم؛ 
,ݔ)ܫ (ݕ = ,ݔ)۶ (ݕ ∙ ۿ ∙ ࢼ )۱۶(                        

، با قراردادن رابطه  ۿهاي ماتريس درايهي  براي محاسبه
 ) را داريم؛  ۱۷) و ساده سازي، رابطه (۱۵) در عبارت (۸( 

ۿ = ܈ ∙ ∫ ∫ ,ݐ)܆ (ݏ ∙ ,ݐ)܆ ௗ(ݏ
 ݐ݀ݏ݀

 ∙  		܈
  )، عبارت زير علامت انتگرال دوگانه ۱۷ي ( در رابطه

  

)۹(  

)۱۷(  
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ي تشکيل يک ماتريس متقارن مربعي از مرتبه
	(ܰ + )(ܯ + ) دهد که با انتگرالگيري  مي
توان به يک ماتريس  مي ݏو  ݐدوگانه مکرر نسبت به 

ي از مرتبه ܀متقارن مربعي عددي حقيقي مقدار 
	(ܰ + )(ܯ + )  ݆و  ݅رسيد. يعني، براي هر 

) ≤ ݅ ≤ و  ܰ ≤ ݆ ≤   ) داريم:ܯ
܀ = ∫ ∫ ,ݐ)܆ (ݏ ∙ ,ݐ)܆ ௗ(ݏ

 	ݐ݀ݏ݀	
 =

 ൧		ݎ	ൣ
  که در آن، 

	ݎ = 

	
൫ܾାାଵ − ܽାାଵ൯൫݀ାାଵ −	ܿାାଵ൯

(݅ + ݆ + 1)
	 

) ماتريس ۱۷) در (۱۸ي ( بنابراين، با جايگزيني رابطه
  ي؛   ، به فرم خلاصهۿمتقارن 

ۿ = ܈ ∙ ܀ ∙ 	܈ )۲۰(                                       
  گردد. محاسبه مي

) ۱۶) در عبارت (۲۰از ( ۿدر نهايت، با قراردادن ماتريس 
,ݔ)ܫماتريس اساسي براي  به فرم زير حاصل خواهد  (ݕ

  شد.
,ݔ)ܫ (ݕ = ,ݔ)۶ (ݕ ∙ ܈ ∙ ܀ ∙ ܈ ∙ 	ࢼ )۲۱(          

  
  . روش يافتن جواب ۳

) ۱ي ماتريس اساسي مسئله ( اکنون، براي ساختن معادله
) در ۲۱) و (۱۷)، (۸)، (۷ايم. با جايگذاري روابط ( آماده

ي ماتريس  سپس ساده کردن آن، معادله ) و۹معادله (
  شود. اساسي به صورت زير حاصل مي

൝ݔ)܆, (ݕ ∙ ܈ − ۶(x, y) ∙ ൡۿ ∙ 				ࢼ =

,ݔ)݃ (ݕ )۲۲(                                                
,ݔ)با الحاق نقاط هم محلي  تعريف شده در رابطه  (ݕ

)، دستگاه معادلات ۲۲ي ماتريس اساسي ( ) به معادله۴(
( ݆و  ݅خطي ماتريسي زير به ازاي هر  ≤ ݅ ≤ و  ܰ

 ≤ ݆ ≤   آيد:  ) به دست ميܯ

ቐ܆൫ݔ , ൯ݕ ∙ ܈ − ۶൫ݔ , ൯ݕ ∙ ቑۿ ∙ ࢼ =

݃൫ݔ , 	൯ݕ )۲۳(                                                
  تر؛  بطور خلاصه

൝܆ ∙ ܈ −۶ ∙ ൡۿ ∙ ࢼ = ۵.	 )۲۴(                          

براي بررسي دقيقتر دستگاه معادلات ماتريسي اساسي 
  توان آن را به صورت استاندارد زير نوشت: ) مي۲۴(

ࢼ	܅ = ;܅]		يا		۵ ۵]	 )۲۵(                               
  که در آن؛

܅ =  ൧	ݓൣ
, ݍ = 0, ,⋯ , (݊ + )(݉ + ) 

  به طوري که؛ 
܅ = ܆ ∙ ܈ − ۶ ∙ ۿ )۲۶(                               

هاي زير را ) حالت۱در نهايت، براي يافتن جواب مسئله (
  گيريم: در نظر مي

  
(܅)ܓܖ܉ܚاگر  :۱حالت  = [۵;܅]ܓܖ܉ܚ =

(ܰ + )(ܯ + ) ) را ۱باشد، آنگاه جواب مسئله (
  توان به صورت زير نوشت:مي

ࢼ =  ۵ି܅
 ߚ(همان ضرايب مجهول  ࢼو بنابراين بردار ستوني 

) بطور منحصر به ேெߚو...و  ேߚ ... و و ெߚ و...و
) داراي جوابي ۱شوند. همچنين، معادله ( فردي تعيين مي

يکتا خواهد بود. اين جواب به توسط سري بوبکر 
  گردد.  ) ارائه و مشخص مي۲ي ( شده بريده

  
(܅)detزماني که  :۲حالت  =   و اگر 0

  

(܅)ܓܖ܉ܚ = [۵;܅]ܓܖ܉ܚ < (ܰ + )(ܯ + )	   
باشد، آنگاه مي توانيم يک جواب خاص از بي شمار جواب 

) ۱طوري پيدا کنيم که معادله ( ࢼبراي بردار ستوني 
داراي يک جواب تقريبي منحصر بفرد باشد. در غير اين 

  صورت؛ 
  

(܅)detزماني که  :۳حالت  =   و اگر 0
(܅)ܓܖ܉ܚ ≠ [۵;܅]ܓܖ܉ܚ < (ܰ + )(ܯ + )   

وجود نخواهد  ࢼجواب براي بردار ستوني باشد، آنگاه 
  ) داراي جواب نيست. ۱داشت و لذا معادله (

) را ۱با توجه به حالتهاي گفته شده جواب تقريبي مسئله (
  به فرم؛

,ݔ)ே,ெݑ (ݕ = ,ݔ)܆ (ݕ ∙ ܈ ∙ ࢼ	 )۲۷(               

)۱۸(  

)۱۹(  
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  کنيم.  محاسبه و تعريف مي
  
  جواب و تحليل خطا. دقت ۴

توان دقت روش پيشنهادي را مورد بررسي  به آساني مي
ي دو  قرار داد. از آن جايي که سري بوبکر بريده شده

باشد. لذا،  ) مي۱ي ( )، جوابي تقريبي براي مسئله۲بعدي (
,ݔ)ே,ெݑزماني که جواب تقريبي  ي  را در معادله (ݕ

ه طور تقريبي در کنيم. حاصل آن بايد ب ) جايگذاري مي۱(
  معادله صدق کند. به عبارت ديگر، براي هر

,ݔ)  (ݕ = ݔ) , (ݕ ∈ [, ] × [, ]  و
݇, ݈ = , , ,⋯ داريم؛ ،  

ݔ)ܧ , (ݕ = ቚݔ)ݑ, (ݕ −

∫ ∫ ,ݔ)ܭ ,ݕ ,ݐ ,ݐ)ݑ	(	ݏ ௗݐ݀ݏ݀	(ݏ



 −

,ݔ)݃ ቚ(ݕ ≅ 0	,  
ݔ)ܧو  , (ݕ ≤ 	ି(	ೖା	)  )	݊ ݉و  اعداد

صحيح مثبت هستند). اگر بتوانيم 
	ݔܽܯ ൜ݔܽܯ	

ି(	ೖା	)

݇, ݈																			
ൠ = 	ିఌ )ε  عدد

 ܯو  ܰصحيح مثبت) را معين کنيم، آنگاه زماني که 
ݔ)ܧهمزمان افزايش يابند، آن موقع که اختلاف  ,  (ݕ

 شد، حد سري بريده شدهିఌ	در هر نقاط کوچکتر از 
  شود. کوچک و کوچکتر مي

به قدر کافي بزرگ  ܯو  ܰبه عبارت ديگر، زماني که 
  باشند، خطا را مي توان به وسيله تابع زير تخمين زد: 

,ݔ)ே,ெܧ (ݕ = ,ݔ)ݑ (ݕ −
∫ ∫ ,ݔ)ܭ ,ݕ ,ݐ ,ݐ)ݑ	(	ݏ ௗݐ݀ݏ݀	(ݏ



 − ,ݔ)݃   (ݕ

,ݔ)ே,ெܧدر اين حالت اگر  (ݕ → آنگاه خطا کاهش  0
  . ]۱[خواهد يافت

  
  هاي عددي و نتايج محاسباتي. مثال۵

در اين بخش، چندين مثال عددي براي توضيح و تفسير 
خصوصيات روش ارائه شده و همچنين، نشان داده شده 

باشد و يک مقايسه از  که خطاي مطلق روش سازگار مي
از ها  در اين پژوهش با ديگر روش (܁۾۰܂-۲)روش 

 ، روش توابع کلاهي]۲[اين نوع از قبيل؛ روش چبيشف
مورد ]۳[و روش ماتريس تيلور ]۴[اصلاح شده دوبعدي

  بررسي قرار گرفته است.

 Maple16تمامي محاسبات عددي به کمک نرم افزار 
انجام شده است. تخمين خطاهاي مطلق در جداول 

  مختلف مقادير؛
,ݔ)ே,ெܧ (ݕ = หݔ)ݑ, (ݕ − ,ݔ)ே,ெݑ ห(ݕ )۲۸   (  

  باشند.  در نقاط انتخابي مي
اي بودن جواب تقريبي بوبکر همچنين، بخاطر چندجمله

,ݔ)ܭبريده شده براي تابع هسته انتگرالي  ,ݕ ,ݐ يا  (ݏ
,ݔ)݃تابع  اي هستند، بايد  ،که معمولاً غير چندجمله (ݕ

هاي از درجه مناسب تقريب زده  اي آنها را با چندجمله
هاي  زير قسمت هاي شود. بنابراين، در مثال

,ݔ)ܭ ,ݕ ,ݐ ,ݔ)݃و  (ݏ   اي به وسيله چندجمله (ݕ
  اند. تيلور تخمين زده شده

  
ي جواب سري بوبکر دوبعدي  در ابتدا به مطالعه :۱مثال

ي انتگرالي فردهلم خطي از نوع  بريده شده معادله
  ؛ ]۲[دوم

,ݔ)ݑ (ݕ = ,ݔ)݃	 (ݕ 	+ ∫ ∫ ݔݐ) +





,ݐ)ݑ	(௦݁	ݕ   ݐ݀ݏ݀	(ݏ
  پردازيم. مي

,ݔ)	که در آن، براي هر (ݕ ∈ [, ] × [,]؛  
,ݔ)݃ (ݕ = ௬ି݁ݔ − 


ݕ	 +	


	ቀ݁ି − ૠ


ቁ   		ݔ	

  بوده و جواب تحليلي و دقيق آن به صورت؛
,ݔ)ݑ (ݕ = ௬ି݁	ݔ +  ݕ

  باشد. مي
ܯبراي اين مثال با فرض  =  ) را حل ۱مسئله (

) يک جواب ۲۷) و (۲۶)، (۲۵با استفاده از روابط (ايم.  کرده
ܰتقريبي براي اين مثال براي  = ૡ داريم؛  

,ݔ)ૡ,ݑ (ݕ = −.  × ି +
.	ݔ + .ૢ	ݕ −
.ૠ × ିૢ	ݔ −
.ૢૢૢૢૢૢૠૡ		ݔ	ݕ − .ૢ×
ି		ݕ +⋯+ .ૢ	 ×
ି	ݔૡݕ − . ૢૡ	 ×
ି	ݔૡݕ.  

ݏبه وسيله سري تيلور حول  ௦݁با تخمين تابع  =  ،
) براي خطاهاي مطلق ۱( نتايج عددي در جدول

,ݔ)ܧ در نقاط  )۲۸هايشان ( و تخمين (ݕ
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ܰ   الف) =  (ب   ܰ =  (پ   ܰ = ૡ 

,ݔ)گره (ݕ = (/		, /		(	که ݅ = ,⋯ ,  ،
ܰبا فرض  = ૡ .گزارش داده شده است  

را  (܁۾۰܂-۲)ماکزيمم خطاهاي مطلق روش حاضر 
)، ۲مقايسه و در جدول() CM( با روش چِبيشف

ܰبراي = 	, 	, ૡ	 ۲داده شده است. از جدول( نشان (
بديهي است که روش پيشنهادي در مقاله کارايي بيشتر و 

(در حدود يک سوم) نسبت به روش  خطاي کمتري
  چِبيشف دارد. 

,ݔ)ே,ெܧهمچنين، نتايج تخمين تابع خطاي مطلق   (ݕ
ܯبراي  =   ܰو = , ,ૡ به صورت ۱( در شکل (

  .بعدي رسم شده است–نمودار سه
  

  
  

ۼ	) در ۱براي مثال ( (܁۾۰܂-۲): مقادير خطاي جواب۱جدول  = ૡ ۻو =   
 خطاي مطلق تخمين خطاي مطلق

,	ݔ	)  (	ݕ
,࢞),଼ܧ ,ݔ)ࡱ (࢟  (ݕ

/	 × ି ૢ/ × ି (, ) 
ૡ/	 × ି /	 × ି (/	, /	) 
/	 × ିૢ /	 × ି (/	, /) 
/	 × ିૢ /	 × ିૢ (/	, /) 
/	 × ିૢ /	 × ିૢ (/ૡ	, /ૡ) 
/× ିૢ / × ିૢ (	, ) 

  
  

ۻ ) در۱ماکسيمم خطاي مطلق جواب براي مثال ( :۲جدول  =   
  (܁۾۰܂-۲)روش پيشنهادي  )CM( [2]روش چِبيشف

ܠ܉ܕ  تعداد نقاط گره
(௫,௬)

,ݔ),ࡺࡱ ܠ܉ܕ (ݕ
(࢟,࢞)

,ݔ),ࡺࡱ  (ݕ

/	 × ି / × ି ܰ =  
ૡ/ૡ × ିૠ /	 × ିૠ ܰ =  
ૢ	 × ିૢ 	 × ିૢ ܰ = ૡ 

  
  

,ݔ)ே,ெݑ یقدر مطلق خطا ینمودارها :۱شکل       M=6) با ۱مثال ( یبرا 	(ݕ
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جواب سري بوبکر دوبعدي بريده  با استفاده از: ۲مثال
ي انتگرالي دو بعدي فردهلم  ) معادله۲شده در رابطه (

  . ]۴[دهيم خطي از نوع دوم زير را مورد بررسي قرار مي
,ݔ)ݑ (ݕ =
	 
ା௫ା௬

− ௫
ଵା௬

	+

∫ ∫ ௫	(ା௧ା௦)
ା௬

,ݐ)ݑ	 ݐ݀ݏ݀	(ݏ



   

,ݔ)	که در آن، براي هر  (ݕ ∈ [, ] × [,] 
  جواب تحليلي و دقيق آن به صورت

,ݔ)ݑ (ݕ = 
ଵା௫ା௬

باشد. براي اين مثال با فرض  مي 
ܰ = ܯ = ૡ, 	 ) به ايم.  ) را حل کرده۱مسئله

به  (܁۾۰܂-۲)مانند مثال قبل يک جواب تقريبي 
  شکل؛

,ݔ),ݑ (ݕ = . −
.ૢૢૢૢૢૢૡ		ݔ − .ૢૢૢૢૢ		ݕ +
.ૢૢૢૢૢ	ݔ + .ૢૢૢૢૡ	ݔ	ݕ +
.ૢૢૢૢૢ	ݕ +⋯+
ૢ.ૠ	ݔૡݕૡ +	⋯+
	. ૡૢ	ݔݕ.  

  محاسبه شده است.

,ݔ)ே,ெܧ)، خطاهاي مطلق ۴) و (۳در جداول (  (ݕ
 (܁۾۰܂-۲)روش سري بوبکر بريده شده دوبعدي

ܰبراي  = توابع کلاهي اصلاح   را با روش عددي ܯ
مقايسه شده است. و  ]۴[ (ܛ۶۴ۻ-۲)شده دوبعدي 

نتايج عددي روش پيشنهادي بررسي خطاهاي مطلق در 
,ݔ)	 نقاط گره (ݕ = (/		, /	و (

	݅ = , ,⋯ ,  نشان داده شده است.  
واضح است )، ۴) و (۳(جداول از طرفي ديگر، با توجه به

که روش پيشنهادي زماني که به ابتداي بازه بسيار 
نزديک باشيم کارايي بيشتر و خطاي کمتري نسبت به 

 (ܛ۶۴ۻ-۲)شده دوبعدي کُلاهي اصلاحروش توابع 
) در بحث ماکسيمم خطاي ۵( داشته بطوريکه در جدول

نتايج بسيار فوق  (܁۾۰܂-۲)مطلق جواب روش 
داده و از پايداري عددي بيشتري برخوردار اي ارائه  العاده
  است.

,ݔ)ே,ெܧهمچنين، نتايج تخمين تابع خطاي مطلق   (ݕ
ܰبراي  = ܯ = ૡ	,  )به صورت ۲در شکل (

  اند. بعدي رسم شده–نمودار سه
  

  
  
  

  )۲لق نتايج عددي مثال (: مقايسه خطاي مط۳جدول 
 ]۴[شده روش توابع کُلاهي اصلاح
(۲-ܛ۶۴ۻ)  

  روش حاضر
(۲-܁۾۰܂) 

  هاي گره
,	ܠ	)  (	ܡ

۳, ۳ૡ,ૡ ۳, ۳ૡ,ૡ (	ିܔ	, ିܔ	) 
/	 × ି /	 × ିૠ /	 × ିૢ ૠ/	 × ି ܔ =  
/	 × ି /	 ×  /	 × ି /	 × ିૠ ܔ =  
ૡ/ૢ	 × ି /	 × ି /	 × ି /	 × ିૠ ܔ =  
/	 × ି ૠ/ૢ	 × ି /	 × ିૢ /	 × ିૠ ܔ =  
/	 × ି ૠ/ૢ × ି /	 × ି ૡ/	 × ିૡ ܔ =  
/	 × ି / × ି /ૢ	 × ି /	 × ିૠ ܔ =  
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  (ܛ۶۴ۻ-۲)و مقايسه آن با روش  (܁۾۰܂-۲)) با روش پيشنهادي ۲: خطاي مطلق نتايج عددي مثال (۴جدول 
 ]۴[شده اصلاحروش توابع کُلاهي 

(۲-ܛ۶۴ۻ)  
روش سري بوبکر بريده شده 

(۲-܁۾۰܂)  
هاي گره  

,	࢞	) ૡ,ૡࡱ ,ࡱ ૡ,ૡࡱ ଵ,ଵܧ  (	࢟
/	 ×  /	 ×  /ૡ	 × ି /ૡ	 × ି (, ) 
ૢ/ૢૡ	 × ି /	 × ି /	 × ି /ૢ	 × ିૠ (/	, /	) 
/	 × ି /	 × ି /ૡ	 × ିૢ /ૠ	 × ିૠ (/	, /) 
/	 × ି /	 × ି /ૠ	 × ିૢ /	 × ିૡ (/	, /) 
/ૡ	 × ି ૠ/ૡ	 × ି /	 × ିૢ /	 × ିૡ (/	, /) 
/	 × ି /	 × ିૠ /	 × ିૢ ૠ/	 × ି (/	, /) 
ૡ/	 × ି /	 × ି /ૠ	 × ିૢ /ૢ	 × ିૡ (/	, /) 
/ૡૠ	 × ି /ૢૡ	 × ି /ૢ	 × ିૡ ૡ/ૢ	 × ି (/ૠ	, /ૠ) 
/	 × ି /	 × ି /ૠૡ	 × ିૡ /ૢ	 × ିૡ (/ૡ	, /ૡ) 
/ૢ× ି /	 × ି /ૡ	 × ିૢ /ૠ	 × ିૢ (/ૢ	, /ૢ) 
/	 ×  /	 × ି /	 × ିૡ /ૠ	 × ିૢ (	, ) 

  
  )۲: مقايسه ماکسيمم خطاي مطلق جواب براي مثال (۵جدول 

 ]۴[شده روش توابع کُلاهي اصلاح
(۲-ܛ۶۴ۻ)  

شده   روش سري بوبکر بريده
(۲-܁۾۰܂)  تعداد نقاط گره 

ܠ܉ܕ
(࢟,࢞)

,ݔ),ࡱ ܠ܉ܕ (ݕ
(࢟,࢞)

,ݔ)ૡ,ૡࡱ  (ݕ

/ × ି /	 × ିૠ ܰ = ܯ = ૡ 
ૢ/ૢ × ି /ૡ	 × ିૡ ܰ = ܯ =  

  

,ܠ)ۻ,ۼܝنمودارهای قدر مطلق خطای: ۲شکل     )۲برای مثال ( 	(ܡ

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

ي جواب سري  به عنوان آخرين مثال، به مطالعه: ۳مثال
  ؛  ]۳[ 	ܛ۴۷۳ۺ-۲بوبکر دوبعدي بريده شده براي 

,ݔ)ݑ (ݕ = ,ݔ)݃	 (ݕ + ∫ ∫ ൫ݔ + ݕ +





ݏ + ,ݐ)ݑ	൯ݐ   ݐ݀ݏ݀	(ݏ
 

  پردازيم. مي

,ݔ)	که در آن، براي هر (ݕ ∈ [, ] × [,]؛  
  

,ݔ)݃ (ݕ = ௫


+ ݕ − 


ݕ −	

ૡ
		  

  بوده و جواب تحليلي و دقيق آن به صورت؛
  

,ݔ)ݑ (ݕ = ݔ +   ݕ
  باشد. مي

ܰ   الف) = ܯ = ૡ ب(   ܰ = ܯ =  
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ۼبراي حل اين مثال،  = ۻ =  کنيم.  را فرض مي
,ݔ)ݑبراي اين منظور تابع جواب واقعي  توان  را مي (ݕ

,ݔ)u,ي تابع  به وسيله ) ۸) و (۷)، (۲بنابر روابط ( (ݕ
  در فرم زير تقريب زد. 

,ݔ)ݑ (ݕ ≈ ,ݔ),ݑ (ݕ =
∑ ∑ ߚ 	߰ ,ݔ) (ݕ

ୀ =
ୀ ,ݔ)ࢄ (ݕ ∙

܈ ∙ ࢼ = 	શ(ݔ, (ݕ ∙   		ࢼ	
  که در آن؛

,ݔ)܆ (ݕ = 
ൣ			࢟		࢟	࢞		࢟࢞		࢟࢞		࢞		࢞࢟		࢞࢟	൧  
	ࢼ = 
,	ߚ] ,ଵ	ߚ ,ଶ	ߚ ,	ଵߚ ,ଵ	ଵߚ ,ଶ	ଵߚ ,	ଶߚ ,ଵ	ଶߚ  ଶ]	ଶߚ
 

܈ =	

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
        
        
        
        
        
        
        
        
        ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 ࢼهدف اصلي حل مسئله يافتن بردار ستوني مجهول 
است که مطابق با ساختار ايده اصلي توضيح داده شده در 

هاي دوم و سوم اين مقاله از ابتدا بايد هسته قسمت  بخش
  انتگرالي

,ݔ)ܭ ,ݕ ,ݐ (ݏ = ଶݔ) + ݕ + ଶݏ +   (ݐ
ي  ز سري بوبکر بريده شده از رابطهبه شکل تقريبي ا

) استخراج گردد. براي اين منظور، اولاً لازم است که ۱۶(
به صورت زير به دست  ܀را از روي ماتريس  ۿماتريس 

 ܀) ماتريس متقارن ۱۹) و (۱۸آوريم. با کمک روابط (
) ۲۰شود و سپس با استفاده از معادله ماتريسي ( ساخته مي

)( ۹از مرتبه  ۿماتريس مربعي متقارن  + ) ×
( + ) حاصل خواهد شد. ثانياً، از طرفي ديگر بنابر (

) بايد تابع برداري دو ۱۴) و (۱۳معادلات ماتريسي (
  ي متغيره

,ݔ)۶ (ݕ = 
ൣℎ,(ݔ, ,(ݕ ℎ,(ݔ, ⋯,(ݕ , ℎ,(ݔ,  ൧(ݕ

  

  را از طريق متحد قرار دادن دو طرف تساوي 
,ݔ)ܭ ,ݕ ,ݐ (ݏ = ,ݔ)۶	 (ݕ ∙ ,ݐ)܆	 (ݏ ∙ ܈ )۲۹   (  

  

,ݔ)۶	هاي تابع برداري مولفه را بيابيم. براين اساس  (ݕ
هاي  هاي يکسان از مولفه با برابر قرار دادن مضارب توان

,ݔ)܆تابع برداري  ) به يک ۲۹ي ( از دو طرف رابطه (ݕ
هاي  مجهولي بر حسب مولفه ۹ي  معادله ۹دستگاه 

,ݔ)۶	مجهول تابع برداري رسيم. که با حل آن  مي(ݕ
  دستگاه داريم؛ 

ቐ
,ݔ),ࢎ (ݕ = 	 ࢞ + −࢟ 

,ݔ),ࢎ	 (ݕ = 		
,ݔ),ࢎ (ݕ = 		

 

هاي آن صفر به دست آمده است. بعبارت  که ساير مولفه
  ديگر؛ 

,ݔ)۶ (ݕ = 
࢞)	] + ࢟ − )																									] 

) و جايگذاري در ۱۹(  از رابطه ܀ي  و لذا بعد از محاسبه
  شود: به فرم زير حاصل مي ۿ) ماتريس ۲۰ي ( رابطه

ۿ = 
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  محلي محلي بوبکر استفاده کرده، نقاط هم از روش هم
ቄ൫ݔ , ,݅	|	൯ݕ ݆ = ݔ				,				0,1,2 = ݕ = 	,

ݔ = ݕ =


		 , ݔ = ݕ = 	ቅ  

) را ۱۰عددي ( جايگزين کرده و دستگاه) ۹را در معادله (
آوريم. شکل ماتريسي دستگاه حاصله در رابطه  بدست مي

  ) داده شده که بعد از محاسبه داريم؛ ۱۱(
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۶و  = ൛۶(ݔ , ,݅	|	(ݕ ݆ = , , 	ൟيعني؛ ،  
۶ = 
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܆و  = ൛ݔ)܆ , ,݅	|	(ݕ ݆ = , , 	ൟيعني؛ ،  
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ها و بردارهاي محاسبه  لذا، با جايگزيني تمامي ماتريس
ي ماتريسي اساسي به دستگاه  شده در ساختار معادله

܆൝جبري خطي  ∙ ܈ −۶ ∙ ൡۿ ∙ ࢼ =   رسيم.  مي ۵

اين دستگاه که ماتريس ضرايب آن رتبه کامل بوده، لذا 
  است و داريم؛  ࢼداراي يک جواب يکتا براي 

	ࢼ = −																	൩


 

,ݔ),ݑدانيم براي يافتن جواب تقريبي از طرفي مي  (ݕ
,ݔ)શبه تابع بردار سطري  نياز داريم که با توجه به  (ݕ

ي   با استفاده از معادله ܈و  ܆نتايج بدست آمده براي 
  ) داريم؛ ۸(

શ(ݔ, (ݕ =
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⎢
⎢
⎢
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1
ݕ	
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ݔ	 + 
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⎥
⎥
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,ݔ),ݑحال ما مي توانيم جواب تقريبي  را بدست  (ݕ
  آوريم:

,ݔ),ݑ (ݕ = 	શ(ݔ, (ݕ ∙ ࢼ = ݔ	 +  ݕ
  کنيم که همان جواب دقيق مسئله است. که ملاحظه مي

  
  گيري و ارائه پيشنهادات  . نتيجه۶

در سالهاي اخير، مطالعات در مورد معادلات انتگرال 
هاي رياضيات و فيزيک بطور معناداري  دوبعدي در زمينه

  افزايش يافته است. 
محلي بوبکر براي حل  هاي هم در اين پژوهش، روش

 معادلات انتگرال دو بعدي فردهلم خطي نوع دومعددي 
شود که روش زماني که  استفاده شده است. ملاحظه مي

توابع معلوم در معادله را به توان به سري بوبکر بريده شده 
(۲-܁۾۰܂) ،داراي بهترين مزيت است.  بسط داد

يکي ديگر از مزيت هاي قابل توجه روش اين است که 
  جوابِ ضرايب چند جمله اي بوبکر با استفاده از 

شود.  هاي کامپيوتري بسيار آسان محاسبه ميبرنامه
هاي تصويري براي نشان دادن اعتبار و کاربرد  مثال

تکنيک شامل شده و بر روي کامپيوتر با استفاده از يک 
  شود.  انجام مي Maple16برنامه نوشته شده در 

براي به دست آوردن جواب بهترين تقريب معادله، 
جملات بيشتري از بسط توابع بوبکر بايد بکاربرده شود، 

بايد به اندازه کافي بزرگ  ܰيعني، کران بريده شده 
انتخاب شود. علاوه بر اين، يک ويژگي جالب از اين 
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يک هاي تحليلي است اگر معادله  حل روش يافتن راه
حل دقيق  اي است آنگاه داراي يک راه توابع چندجمله

با نتايج رضايت   خواهد بود. که اين مسئله در آخرين مثال
بخش براي نشان دادن کاربرد اين روش استفاده شده 

 (܁۾۰܂-۲)است. تقريبات ساخته شده در روش 
بسيار جذاب بوده  و منجر به توافق خوبي بين مقادير 

  شود. هاي عددي مي قادير دقيق در مثالتقريبي و م
شود. درستي  در نتيجه، روش ذکر شده تاييد مي

هاي به دست آمده را با قرار دادن آنها به معادله  حل راه
توان مورد امتحان قرار داده  ، ميMapleاصلي با کمک 

  تا اطمينان بيشتري از نتايج حاصل شود. 
وبکر محلي ب که روش هم  کنيم ما پيش بيني مي

(۲-܁۾۰܂)  روش اميدوار کننده براي تحقيق دقيق
هاي تحليلي براي معادلات انتگرال دوبعدي  حل راه

  فردهلم خطي خواهد بود. 
توان بر شمرد، از  موضوعاتي که براي تحقيقات بعدي مي

-آن جمله به بکاربردن روش حاضر براي معادلات انتگرو
ت و متغير و نيز ديفرانسيل فردهلم خطي با ضرايب ثاب

دستگاه معادلات انتگرال دو بعدي اين روش  براي 
نيز قابل اجرا خواهد بود، اما برخي  فردهلم خطي نوع دوم

  از تغييرات و اصلاحات مورد نياز است.
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