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  مقدمه - ۱
با عنصر ، ي، نوترييجابجا يا حلقه Rن مقاله،يدر سراسر ا

 bو  aاست.  nناصفر با بعد کرول  يهمان
 dمدول از بعد مثبت-Rکي Mو Rاز  ييها آل دهيا

نسبت به  Mيموضع ين مدول کوهمولوژياُم- iاست. 
را با  aآل  دهيا i

aH M م يم. قبل از تنظيده ينشان م
م. بر اساس يکن يم يادآورين مفهوم مرتبط را يمقاله، چند

را  Mيمدول متناه-R ، [17]از مرجع  ۲. ۲ف يتعر
ک يقاً يم هرگاه دقينام aنسبت به  ينسب يمکال-کوهن

يموضع يس وجود داشته باشد که مدول کوهمولوژياند
M  نسبت بهa ن يطور واضح، ا در آن ناصفر باشد. به

است که اگر و تنها اگر  يحالت زمان
( , ) ( , )grade a M cd a M  که در آن( , )grade a M 

)س و ين انديترکوچک , )cd a M يسين انديتربزرگ 
آن  ياست که به ازا  0i

aH M ن مفهوم با نماد ي. ا
مشترک کامل که در  يکيطور کوهمولوژ به يها آل دهيا

مورد مطالعه قرار گرفته است، ارتباط دارد.  [12]مرجع 
، به [15]و  [14]ن مقاله در مراجع يسندگان اينو

 ينسب يمکال-کوهن يها ها و حلقه خواص مدول يبررس
 ي، صاف[3]از مرجع  ۱. ۲ف يبه تعر ياند. با نگاه پرداخته

 يصعود  0

c
i i

M


 يها ر مدولياز ز M  که
( , )c cd a Mعد کوهمولوژ ي، صافيکيبM ده ينام

0ح يتمام اعداد صح يشود هرگاه برا يم i c  ، iM

)که  يباشد طور Mرمدولين زيتربزرگ , )icd a M i .
 يمکال-کوهن يها ، مفهوم مدول[14]راً در مرجع ياخ

را که به اختصار  a آل دهيشده نسبت به ا يصاف ينسب
ف و مطالعه يم، تعريده ينشان م RCMFرا با نماد آن

باشد و  يمدول متناه–Rکي Mم يم. فرض کنيا کرده
  0

c
i i

M


 عد کوهمولوژ يصافيها رمدولياز ز يکيب 
M  باشد که در آن( , )c cd a M مدول .M  را

) يمکال-کوهن يطور متوال شده (به يصاف يمکال-کوهن
i/1م هرگاه ينام يم aنسبت به  i iM M  ا صفر ي

1هر  يا برايباشد  i c نسبت  ينسب يمکال-، کوهن
از مرجع  ۳. ۲ف يباشد (تعر i يکياز بعد کوهمولوژ aبه 

  د).ينيرا بب [14]
 يم بعد متناهيکن يم يادآوري af M  ازM  وابسته به  

  

 شود.  يف مير تعريصورت ز به aآل  دهيا

    :0inf . .if M i H M is not f ga a   
  

مقدار  af M  ح يک عدد صحياگر وجود داشته باشد
در نظر گرفته  صورت  نير ايمثبت است و در غ

 يمتناه- bگر، بعد يشود. فرمول د يم b
af M  ازM 

ف ير تعريصورت ز است که به aآل  دهيوابسته به ا
 شود. يم

     inf : 0 : .0
b if M i b H Ma a    

  
  ت است.ينهايا بيک عدد مثبت يکه 

که با  Mم شده از يتنظ-aمم ينيم-bن، عمق يهمچن
 b

a M ف ير تعريصورت ز شود، به ينشان داده م
 شود. يم

( ) inf{ ( ) / :

( ) \ ( )}.

Mb depthM ht a p pa p

p Spec R V b

   


 

  
bم يکن يفرض نم يدر حالت کل a مقدار . b

a M 
ح مثبت است و در يک عدد صحياگر وجود داشته باشد 

  شود.  يدر نظر گرفته م صورت  نير ايغ
م شده است. در بخش يمقاله حاضر به سه بخش تقس

بودن تابعگون  ينسب يمکال-دوم، صفر شدن و کوهن
Ext يها مدول يرا برا RCMF  آل  دهيک اينسبت به
، [14]از مرجع  ۴. ۱ه يم. در واقع در قضيا کرده يبررس

در نوع  يمتوال يمکال- کوهن يها ن از مدوليمحک پِسکا
در حالت مدرج نشان داده شده است.  Extتابعگون 

، مدول متعارف [14]از مرجع  ۱۰. ۲ف ين در تعريهمچن
صورت  را به M يبرا يکيکوهمولوژ

( , )( ( ), ( ))cd a M
R a RHom H M E k م و با يا ف کردهيتعر

)نماد  )K M ن مقاله، يا يج اصلياز نتا يکيم. يا نشان داده
  باشد. ير ميجه زينت

)م يفرض کن , )R m يمکال-کوهن يک حلقه موضعي 
)با  aآل  دهينسبت به ا ينسب , )cd a R c  باشد و

( )K R  مدول متعارف آن با( , ( ))cd a K R c  .باشد
  با  RCMFمدول - Rک ي Mم ين فرض کنيهمچن
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)1و  ۴. ۲ان شده در لم يب يصاف , / )i i ic cd a M M  
1هر  يبرا i r  هر  يصورت برا نيباشد. در ا

1 i r  ،( , ( )) ( / , ( ))1
c c c ci iExt M K R Ext M M K RiR R i
 

  
 يکيبا بعد کوهمولوژ aنسبت به  ينسب يمکال-کوهن
ci  است و اگر 1,..., rj c c c c  گاه  ، آن

م داشتيخواه , ( ) 0j
RExt M K R جه ي. متعاقباً، در نت

-R يرا برا [13]از مرجع  ۴. ۱ه ياز قض ي، بخش۶. ۲
ک ي R يوقت aآل  دهينسبت به ا RCMF يها مدول

م کرد. يکدار است را اثبات خواهيو  ي، نوترييحلقه جابجا
)م اگر يا تر، نشان داده قيان دقيبه ب , )R m ي ک حلقهي 

)با  aنسبت به  يمکال-کوهن يموضع , )cd a R c 
 يها باشد، آنگاه مدول a ،RCMFنسبت به  Mباشد و 

( , ( ))c i
RExt M K R 0هر يبرا ( , )i cd a M  ،ا ي

از بعد  aنسبت به  ينسب يمکال-ا کوهنيصفر هستند 
  هستند.  i يکيکوهمولوژ

رفتار مقدار  يدر بخش سوم به بررس af M 
 يها مدول يسازها م پوچيدان يم. همانطور که ميا پرداخته

محققان  يار مهم براياز مسائل بس يموضع يکوهمولوژ
سه با نماد ياست. در مقا يموضع يکوهمولوژنه يدر زم

0 1( ) ( )... ( )da M a M a Mف شده در مراجع ي، تعر
)که  يحالت ي، برا[18]و  [6] , )R m يک حلقه موضعي 

0هر  يمنظم است و برا 1i d   ،( )ia M ساز  پوچ
( )i

mH M ير را برايباشد، ما نماد ز يم R -مدولM  و
: با  Rاز  aآل  دهيا ( )Mh ht a که در آنR  ًلزوما

  م.يکن يف ميتعرر يصورت ز ست بهين يموضع
( ) : ( )... ( )0 1

( )... ( ),1

a M a M a Mh
a M a Mh d

   
 

 

  
0هر  يکه در آن برا i d   که)i h ،(

( ) ( ( ))ia M Ann H Mai R ن يج درباره اينتا ي. تعداد
 م داد. ينماد ارائه خواه

ن يا يموضع يکوهمولوژ يها ک سوال درباره مدولي
 يموضع يکوهمولوژ يها مدول ييها آل دهياست که چه ا

نگز که در يساز فالت پوچ يه اساسيکنند و قض يرا صفر م
نگز يساز فالت ه پوچيان شده است. قضيب [9]مرجع 

ا يک حلقه منظم باشد يخت ير همريتصو Rد اگر يگو يم

و  aآل  دهيهر ا يباشد، آنگاه برا يهمبافت دوگان يدارا
b  ازR ،( ) ( )b b

a aM f M وجود دارند که  ي. موارد
مثال،  يافته است (برايه بهبود ين قضيط ايدر آنها شرا

 يج اصلياز نتا يکيعنوان  د). بهيرا مشاهده کن [5]مرجع 
ک ي يم داد روينشان خواه ۷. ۳ه ين مقاله، در قضيا

 يمکال-مدول کوهن- Rو هر  R يحلقه دلخواه نوتر
)که  aنسبت به  M ينسب / ) \ ( )Supp M aM V b  

عنوان حالت  است. بهنگز برقرار يساز فالت ه پوچيباشد، قض
 يم رويريجه بگيم نتيتوان ي، ميجه اصلين نتياز ا يخاص

) يموضع يک حلقه نوتري , )R m اگر ،M ک يR–
)باشد، آنگاه  يمکال-مدول کوهن ) ( )R R

m mf M M .
Rک ي Mم اگر يا ان کردهيب ۹ .۲همانطور که در تذکر 

باشد، آنگاه  aنسبت به  ينسب يمکال-مدول کوهن–
 af M آن مدول  ياست که به ازا ين عدديبزرگتر

( ) ( )af M
aH M ۱۰. ۳بالعکس در گزاره باشد.  ينم ينيآرت ،

جه يم. نتيده يها را ارائه م ن مدولياز ا ينيآرت ير مدوليز
ر يها نسبت به عناصر غ مدول يرفتار بعد متناه ۱۱. ۳

 ينسب يمکال-کوهن يها مدول يه صفر را برايمقسوم عل
 ين محک برايدهد. چند ينشان م aآل  دهينسبت به ا

 af  و  ۱۲. ۳ج يدر نتا يا حلقه يها يختيبه کمک همر
م دو رده از يده يعلاوه، نشان م ان شده است. بهيب ۱۴. ۳

" ي" و "شبه دوگاني"ضرب يها ها تحت عنوان مدول مدول
) يدر تساو ) ( )a af M f R ۳ج يکنند (نتا يصدق م .

ن مطلب شناخته شده است که يد). اينيرا بب ۱۸. ۳و  ۱۶
باشد، آنگاه  يموضع يمکال-ک حلقه کامل کوهني Rاگر 

( ( ), ( / ))n
R R mw Hom H R E R m  مدول متعارفR 

م يرسانيبه اتمام م ۱۹. ۳جه ين بخش را با نتياست. ما ا
 ينسب يمکال-ک حلقه کوهني يدهد برا يکه نشان م

)، aنسبت به  يموضع ) ( )a R af w f R .  
 يکوهمولوژ يها ف و نمادها درباره مدوليتعار يبرا

 م. يده يارجاع م [5]، خواننده را به مرجع يموضع
  
بودن  ينسب يمکال- صفر شدن و کوهن - ۲

 RCMF يها مدول يرو Extتابعگون 
 يمکال-ت کوهنين بخش به صفر شدن و خاصيدر ا
 RCMF يهامدول يرو Extبودن تابعگون  ينسب
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 يادآورين بخش را با يم ايپردازد. يم aآل  دهينسبت به ا
  م. يکن ير آغاز ميف زيتعر
  

 د)ينيرا بب [14]از مرجع  ۳. ۲ف ي(تعر. ۱. ۲ف يتعر
باشد و  يمدول متناه-Rک ي Mم يفرض کن

0{ }ci iM  عد کوهمولوژ يصافر ياز ز يکيب
)باشد که در آن  Mيها مدول , )c cd a M مدول .
M شده  ي) صافينسب يمکال-کوهن يطور متوال را (به

م هرگاه ينام يم aآل  دهينسبت به ا ينسب يمکال-کوهن
1هر  يبرا i c ،

1/i i iM M  ا يا صفر باشد ي
 يکياز بعد کوهمولوژ aنسبت به  ينسب يمکال-کوهن
i را به اختصار با نماد  ييهان مدولين پس چنيباشد. از ا

RCMF م داد.ينشان خواه  
  

د) ينيرا بب [14]از مرجع  ۱۰. ۲ف ي(تعر. ۲. ۲ف يتعر
)م يفرض کن , , )R m k يک حلقه موضعي ،a از  يآل دهيا

)با  يمتناه يمدول-M ،Rآن و  , )cd a M c  .باشد
iهر  يبرا c ،i -يکين مدول نُقصان کوهمولوژياُم 
 م: يکن يف مير تعريصورت ز را به Mاز 

(M)

( ) : ( ( ))

( ( ), ).

i iK M D H Ma aR
iHom H M EaR R





 

  
)مدول  ) : ( )c

aK M K M يکيرا مدول متعارف کوهمولوژ 
0i يم برايم. توجه داشته باشينام يم M يبرا  ا ي

i c ،( ) 0i
aK M   .است  

  
م يد) فرض کنينيرا بب ۱۷از مرجع  ۳. ۴ه ي(قض. ۳. ۲لم 

( , )R m نسبت  ينسب يمکال-کوهن يک حلقه موضعي
)با  aآل  دهيبه ا , )cd a R c  و( )K R  مدول متعارف

0هر  يآن باشد. برا t c   و هرR–مدول کوهن -
)با  aنسبت به  M ينسب يمکال , )cd a M t، ميدار  

jهر  يالف) برا c t  ،( , ( )) 0j
RExt M K R  .  

)ب)  , ( ))c t
RExt M K R ينسب يمکال- ک مدول کوهني 

  است. t يکيبا بعد کوهمولوژ aنسبت به 
  د.يآ يبدست م ۱. ۲ف يم از تعريطور مستق ر بهيلم ز

 RCMFمدول –Rک ي Mم يفرض کن. ۴. ۲لم 
 يبا صاف aنسبت به 

0 10 ... rM M M M      و( , )cd a M r 
0هر  يصورت برا نيباشد. در ا i r  ، / iM Mک ي

 ر است.يز يبا صاف aنسبت به  RCMFمدول 
0 / / ... / / .1M M M M M M M Mri i i i ii    

 
  
ان و اثبات ير را بيه زي، قض۶. ۲جه ياثبات نت يبرا
  م.يکن يم
  

)م يفرض کن. ۵. ۲ه يقض , )R m يک حلقه موضعي 
)با  aنسبت به  ينسب يمکال-کوهن , )cd a R c  باشد

)و  )K R آن باشد. فرض  يکيمدول متعارف کوهمولوژ
ان شده در يب يبا صاف RCMFمدول - Rک ي Mم يکن

)1باشد که  ۴. ۲لم  , / )i i ic cd a M M  در .
1هر  يصورت برا نيا i r  ،

( , ( )) ( / , ( ))1
c c c ci iExt M K R Ext M M K RiR R i
 

 
ک ي 

با بعد  aنسبت به  ينسب يمکال-مدول کوهن
 يکيکوهمولوژ

ic  است و اگر 1,..., rj c c c c   ،
)گاه  آن , ( )) 0j

RExt M K R .  
  

 يم. برايکن يحکم را ثابت م r يبا استقراء روبرهان. 
1rحالت  0صورت  به ي، صاف 10 M M M   

است. طبق  a ،RCMFنسبت به  Mاست که در آن 
ف، يتعر

1 0/M M  که همانM يمکال-است، کوهن 
 ي، برا۳. ۲است. لذا بنابر لم  aنسبت به  ينسب

1j c  ،( , ( )) 0j
RExt M K R   و

1( , ( ))c
RExt M K R نسبت به  ينسب يمکال-کوهنa 
م که ين توجه داريچن است. هم ۱ يکياز بعد کوهمولوژ

( , / ) ( , ) ( , ) 11 1 0 1c cd a M M cd a M cd a M r    

1rحالت  يحکم براب ين ترتيپس بد   .برقرار است  
1rم يفرض کن  1 يو حکم براr   برقرار باشد. از
1ق کوتاه يرشته دق 10 / 0,M M M M   

  :مير را داريق بلند زيرشته دق
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... ( / , ( )) ( , ( ))1
1( , ( )) ( / , ( ))1 1

...

j jExt M M K R Ext M K RR R
j jExt M K R Ext M M K RR R

 

 



 

1jهر  يبرا ،۳. ۲بنابر لم  c c  ،
1( , ( )) 0j

RExt M K R   و مدول
1

1( , ( ))c c
RExt M K R نسبت به  ينسب يمکال-کوهن

a عد کوهمولوژ1 يکيبا بc ق بلند ياست. لذا رشته دق
 م.  يآور ير را بدست ميز

1

1

1 10 ( / , ( )) ( , ( ))1

1 1( , ( )) ( / , ( ))1 1

1 ( , ( )) 0

c c c c
Ext M M K R Ext M K RR R

c c c c
Ext M K R Ext M M K RR R

c c
Ext M K RR





 
 

 
 


 

 
1هر  ين برايچن هم 1, 1j c c c c   يها يختيکري 

1( / , ( )) ( , ( ))j j
R RExt M M K R Ext M K R جه ينت

M/1، ۴. ۲گر، بنابر لم يد يشود. از طرف يم M ک ي
-کوهن يصاف ياست و دارا aنسبت به  RCMFمدول 

1rاز طول  aنسبت به  ينسب يمکال  صورت  به
1 1 2 1 1 1/ / ... / /rM M M M M M M M     .است

 ي، برا۴. ۲ن با استفاده از فرض استقراء و لم يبنابرا
 2 ,..., rj c c c c   م يدار

1( / , ( )) 0j
RExt M M K R   

2هر  يم برايدارکه توجه  ني(ضمن ا i r  ،
1 1( , (( / ) / ( / )))i i i icd a M M M M c ن مطلب ي.) ا

1کند که  يجاب ميا
1( / , ( )) 0c c

RExt M M K R   و
1 1

1( / , ( )) 0c c
RExt M M K R   لذا با توجه به .

ق بلند، ين رشته دقيآخر
1 1

1( , ( )) ( , ( ))c c c c
R RExt M K R Ext M K R  ک ي

از بعد  aنسبت به  ينسب يمکال-مدول کوهن
 يکيکوهمولوژ

1c  1است و 1( , ( )) 0c c
RExt M K R   .

هر  يلذا برا
1j c c شود يجه مي، نت 

1( , ( )) ( / , ( )).j j
R RExt M K R Ext M M K R  

  
 يم و صافيش بروين روش پين اگر به هميبنابرا

/ ... /i i iM M M M  مدول  يرا برا/ iM M  در نظر
م يقسمت اول حکم را خواه يختيکريگاه  م، آنيريبگ

هر  يز برايداشت و ن
ij c c  ،يختيکري   

1( / , ( )) ( / , ( ))j j
R i R iExt M M K R Ext M M K R  

  
)شود که چون  يحاصل م / , ( )) 0j

R rExt M M K R  ،
هر  يشود برا يجه مينت 1 2, ,..., rj c c c c c c    ،  

1

0 ( / , ( ))
... ( / , ( ))

( , ( )).

j
R i

j
R

j
R

Ext M M K R
Ext M M K R

Ext M K R



 



 

  
) يعني , ( )) 0j

RExt M K R   که قسمت آخر حکم هم
    د.يآ يبدست م

  
)م يفرض کن. ۶. ۲جه ينت , )R m يک حلقه موضعي 

)با  aنسبت به  ينسب يمکال-کوهن , )cd a R c  و
( )K R آن باشد. فرض  يکيمدول متعارف کوهمولوژ

باشد. در  aنسبت به  RCMFمدول –Rک ي Mم يکن
0هر  يصورت برا نيا ( , )i cd a M يها ، مدول 

( , ( ))c i
RExt M K R يمکال-ا کوهنيا صفر هستند ي 

  باشند. يم i يکيبا بعد کوهمولوژ aنسبت به 
م، ياثبات کن ۶. ۲جه ياگر عکس رابطه شمول را در نت

 يها م مدوليم جمع مستقيريجه بگيم نتيتوان يآنگاه م
RCMF ،ک مدول يRCMF ن سوال يعتاً اياست. طب

ر؟ يا خين شمول برقرار است يا عکس ايد که آيآ يش ميپ
-کوهن يها توان نشان داد که مدول يم يالبته، به آسان

 يکيآل با بعد کوهمولوژ دهيک اينسبت به  ينسب يمکال
  م خوش رفتار هستند. يکسان، نسبت به جمع مستقي

  
-ت کوهنيها و خاص بودن مدول يبعد متناه - ۳

  ينسب يمکال
بودن  يمثل بعد متناه ين بخش، موضوعاتيدر ا af M 

مم ينيم-bو عمق  aآل  دهيوابسته به ا Mاز مدول 
a-م شده از يتنظM  که با( )b

a M  نشان داده
مورد  ينسب يمکال-کوهن يها مدول يشود را برا يم

ن بخش، يم در سراسر ايم. توجه کنيده يمطالعه قرار م
a  وb از  ييها دهآلياR  ًهستند که لزوماb a 
 ينگز برايساز فالت ه پوچيم قضيده يباشد. نشان م ينم

با شرط  aنسبت به  M ينسب يمکال-کوهن يها مدول
( / ) \ ( )Supp M aM V b  ن، يبرقرار است. همچن

)آل  دهيا )a M مسائل مطرح شده  يبررس يرا برا
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-ن بخش، کوهنيک ابزار قدرتمند در ايم. يکن يم يمعرف
ن بخش يآل است.ا دهيک ايبودن نسبت به  ينسب يمکال

)سه با نماد ير که در مقايف نماد زيرا با تعر )a M  که در
  م.يکن ياستفاده شده است آغاز م [18]و  [6]مراجع 

 
مدول با بعد - Rک ي Mم يفرض کن. ۱. ۳ف يتعر

با  Rاز حلقه  يآل دهيا aباشد و  dکرول 
: ( )Mh ht a م:يکن يف ميباشد. تعر  

0 1

1

( ) : ( )... ( )
( )... ( ),

h

h d

a M a M a M
a M a M





  
 

 

  
0هر  يکه در آن برا i d   وi h ،

( ) ( ( )).i
i R aa M Ann H M   

  
)اگر . ۲. ۳تذکر  , )R m کوهن يک حلقه موضعي -

گاه با توجه به  باشد، آن aآل  دهينسبت به ا ينسب يمکال
)م يدار ۱. ۳ف يتعر )a R R ن ي. بنابرا

dim( / '( )) 1R a R  شود  يجه مين نتيچن . هم
( ) ( )a Rf R   .  

 يها مولفه يسازها پوچ يرا برا ير رابطه جالبيجه زينت
  دهد.  ينشان م RCMFک مدول ي يصاف

  
 RCMFک مدول ي Mم يفرض کن. ۳. ۳جه ينت

باشد و  aنسبت به   0

c
i iM


 عد  يصافب

)آن باشد که  يکيکوهمولوژ , )c cd a M در .
0تمام  يصورت برا نيا i c   با( )Mi ht a،

( ) ( ) ( ).i i i i ia M a M a      
  
   د.يرجوع کن [14]از مرجع  ۱۲. ۲ه يبه قضرهان. ب

  
-مدول کوهن-Rک ي Mم يفرض کن. ۴. ۳جه ينت

Mبا شرط  aنسبت به  ينسب يمکال aM  باشد. در
  صورت  نيا

( ) ( )( ) ( ).a M a M
a af M M   

)از آنجاکهبرهان.  )a R R يها ني، با استفاده از تمر 
  ميدار [5]از مرجع  ۳. ۳. ۹و  ۹. ۱. ۹

( ) ( , ) ( ).R R
a af M grade a M M    

  
که  يطور به M يمدول متناه–Rهر  يبرا. ۵. ۳تذکر 

( ) 0Mht a ي، نامساو ( ) ( )a Mf M ht a م. يرا دار
 Mد.) واضح است اگر ينيرا بب [2]از مرجع  ۷. ۲(تذکر 

باشد،  aنسبت به  ينسب يمکال-مدول کوهن–Rک ي
)گاه  آن ) ( )a Mf M ht aوجود دارند که  ييها . اما مثال

)در آنها  ) ( )a Mf M ht aم ي. فرض کنk دان يک مي
2و  3[ , , , ]R k X Y XY Yن صورت ارتفاع ي. در ا

2آل  دهيا 3( , , , ) [ ] [ ]a X Y XY Y R Z ZR Z   از حلقه
] يا چندجمله ]R Z  عد  ياست در حال ۳برابر باکه ب

) يمتناه [ ])af R Z  از  ۳. ۵. ۹است. (مثال  ۲برابر با
  د.) ينيرا بب [5]مرجع 

) يک کران بالا براير، يدر گزاره ز )b
a M ن يتام

  م. يکن يم
  

-مدول کوهن–Rک ي Mم يفرض کن. ۶. ۳گزاره 
باشد که  aنسبت به  ينسب يمکال

( / ) \ ( )Supp M aM V b  صورت  ني. در ا
( ) ( )b

a MM ht a .  
 

)م يفرض کنبرهان.  / ) \ ( )p Supp M aM V b  وq 
)مال ينيآل اول م دهيک اي )Ra Ann M که  يباشد طور

q p0هر  يصورت برا ني. در اi  م:يدار  

( ( ))( ) ( )

( ).
R q

q

i i
a q a Ann M R q

i
qR q

H M H M

H M



 

  
و چون  [5]از مرجع  ۴. ۱. ۶ه يبنابر قض

( )q

q

depthM
qR qH M ميريگ يجه ميناصفر است، نت  

dim .q qdepth M M  
  

dimاما  ( )q MM ht aن ي. بنابرا  
( ).q MdepthM ht a  

)ف، يحال بنابر تعر ) ( )b
a q MM depthM ht a   

  همانطور که مطلوب است. 
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م که يان کنين فصل را بيا يجه اصليم نتيتوان يحال م
 يها مدول ينگز برايساز فالت ه پوچيدهد قض ينشان م

  برقرار است. ينوتر يها حلقه يرو ينسب يمکال-کوهن
  

-مدول کوهن–Rک ي Mم يفرض کن. ۷. ۳ه يقض
مانند يآل اول دهياست. اگر ا aنسبت به  ينسب يمکال

( / ) \ ( )p Supp M aM V b  وجود داشته باشد به
)که  يطور ) ( )M Mht a ht pگاه  ، آن

( ) ( )b b
a af M M. 

  
نسبت به  ينسب يمکال-، کوهنMاز آنجا کهبرهان. 

a د يتوان د يم ياست، به آسان  
( ) ( , ) ( ).b

M aht a cd a M f M   
  

از مرجع  ۵. ۳. ۹ه يو قض ۶. ۳ن با استفاده از گزاره يبنابرا
  مي، دار[5]

( ) ( ) ( ).b
M a Mht a M ht a   

  
  حکم اثبات شده است.  ين تساويبنابرا

ان ير را بيجه زي، نت۷. ۳ه ياز قض يعنوان حالت خاص به
  م. يکن يم
  
)م يفرض کن. ۸. ۳جه ينت , )R m يک حلقه موضعي 

باشد،  يمکال-مدول کوهن–Rک ي Mباشد. اگر  ينوتر
)گاه  آن ) ( )R R

m mf M M. 
  

 ينسب يمکال-کوهن Mبنابر فرض، چون برهان. 
جه يه قبل نتياز قض ياست، حکم به آسان mنسبت به 

    شود. يم
  

باشد.  Rآل از  دهيک اي Iم يفرض کن. ۹. ۳تذکر 
,...,1ک دنباله يم يکن يم يادآوري na a  از عناصر حلقهR

شود هرگاه  يده مينام يصاف–Iمنظم  ي رشته–Mک ي
1هر  يبرا i n   و هر

1 1( / ( ,..., )) \ ( )ip Ass M a a M V I ،ia p  و
  ميداشته باش

1( / ( ,..., ) ) \ ( ) .nSupp M a a M V I    
  

 يصاف-Iمنظم  ي رشته-Mواضح است که طول هر 
)که با  aمال شامل در يماکس )MI fgrade a  نشان
0iح ين عدد صحيترشود برابر با کوچک يداده م   است

)که  ( )) ( )i
aSupp H M V Iاز مرجع  ۱۳. ۱ه ي. (قض

توان مشاهده کرد که اگر  يم يد.) به آسانينيرا بب [1]
( , )R m و  يک حلقه موضعيa آل از  دهيک ايR  باشد

که  ( / ) \Supp M aM m  گاه  باشد، آن  

 0

( )

min ( ) is not Artinian
M

i
a

m fgrade a

i H M



 
 

  
 يمکال- مدول کوهن–Rک ي Mت فوق، اگر يدر وضع

)گاه چون  باشد، آن aنسبت به  ينسب ) ( ) 0af M
aH M  

  م يدار
( ) ( ) ( ).a M Mf M ht a m fgrade a    

  
)لذا  ) ( )af M

aH M يست. چون مدول کوهمولوژين ينيآرت 
dim ياز مرتبه بالا يموضع ( )M

aH M است،  ينيآرت
)م داشت يخواه ) dimaq M Mيخصوص، اگر برا . به 
)هر  )Mi ht a ،( ) 0i

aH M گاه  ، آن 
( ) ( ).a aq M f M  

  
م، هر چند يمشاهده کرد ۹. ۳همانطور که در تذکر 

باً ياز مرتبه بالا، تقر يموضع يکوهمولوژ يها مدول
ن يرا تام ير شرطيگزاره ز ستند، درين ينيشه آرتيهم

ن نوع ياز ا ينيآرت ير مدوليها، ز م که تحت آنيکن يم
 ها وجود دارند. مدول

  
)م يفرض کن. ۱۰. ۳گزاره  , )R m يک حلقه موضعي 

 aنسبت به  ينسب يمکال-مدول کوهن–Rک ي Mو 
)با  )Mht a h  وdim ( / ) 1R M aM   باشد. در

xمانند  يعنصر يصورت برا نيا mمدول ،
0 ( ( ))h
Rx aH H Mيرو Rاست.  يني، آرت  

dimفرضِ برهان.  ( / ) 1R M aM   وجودx m  را
dimکه  يطور به / ( ) 0M a Rx M  ن يرا تضم
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از مرجع  ۵. ۳جه ير را مطابق با نتيق زيکند. دنباله دق يم
  م.يريگ يدر نظر م [19]

1 1

0

0 ( ( ))

( ) ( ( )) 0

h
Rx a

h h
m Rx a

H H M
H M H H M



  
 

  
)1که  نيبا توجه به ا ) 0h

aH M شود  يجه مي، نت
0 ( ( ))h
Rx aH H M يرو Rاست.  يني، آرت  

ثابت شده است  [16]از مرجع  ۲. ۷در لم 
( ) ( / )a af M s f M xM   که در آنs ک عدد ي

,...,1و  يح نامنفيصح nx x x ک يM– رشته
ن يم که ايکن يا ميرا مه يطيمنظم است. اکنون ما شرا

  شود. يل ميتبد يک مساويبه  ينامساو
  
)م يفرض کن. ۱۱. ۳جه ينت , )R m يک حلقه موضعي 
 aنسبت به  ينسب يمکال-مدول کوهن–Rک ي Mو 
Mhtبا  a c  1 باشد. اگر , ..., nx x xي ک رشتهي 

)و  M يمنظم رو ( ))c
R aD H M گاه  باشد، آن  

( ) ( / ) .a af M f M xM n   
  

، [14]از مرجع  ۲۳. ۲جه يف و نتيبنابر تعربرهان. 
)م يدار ) ( , )af M cd a M  و

( / ) ( , / ).af M xM cd a M xM  حال با استفاده از
   شود. يجه ميحکم نت [14]مرجع  ۲۲. ۲ه يقض

) يجه براين نتين بخش، چنديدر ادامه ا )af M يوقت 
M ک يR–آل  دهينسبت به ا ينسب يمکال-مدول کوهن
a ر، رفتار يجه زيژه، در دو نتيم. به ويکن يان مياست، ب

( )af  م. يکن يان ميها بيختيرا تحت همر  
  
ح يتمام اعداد صح يم برايفرض کن. ۱۲. ۳جه ينت

k: يا حلقه يختي، همرkمثبت  R R   وجود
 يها آل دهيکه دستگاه معکوس از ا يطور داشته باشد به

{ ( ) }k ka R   با k k
a


ان باشد. در يهم پا 

 aنسبت به  ينسب يمکال-کوهن Rصورت اگر  نيا
ها، kتمام  يگاه برا آنباشد، 

( )( ) ( )
ka a Rf R f R. 

  

 يها آل دهيابتدا، چون دستگاه معکوس از ا برهان.
{ ( ) }k ka R   با دستگاه معکوس k k

a


ان يپاهم 
وجود دارد که  ياi ،jهر  ياست، لذا برا

( )j
ia a R a هر  ين براي. بنابراk ، 

( ( ), ) ( , ).kgrade a R grade a R   
  

م يدار [7]از مرجع  ۱. ۲گر بنابر لم يد ياز طرف
( ( ) , ) ( , )kcd a R R cd a R هر  ين براي. بنابراk

 ،R نسبت به  ينسب يمکال- کوهنa  ۵است. حال تذکر 
  کند.  ياثبات را کامل م

  
از مشخصه  R يهر حلقه نوتر يبرا. ۱۳. ۳مثال 
k:، اگر pمثبت  R R  نوس در نظر ينگاشت فروب

  جه برقرار است.يگرفته شود نت
  
f:م يفرض کن. ۱۴. ۳جه ينت R R ک ي

 Rباشد. اگر  ينوتر يها کدست باوفا از حلقهي يختيهمر
گاه  باشد، آن aآل  دهينسبت به ا ينسب يمکال-کوهن

( ) ( )a aRf R f R  .  
  

-کوهن R، [14]از مرجع  ۷. ۳بنابر گزاره برهان. 
است. حال، با استفاده از  aRنسبت به  ينسب يمکال

  شود.  ي، اثبات کامل م۵. ۳تذکر 
 يها ، خواننده را به مثال۱۴. ۳جه ياز نت ييها  مثال يبرا
  م. يده يارجاع م [14]از مرجع  ۱۰. ۳و  ۹. ۳

 يم که تساويدهيرا ارائه م ييها ن قسمت مدوليدر ا
( ) ( )a af M f R ها برقرار است. در مورد آن  

  
را  Mمدول –Rد.) ينيرا بب [8](مرجع . ۱۵. ۳ف يتعر
آل  دهي، اMاز  Nرمدول يهر ز يهرگاه برام ييگو يضرب
a  ازR که  يموجود باشد طورN aM .  
  
   يمکال-کوهنک حلقه ي Rم يفرض کن. ۱۶. ۳جه ينت
  

باوفا  يمدول ضرب–Rک ي Mو  aنسبت به  ينسب
)صورت  نيباشد. در ا ) ( )a af M f R .  
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و تذکر  [14]از مرجع  ۲. ۳جه ينت اثبات، يبرابرهان. 
  د. يکار ببر را به ۵. ۳
  

R–د.) ينيرا بب [21]و  [10](مراجع . ۱۷. ۳ف يتعر
ط يشود هرگاه در شرا يده مينام يشبه دوگان Mمدول 

  ر صدق کند:يز
  د شده باشد.يتول يطور متناه به Mالف) 

:ب) نگاشت  ( , )R
M RR Hom M M ف ي، تعر

]شده توسط  ]r s rs  ،باشد. يختيکري  
0iهر  يج) برا  ،( , ) 0i

RExt M M . 
  
 يمکال-ک حلقه کوهني Rم يفرض کن. ۱۸. ۳جه ينت

مدول شبه –Rک ي Mو  aآل  دهينسبت به ا ينسب
)صورت  نيباشد. در ا يدوگان ) ( )a af M f R.  

  
از مرجع  ۴. ۳جه ياست نت ياثبات، کاف يبرابرهان. 

 د. ييرا مشاهده نما ۵. ۳و تذکر  [14]
ان يمتعارف به پا يها درباره مدول يا جهين بخش با نتيا
  م.يرسان يم
  
)م يفرض کن. ۱۹. ۳جه ينت , )R m ک حلقه کوهني-

 Rwباشد و  aآل  دهينسبت به ا ينسب يموضع يمکال
صورت  نيمدول متعارف آن باشد. در ا

( ) ( )a R af w f R.  
  

- کوهن Rw، [14]از مرجع  ۵. ۳ه يبنابر قضبرهان. 
ک ي Rاست اگر و تنها اگر  aنسبت به  ينسب يمکال

ن با يباشد. بنابرا aنسبت به  ينسب يمکال- حلقه کوهن
  ، اثبات کامل است. ۵. ۳استفاده از تذکر 
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