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 ۳۰/۰۱/۹۶تاريخ پذيرش مقاله:      ۱۰/۱۲/۹۵تاريخ دريافت مقاله: 

  چکيده
ن روش يگردد. در ايم يمعرف يل فازيفرانسيحل معادلات د يبرا ياب قطعهيبه صورت تقر يک روش عدديق ين تحقيدر ا

لور يروش، استفاده از بسط ت يمبنا گردد.يان مير بازه از جواب بياز درجه سه در هر ز ياچندجمله ياک قطعهيجواب مساله با 
روش  يين سرعت همگرايجواب و همچن ييکتايباشد. وجود، يم يل فازيفرانسيه مساله معادلات ديتابع حول مقدار اول يفاز
حل  يبرا] ۱[لر يسه با روش اويشده در مقا يشود که روش معرفين نشان داده ميرد. همچنيگيقرار م يمورد بررس يبيتقر

  باشد.  يم يشتريدقت ب يافته دارايم يتحت مشتق تعم يل فازيفرانسيدمعادلات 
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  مقدمه - ۱
فراوان معادلات  ل کاربردير به دلياخ يهادر سال

، يل علوم و مهندسياز مسا ياريدر  بس يل فازيفرانسيد
ار مورد توجه محققان قرار گرفته ينگونه معادلات بسيا

ل نوع مشتق يفرانسين بخش از معادلات دياست. مهمتر
از  يباشد، که تاکنون انواع مختلفيآن مبه کار رفته در 

ن بار ياول يف شده است. مفهوم مشتق فازيمشتق تعر
د سپس توسط يگرد يمعرف ]۲[توسط چنگ و زاده 

و گوچسل و  ]۴[و يو رالسک ي، پور]۳[د يوس و پرايدب
د. مشتق يف گردياز مشتق تعر يگريانواع د ]۵[وکسمن

بود که  يفازف مشتق ين تعارياز مهمتر يکيهاکوهارا 
نقطه  مقاله کالوا .]۶[ديگرد يتوسط هاکوهارا معرف

بود که  يل فازيفرانسيق در معادلات ديتحق ين برايآغاز
تحت مشتق  يل فازيفرانسين مقاله معادلات ديدر ا

ل يفرانسيحل معادلات د ي. برا]۷[ديان گرديهاکوهارا ب
و  يعدد يهادسته روش، روش ي دودر حالت کل يفاز

 يهاکه چون روش باشديم موجود يليتحل يهاروش
مقدور  يل فازيفرانسيه معادلات ديحل کل يبرا يليتحل
دارند. از جمله  يشتريکاربرد ب يعدد يهاباشد روشينم

اصلاحگر، -شگويلر، پياو يها، روشيعدد يهاروش
حل معادلات  يلور برايافته و تياصلاحگر بهبود-شگويپ
، ۸[ده استيگرد يمعرف هاکوهارال تحت مشتق يفرانسيد
۹ ،۱۰ ،۱۱[.  

قات انجام شده نشان داد که جواب معادلات يتحق
ک نقص ي يتحت مشتق هاکوهارا دارا يل فازيفرانسيد

کرد، مقدار يدا ميش پيافزا tکه يباشد که زمانيبزرگ م
ف يافت. بده و گال با تعرييش ميابهام در جواب افزا

 ]۱۲[نقص را برطرف کردند ن يا يافته قويم يمشتق تعم
قرار گرفت  يآن مورد بحث و بررس يکل يهاتيو خاص

 يهان روشياز محقق ين تعدادي. همچن]۱۵،۱۴،۱۳[
حل معادلات  يافته برايم يتحت مشتق تعم يعدد

. به عنوان مثال در ]۱،۱۶[کردند  يمعرف يل فازيفرانسيد
 افتهيم يمشتق تعم يلور برمبنايت يسندگان سرينو ]۱[

حل معادلات  يلر را برايهاکوهارا را ارائه، سپس روش او
ک يز يق نين تحقيکردند. در ا يمعرف يل فازيفرانسيد

حل معادلات  يبرا ياب قطعهيبه نام تقر يروش عدد
ده يافته ارائه گرديم يتحت مشتق تعم يل فازيفرانسيد

 يرو يلور فازين روش با استفاره از بسط تياست که در ا
از  يفاز ياچند جمله ياک قطعهير بازه از جواب يهر ز

ن يشود که ايگردد که نشان داده ميد ميدرجه سه تول
ن راستا يباشد در هميبرخوردار م يروش از دقت مطلوب

ده و در مثال يسه گرديلر مقايبا روش او يشنهاديروش پ
  ن روش نشان داده شده است. يا يبرتر يعدد

  ده است:يگرد يازماندهر سيق به صورت زين تحقيا
از آورده يمورد ن يايو قضا يف اساسي، تعار۲در فصل 

ان و در يب يشنهاديپ يروش عدد ۳شده است. در فصل 
مورد  يعدد يهاروش ارائه شده توسط مثال ۴فصل 

در  يريگجهيقرار گرفته شده است. بحث و نت يابيارز
  آورده شده است. ۵فصل 

 
  هيف اوليتعار - ۲

مورد  يبعد يهاه که در بخشيف اوليتعارن بخش يدر ا
  گردد.يم ياز است معرفين

 هوستيم پيکه نرمال، محدب، ن يمحموعه تمام اعداد فاز
گاه فشرده هستند رو مجموعه اعداد هيتک يو دارا ييبالا
  شود.يش داده مينما ℝℱبا  يقيحق

0 يبرا ياعداد فاز يهابرش < ݎ ≤  يهامجموعه 1
[ݑ]به فرم  = ݐ} ∈ ℝ|(ݐ)ݑ ≥ و  {ݎ

[ݑ] = ݐ}݈ܿ ∈ ℝ|(ݐ)ݑ > ن يباشند. در ايم {0
ݑ يهاق برشيتحق ∈ ℝℱ به فرم  

[ݑ]  = ,(ݎ)ିݑ] شود. يش داده مينما [(ݎ)ାݑ
  ييبا سه تا يمثلث ين اعداد فازيهمچن

ݑ  = (ܽ, ܾ, ܿ) ∈ ℝଷ  ،ܽ ≤ ܾ ≤ ش داده ينما ܿ
(ݎ)ିݑآن به فرم  يهاکه برش يطورشود، بهيم =

ܽ + (ܾ − (ݎ)ାݑو ݎ(ܽ = ܿ − (ܿ −  يبرا ݎ(ܾ
ݎهر  ∈   باشد.يم [0,1]

  
ℝℱ:ܦتابع  :۲- ۱ف يتعر × ℝℱ → ℝା ∪ را  {0}

 که بصورت 
,ݑ)ܦ (ݒ = sup

∈[,ଵ]
max{|(ݎ)ିݑ −

,|(ݎ)ିݒ (ݎ)ାݑ| −  (1)                  	{|(ݎ)ାݒ
  

 ين دو عدد فازيشود را فاصله هاسدورف بيف ميتعر
,ݑ ݒ ∈ ℝℱ کيمتر يم. فضاييگو(ℝℱ , کامل،  (ܦ
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 يفشرده است که دارا يو بصورت موضع يجداشدن
  باشد:ير ميات زيخصوص

ݑ)ܦ ,ݓ⊕ ݒ (ݓ⊕ = ,ݑ)ܦ   ;(ݒ
,ݑߣ)ܦ (ݒߣ = ,ݑ)ܦ|ߣ|   ;(ݒ
ݑ)ܦ ⊕ ݓ,ݒ ⊕ (ݖ ≤ (ݓ,ݑ)ܦ + ,ݒ)ܦ  ;(ݖ
ݑ)ܦ ⊖ ݓ,ݒ ⊖ (ݖ ≤ (ݓ,ݑ)ܦ + ,ݒ)ܦ  ,(ݖ

  
که  ين معنيباشد به ايتفاضل هاکورا م ⊖که 

⊖ݓ ݒ =   موجود است اگر و تنها اگر ݑ
ݑ ⊕ ݒ =  .ݓ

  
,ݑد يفرض کن :۲- ۲ف يتعر ݒ ∈ ℝℱم ي، تفاضل تعم

  شود:يف مير تعريبصورت ز ݒو  ݑافته هاکوهاراي
ݑ ⊖ு ݒ = ݓ

⇔ ൜(݅). ݑ = ݒ ;ݓ⊕
.(݅݅)ݎ ݒ = ⊕ݑ .ݓ(1−)  

  
افته هاکوهارا تابع يم يمشتق تعم :۲-۳ف يتعر

݂(ܽ, ܾ) → ܴி ݐ، در نقطه  به صورت  
݂ᇱு(ݐ) = lim

→

(௧బା)⊖ಹ(௧బ)


,         (2) 

  
(ݐ)ு′݂شود. اگر يف ميتعر ∈ ܴி ݂م ييآنگاه گو 

ر) يل پذيفرانسيدgH-(افته هاکوهارا يم ير تعميمشتق پذ
  ،ݐدر نقطه  ݂م يين گويباشد. همچنيم ݐدر نقطه 

-[(i)-gH]ر است اگريل پذيفرانسيد  
[݂ᇱு]

(ݐ) = ,ݐ)′(ି݂)] ,(ݎ (݂ା)′(ݐ,  (3)  [(ݎ
 

   ر است اگريل پذيفرانسيد ،-[(ii)-gH]ݐدر نقطه  ݂
[݂ᇱு]

(ݐ) = [(݂ା)′(ݐ, ,(ݎ ,ݐ)′(ି݂)  (4)  [(ݎ
  

ݐنقطه  :۲-۴تعريف  ∈ (ܽ, ض نوع ينقطه تعو (ܾ
–gHيگيهر همسا ياست، اگر برا ݂ يريل پذيفرانسيد 
ଵݐنقاط  ݐاز  ܸ	 < ݐ <  يموجود باشند به طور ଶݐ

) برقرار باشد و ۳، (ଵݐ) در نقطه ܫض نوع يعوتکه (نقطه 
) ۳) برقرار باشد و (۴، (ଶݐ) برقرار نباشد و در نقطه ۴(

  برقرار نباشد.
  ) ۳) برقرار باشد و (۴، (ଵݐ) در نقطه ܫܫض نوع يعوت(نقطه 

) برقرار ۴) برقرار باشد و (ଶ) ،۳ݐبرقرار نباشد و در نقطه 
  نباشد.

:݂د يفرض کن :۲-۵تعريف  (ܽ, ܾ) → ℝℱ يتابع 
ل يفرانسيدgH-، ݂ن صورت تابع يمقدار باشد. در ا يفاز
	ݐدر نقطه  ݊ر از مرتبه يپذ ∈ (ܽ,  است اگر توابع (ܾ

݂݃ ܪ
() يبه ازا ݅ = 1, . . . , ݊ − 1 ،-gH ر يل پذيفرانسيد

ل يفرانسيد gH-نوع  ياچ نقطهين در هيباشند و همچن
  ن صورت يدر ا ض نشود.يآنها تعو يريپذ

(݂)ு
()(ݐ) =

lim
→

(షభ)(௧బା)⊖ಹ(షభ)(௧బ)


	            (5) 

  
ு(݂)به شرط آنکه 

()(ݐ) ∈ ℝℱ.  
Tد يفرض کن:۱ هيقض = [a, a + β] ⊂ ℝ  که در
β	آن > f	و 0 ∈ ࣝୌ୬ ([a, b], ℝℱ)هر  ي. به ازا

ݏ ∈ ܶ  
f. اگر ۱ (୧), i = 0,1,… , n −  [gH-(i)]- يتوابع 1
ر ييتغ يريل پذيفرانسيدgH-باشند و نوع  ريپذ ليفرانسيد

  نکند، آنگاه
(ݏ)݂ = ݂(ܽ)⊕ ݂.ு

ᇱ ݏ)⨀(ܽ) − ܽ)

⊕ ݂.ு
ᇱᇱ (ܽ)⊙

ݏ) − ܽ)ଶ

2!
 

⊕…⊕ ݂ .ு
(ିଵ)(ܽ) ⊙

ݏ) − ܽ)ିଵ

(݊ − 1)!
⊕ ܴ(ܽ,  ,(ݏ

 که در آن

ܴ(ܽ, (ݏ ≔ න 	
௦


(න 	

௦భ


… 

(න 	
௦షభ


݂.ு
()  .ଵݏ݀(…ିଵݏ݀(ݏ݀(ݏ)

   
f. اگر ۲ (୧), i = 0,1, … , n −  [gH-(ii)]-توابعي  1
ر ييتغ يريل پذيفرانسيدgH-باشند و نوع  ريپذ ليفرانسيد

  گاهنکند، آن
(ݏ)݂ = ݂(ܽ)⊖ (−1) ݂.ு

ᇱ (ܽ)⊙ ݏ) − ܽ)
⊖ (−1) ݂.ு

ᇱᇱ (ܽ) 

⊙
(ܽ − ଶ(ݏ

2!
⊖ (−1)…⊖ (−1) ݂.ு

(ିଵ)(ܽ) 

⊙
(ܽ − ିଵ(ݏ

(݊ − 1)!
⊖ (−1)ܴ(ܽ,  ,(ݏ

 به طوري که
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ܴ(ܽ, (ݏ ≔ න 	
௦


(න 	

௦భ


… 

(න 	
௦షభ


݂.ு
()  .ଵݏ݀(…ିଵݏ݀(ݏ݀(ݏ)

 
f. اگر ۳ (୧), i = 0,1, … , n −  يبه ازا 1

݅ = 2݇ − 1, ݇ ∈ ℕ يتوابع -[(i)-gH] ل يفرانسيد
i يو به ازا ريپذ = 2݇, ݇ ∈ ℕ ∪   يتوابع {0}

-[(ii)-gH] آن گاهباشند ريپذ ليفرانسيد ، 
(ݏ)݂ = ݂(ܽ)⊖ (−1) ݂.ு

ᇱ (ܽ)⊙ ݏ) − ܽ)
⊕ ݂.ு

ᇱᇱ (ܽ) 

⊙
(ܽ − ଶ(ݏ

2!
⊖ (−1)…⊙ (−1) ݂.ு

ቀషభమ ቁ
(ܽ) 

⊙
(ܽ − (ݏ


మିଵ

ቀ
ଶ
− 1ቁ !

⊕ ݂.ு
ቀమቁ (ܽ)⊙

(ܽ − (ݏ

మ

ቀ
ଶ
ቁ !

 

⊖ (−1)…⊖ (−1)ܴ(ܽ,  ,(ݏ
 که درآن

ܴ(ܽ, :(ݏ = න 	
ݏ

ܽ
(න 	

1ݏ

ܽ
… 

(න 	
௦షభ


݂.ு
()  .ଵݏ݀(…ିଵݏ݀(ݏ݀(ݏ)

  
݂	 دي. فرض کن۴ ∈ ࣝு ([ܽ, ܾ], ℝℱ), ݊ ≥ 3   

,ܽ] در بازه 	݂د ين فرض کنيهمچن  [gH-(i)]-، [ߦ
,ߦ]و در بازه  ريل پذيفرانسيد ܾ] ،-[(ii)-gH] 
  Iچ نوع ينقطه سو ߦباشد. (در واقع نقطه  ريپذ ليفرانسيد

  است) و نقطه  ݂مشتق مرتبه اول تابع  يبرا
ݐ  ∈ [ܽ, که در  ديريدر نظر بگ يارا به گونه[ߦ

ن مشتق مرتبه يقرار داشته باشد. علاوه برا ߦ يگيهمسا
ݐ]از بازه ଵߞدر نقطه  ݂دوم تابع  , چ ينقطه سو يدارا [ߦ

 يريد نوع مشتق پذيباشد. سپس فرض کن IIنوع 
݂(), ݅ ≤ ,ߦ] در بازه ݊   نکند. آنگاه يرييتغ [ܾ

(ݏ)݂ = (ݐ)݂ ⊕ ݂.ு
ᇱ ߦ)⨀(ݐ) −  (ݐ

⊖ ݂.ு
ᇱᇱ (ݐ) ⊙ ݐ) − (ଵߞ ⊙ ߦ) −  (ݐ

⊕ ݂.ு
ᇱᇱ (ଵߞ) ⊙ ቆ

ߦ) − ଵ)ଶߞ

2
−
ݐ) − ଵ)ଶߞ

2
ቇ 

⊖ (−1) ݂.ு
ᇱ (ߦ) ⊙ ݏ) −  (ߦ

⊖ (−1) ݂.ு
ᇱᇱ (ߦ) ⊖

ݏ) − ଶ(ߦ

2!
 

⊖ (−1)න 	
క

௧బ
(න 	

భ

௧బ
(න 	

௦మ

௧బ
݂.ு
ᇱᇱᇱ  ଵݏ݀(ଶݏ݀(ସݏ݀(ସݏ)

⊕න 	
క

௧బ
(න 	

௦భ

భ
(න 	

௦య

భ
݂.ு
ᇱᇱᇱ  ଵݏ݀(ଷݏ݀(ହݏ݀(ହݏ)

⊖(−1)න 	
௦

క
(න 	

௧భ

క
(න 	

௧మ

௧బ
݂.ு
ᇱᇱᇱ ଵݐ݀(ଶݐ݀(ଷݐ݀(ଷݐ) . 

  .]۱[برهان در مرجع 
  
  ياب قطعهيروش تقر - ۳

  به فرم  يه فازيل با مقدار اوليفرانسيمعادله د

൜(ݐ)′ݕ = ,ݐ)݂ ,((ݐ)ݕ ݐ ∈ ܫ = [0, ܶ],
(0)ݕ = ݕ

   (6) 

 
افته و يم يکه مشتق به کار رفته در آن از نوع مشتق تعم

:݂ يتابع فاز ܫ × ℝℱ → ℝℱ باشند، يوسته ميپ يتابع
  مفروض است. 

مفروض شرط وجود جواب از  يل فازيفرانسيدر معادله د
  شود.يجه مير نتيه زيقض
  

:݂د يفرض کن :۱قضيه ܫ × ℝℱ → ℝℱ يتابع فاز 
݇که يوسته باشد بطوريپ >   که يموجود باشد بطور يا 0

,ݐ)൫݂ܦ ,(ݔ ,ݐ)݂ ൯(ݖ ≤ ,ݔ)ܦ݇  (ݖ
ݐ∀ ∈ ,ܫ ,ݔ ݖ ∈ ℝℱ 

  
 [gH -(i)]-دو جواب ( يدارا) ۶ن صورت مساله (يدر ا

 يرو )ريل پذيفرانسيد[gH-(ii)]-ر و يل پذيفرانسيد
  ]۱۳ [باشد.يم Iبازه 

ه فوق و وجود جواب يط قضيبا فرض برقرار بودن شرا
 يبرا يقه به دست آودرن جواب عددي) طر۶مساله ( يبرا

ک يبه فرم  يکه در حالت کل )۶( يل فازيفرانسيمعادله د
  باشد. يل ميباشد به شرح ذيم ۳از درجه ياچند جمله

  ) ۶مساله ( يواقع يجواب فاز (ݐ)ݕد يابتدا فرض کن
,0]تدا بازه جواب بباشد. ايم به فرم  ييهار بازهيرا به ز [ܶ

ఔܫ = [݇ℎ, (݇ + 1)ℎ],  ߥکه = 0,⋯ , ݊ − 1 
،ℎ = ்


ت ين که به کليم. بدون ايکنيم ليتبدباشد يم 
  :ميکنيوارد شود فرض م يمساله خلل

(ݐ)ݕ  ∈ ࣝுଶ ([0, ܶ], ℝℱ)  
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 يهاگام يم طيدهينشان م (ݐ)ݏکه با  يبيجواب تقر
  شود.ير ساخته ميز

 [gH-(i)]- (ݐ)′ݕ،و  (ݐ)ݕکه نيبا فرض ا گام اول:
بازه  يرو يريل پذيفرانسير و نوع ديل پذيفرانسيد

[0, که با  (ݐ)ݏب ير نکند، قطعه اول از تقرييتغ [ܶ
  شودير نوشته ميم به فرم زيدهينشان م (ݐ)ݏ

(ݐ)ݏ = ⊕(0)ݕ .ுᇱݕ (0)⊙  (7)              ݐ

.ுᇱᇱݕ⊕ (0)⊙
ଶݐ

2!
⊕ ⊙ߙ

ଷݐ

3!
, 

  
ر و نوع يل پذيفرانسيد[gH-(ii)]- (ݐ)′ݕ،و  (ݐ)ݕ	 اگر

,0]بازه  يرو يريل پذيفرانسيد ن ير نکند در اييتغ [ܶ
  به فرم (ݐ)ݏصورت 

(ݐ)ݏ 		= ⊖(0)ݕ ݐ(1−) ⊙ .ுᇱݕ (0)  (8) 

⊖ (−1)
ଶݐ

2
⊙ .ுᇱᇱݕ (0)⊖ (−1)

ଷݐ

3!
⊙  ߙ

  
 ᇱ ،-[(i)-gH]ݕم که يريگيرا در نظر م ياکنون حالت

ر يل پذيفرانسيدᇱᇱ ،-[(ii)-gH]ݕر و يل پذيفرانسيد
  باشد، لذا

(ݐ)ݏ = ⊖(0)ݕ ݐ(1−) ⊙ .ுᇱݕ (0)⊕
ଶݐ

2
 

.ுᇱᇱݕ⊙ (0)⊖ (−1) ௧
య

ଷ!
               (9)ߙ⊙

  
0) ۹) و (۸)، (۷که در روابط ( ≤ ݐ ≤ ℎ ،0 ≤ ߦ ≤ ℎ 

ߙب يو ضر = .ுᇱᇱᇱݕ   باشد.يمجهول م (ߦ)(0)
ߙن مقدار مجهول ييتع يبرا = ,(ݎ)ିߙ)  ((ݎ)ାߙ

جواب  (ݐ)ݏم که چون يکنين قاعده استفاده مياز ا
 ليفرانسيد در معادله ديباشد لذا باي) م۶از معادله ( يبيتقر
ݐ ن رو در نقطهيصدق کند از ا يفاز = ℎ م يخواه

 داشت
,′(ℎ)ݏ)ܦ ݂(ℎ, (((ℎ)ݏ = 0, 

 متر هاسدورف  يريبا به کار گ
൫ݏି)ᇱ(ℎ, (ݎ = ,(ℎ)ݏ)ି݂  			,൯(ݎ
,ᇱ(ℎ(ାݏ)	 (ݎ = ݂ା(ݏ(ℎ),  ((ݎ

  
 ر مربوط و حل دستگاه متناظر مقدار يمقد يارذگيبا جا
 يعنيب يد، لذا قطعه اول از تقريآيبه دست م ߙ

  شود.يساخنه م(ݐ)ݏ		

ب در بازه ياکنون پس از ساختن قطعه اول تقر گام دوم:
[0, ℎ]يهابازه يب روي، نوبت ساختن تقر 

		[݇ℎ, (݇ + 1)ℎ] يبرا  ݇ = 1,⋯ , ݊ − باشد يم1
  باشدير ميکه به فرم ز

(ݐ)ݏ = ∑ 	ଶ
ୀ ݏ

()(ݐ) ⊙ (௧ି)

!
⊕

ߙ 			⊙
(௧ି)య

ଷ!
                                (10) 

  
) ۱۰به دست آمده است. در رابطه ( ۱از گام (ݐ)ݏکه 

به دست آمدن  يباشد که برايمجهول م ߙ يمقدار فاز
ان شد با قرار دادن يمقدار آن همانند آنچه در گام اول ب

ݐ = ݇ℎ  در رابطه  
,ᇱ(݇ℎ)ݏ)ܦ ݂൫݇ℎ,  ,(൯(ℎ݇)ݏ

  
  د.يآيو حل دستگاه حاصل مقدار مجهول به دست م

,0]بازه جواب  يرو (ݐ)ݏب يلذا تقر شود يساخته م [ܶ
 ياک چندجملهير بازه بصورت يهر ز يب روين تقريکه ا

  باشد.يم ۳از درجه 
که  يکتاست به شرطيب ذکر شده موجود و يتقر ه:يقض

ℎ < ଷ


.  
,ℎ݇]در بازه  برهان: (݇ + 1)ℎ]ن يي، تراز بالا و پا

  باشد ير ميب به فرم زيتقر
,ݐ)ିݏ (ݎ = ∑ 	ଶ

ୀ ିଵିݏ) )()(݇ℎ, (ݎ ⊙
(௧ି)

!
(ݎ)ିߙ⊕ ⊙

(௧ି)య

ଷ!
= ,ݐ)ିܣ (ݎ ⊕

(ݎ)ିߙ ⊙
(௧ି)య

ଷ!
,  

,ݐ)ାݏ (ݎ = ∑ 	ଶ
ୀ ିଵାݏ) )()(݇ℎ, (ݎ ⊙

(௧ି)

!
(ݎ)ାߙ⊕ ⊙

(௧ି)య

ଷ!
= ,ݐ)ାܣ (ݎ ⊕

(ݎ)ିߙ ⊙
(௧ି)య

ଷ!
,  

  
,ݐ)ିܣر يمقاد ,ݐ)ାܣو  (ݎ اکنون باشند. يمعلوم م (ݎ

 (ݎ)ାߙو  (ݎ)ିߙر يم که مقاديم ثابت کنيخواهيم
  کتا از روابط يبصورت 

݇))ᇱ(ିݏ) + 1)ℎ, (ݎ = ݂ି((݇ + 1)ℎ, 
݇))ݏ + 1)ℎ),  (11)                                (ݎ
݇))ᇱ(ାݏ) + 1)ℎ, (ݎ = ݂ା((݇ + 1)ℎ, 
݇))ݏ + 1)ℎ),  (12)                                (ݎ
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) ۱۲) و (۱۱در ( ାݏ ,ିݏ يارذگيند. با جايآيبه دست م
  گرددير حاصل ميروابط ز

(ݎ)ିߙ =
2
ℎଶ
{݂ି((݇ + 1)ℎ, ݇))ିܣ + 1)ℎ) 

(ݎ)ିߙ+
య

ଷ!
) − ݇))ᇱ(ିܣ) + 1)ℎ,  (13)   ,{(ݎ

(ݎ)ାߙ =
2
ℎଶ {݂

ା((݇ + 1)ℎ, ݇))ାܣ + 1)ℎ,  (ݎ

(ݎ)ାߙ+
య

ଷ!
) − ݇))ᇱ(ାܣ) + 1)ℎ,  (14)   ,{(ݎ

  
نگاشت  (ݎ)ାߙو (ݎ)ିߙ ر مجهول يمقاد يبرا

 که (ߙ)݃
ିߙ = ݃,ଵ(ߙି), 
ାߙ = ݃,ଶ(ߙା), 

  و
ߙ =  ,(ߙ)݃
ߙ = ,ିߙ)  ்(ାߙ
(ߙ)݃ = (݃,ଵ, ݃,ଶ)் , 

  
 م. واضح است کهيکنيف ميتعر

∥ (ଵߙ)݃ − (ଶߙ)݃ ∥≤

ଷ
∥ ଵߙ − ଶߙ ∥,(15) 

  
ک ي (ߙ)݃ن يباشد. بنابرايتس ميپ شيثابت ل 	ܮکه 

ℎ يبه ازا ينگاشت انقباض قو < ଷ


باشد و حکم يم 
  گردد.يحاصل م

روش ارائه شده  يگرايم که مرتبه هميدهياکنون نشان م
  باشد.يم ۴از مرتبه 

که يموجود است بطور ܭعدد ثابت  :۲قضيه
,(ℎ)ݏ)ܦ ((ℎ)ݕ <   .ℎସܭ

 م:يب به دست آمده دارياز تقر برهان:
,ℎ)ିݏ (ݎ = ,0)ିݕ (ݎ + ℎ(ିݕ)ᇱ(0,  (ݎ
+ మ

ଶ!
,ᇱᇱ(0(ିݕ) (ݎ + య

ଷ!
 ି,                 (16)ߙ

,ା(ℎݏ (ݎ = ,ା(0ݕ (ݎ + ℎ(ିݕ)ᇱ(0,  (ݎ
+ మ

ଶ!
,ᇱᇱ(0(ାݕ) (ݎ + య

ଷ!
 ା,                 (17)ߙ

 نيهمچن
,ℎ)ିݕ (ݎ = ,0)ିݕ (ݎ + ℎ(ିݕ)ᇱ(0,  (ݎ

+
ℎଶ

2!
,ᇱᇱ(0(ିݕ) (ݎ +

ℎଷ

3!
,ᇱᇱᇱ(0(ିݕ) (ݎ

+
ℎସ

4!
,ߦ)(ସ)(ିݕ)  ,(ݎ

,ା(ℎݕ (ݎ = ,ା(0ݕ (ݎ + ℎ(ݕା)ᇱ(0,  (ݎ

+
ℎଶ

2!
,ᇱᇱ(0(ାݕ) (ݎ +

ℎଷ

3!
,ᇱᇱᇱ(0(ାݕ) (ݎ

+
ℎସ

4!
,ߦ)(ସ)(ାݕ)  ,(ݎ

  
0که در روابط فوق  < ߦ < ℎ باشد.يم  

 ن واضح است کهيهمچن

,(ℎ)ݏ൫ܦ ൯(ℎ)ݕ =
ℎଷ

3!
sup
∈[,ଵ]

max	{|ߙି 

,ᇱᇱᇱ(0(ିݕ)− (ݎ −
1
4
,ߦ)(ସ)(ିݕ)  ,|(ݎ

ାߙ| − ,ᇱᇱᇱ(0(ାݕ) (ݎ −
1
4
,ߦ)(ସ)(ାݕ)  .{|(ݎ

 
  م داشتين خواهيبنابرا

,(ℎ)ݏ൫ܦ ൯(ℎ)ݕ = య

ଷ!
,ߙ൬ܦ ᇱᇱᇱ(0)ݕ +

ଵ
ସ
 ൰                                        (18)(ߦ)(ସ)ݕ

  
نشان دادن آنچه که در حکم مساله مورد نظر است  يبرا
و بطور  ℎ بر حسب يتابع  ߙم کهيد نشان دهيبا
  باشد. يکنواخت کراندار مي

 ميدار

ିߙ =
2!
ℎଶ
{݂(ℎ, ,0)ିݕ (ݎ + ℎ(ିݕ)ᇱ(0,  (ݎ

+
ℎଶ

2!
,ᇱᇱ(0(ିݕ) (ݎ +

ℎଷ

3!
(ିߙ − ,ᇱ(0(ିݕ) (ݎ

− ℎ(ିݕ)ᇱᇱ(0, ,(ݎ }, 

ାߙ =
2!
ℎଶ
{݂(ℎ, ,ା(0ݕ (ݎ + ℎ(ݕା)ᇱ(0,  (ݎ

+
ℎଶ

2!
,ᇱᇱ(0(ାݕ) (ݎ +

ℎଷ

3!
(ାߙ − ,ᇱ(0(ାݕ) (ݎ

− ℎ(ݕା)ᇱᇱ(0, ,(ݎ }, 
  

 ميکنيف مير تعريرا به صورت ز (ݑ)݃اکنون نگاشت 

݃ି(ݑ) =
2!
ℎ
{݂(ℎ, ,0)ିݕ  (ݎ

+ℎ(ିݕ)ᇱ(0, (ݎ +
ℎଶ

2! ݕ)
ି)ᇱᇱ(0, (ݎ +

ℎଷ

3! ݑ
ି) 

,ᇱ(0(ିݕ)− (ݎ − ℎ(ିݕ)ᇱᇱ(0, ,(ݎ }, 

݃ା(ݑ) =
2!
ℎ
{݂(ℎ, ,ା(0ݕ  (ݎ

+ℎ(ݕା)ᇱ(0, (ݎ +
ℎଶ

2! ݕ)
ା)ᇱᇱ(0, (ݎ +

ℎଷ

3! ݑ
ା) 

,ᇱ(0(ାݕ)− (ݎ − ℎ(ݕା)ᇱᇱ(0, ,(ݎ }, 
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هر  يک نگاشت انقباض براي (ݑ)݃نگاشت 
ℎ <  رايباشد زيم ,ܮ/3

,(ݑ)൫݃ܦ ݃(ݑ∗)൯ ≤

ଷ
,ݑ)ܦ  (19)       (∗ݑ

  
ℎ يبرا مخصوصاً ≤  م:يدار ܮ/1

,(ଵݑ)݃)ܦ ݃(ݑଶ)) ≤
1
3
ଵݑ)ܦ ,  ,(ଶݑ

  
ଵݑم يدهياکنون قرار م = ଶݑ ,ߙ = 0,  

 لذا:

,(ߙ)݃)ܦ ݃(0)) ≤
1
3
,ߙ)ܦ 0) 

(0,(ߙ)݃)ܦ + ((0),0݃)ܦ ≤
1
3
,ߙ)ܦ 0) 

 
 شوديجه ميکه نت

,ߙ)ܦ 0) + ((0),0݃)ܦ ≤
1
3
,ߙ)ܦ 0) 

 ن:يبنابرا
,ߙ)ܦ 0) ≤

ଷ
ଶ
,(0)݃)ܦ 0)                 (20) 

  
توان بصورت يرا م ା(0)݃و  ି(0)݃ب ياکنون تقر

 ر نوشتيز

݃ି(0) =
2!
ℎ {݂(ℎ, ݕ

ି(0, (ݎ + ℎ(ିݕ)ᇱ(0,  (ݎ

+
ℎଶ

2! ݕ)
ି)ᇱᇱ(0, ((ݎ − ,ᇱ(0(ିݕ) (ݎ

− ℎ(ିݕ)ᇱᇱ(0, ,(ݎ }, 
=
2!
ℎଶ
,ᇱ(ℎ(ିݕ)} (ݎ + ܱ(ℎଷ) − ,ᇱ(0(ିݕ) (ݎ

− ℎ(ିݕ)ᇱᇱ(0,  ,{((ݎ

=
2!
ℎଶ
,ᇱ(0(ିݕ)} (ݎ + ℎ(ିݕ)ᇱᇱ(0,  (ݎ

(ℎଶ)+ − ,ᇱ(0(ିݕ) (ݎ − ℎ(ିݕ)ᇱᇱ(0, {((ݎ
≤ ଵܯ , 

 
 جه گرفتيتوان نتير مشابه مون بطيهمچن

݃ା(ݑ) ≤  ଶ                                    (21)ܯ
  

ܯم يدهياکنون قرار م = max{ܯଵ,ܯଶ} ن يبنابرا
,ߙ)ܦ 0) <

ଷ
ଶ
ℎ يبراߙ و  ܯ ≤ بطور  ܮ/1

  باشد و يکراندار مکنواخت ي

,(ℎ)ݏ)ܦ ((ℎ)ݕ =  (ℎଷ)
  

,(ℎ)′ݏ)ܦ ياز طرف ((ℎ)′ݕ =  رايز (ℎଷ)
,(ℎ)′ݏ)ܦ ((ℎ)′ݕ
= ,ℎ)݂)ܦ ,((ℎ)ݏ ݂(ℎ, (((ℎ)ݕ
≤ ,(ℎ)ݏ)ܦܮ ((ℎ)ݕ < ℎଷܮ݇ =  ,ℎଷ∗ܭ

  
∗݇که  = max{݇,  ن يباشد. بنابرايم .{݇ܮ

,ᇱ(ℎ(ାݏ) (ݎ = ,ା(ℎ(′ݕ) (ݎ +  (ℎଷ)
= ,ᇱ(0(ାݕ) (ݎ + ℎ(ݕା)ᇱᇱ(0,  (ݎ

+ మ

ଶ!
,ᇱᇱᇱ(0(ାݕ) (ݎ +  (22)            ,(ℎଷ)

,ᇱ(ℎ(ିݏ) (ݎ = ,ℎ)ି(′ݕ) (ݎ +  (ℎଷ)
= ,ᇱ(0(ିݕ) (ݎ + ℎ(ିݕ)ᇱᇱ(0,  (ݎ

+ మ

ଶ!
,ᇱᇱᇱ(0(ିݕ) (ݎ +  (23)           	,(ℎଷ)

  
,ା(ℎ(′ݏ) فيبا استفاده از تعار ,ℎ)ି(′ݏ)و  (ݎ  (ݎ

 م:يدار
,ା(ℎݏ (ݎ = ,ା(0ݕ (ݎ + ℎ(ିݕ)ᇱ(0,  (ݎ
+ మ

ଶ!
,ᇱᇱ(0(ାݕ) (ݎ + య

ଷ!
 ା,                 (24)ߙ

,ℎ)ିݏ (ݎ = ,0)ିݕ (ݎ + ℎ(ିݕ)ᇱ(0,  (ݎ
+ మ

ଶ!
,ᇱᇱ(0(ିݕ) (ݎ + య

ଷ!
 ି,,                (25)ߙ

  
  م:ي) دار۲۴) و (۲۳)، (۲۲با ادغام روابط (

ିߙ = ᇱᇱᇱ(ିݕ) +  ,(ℎ)
ାߙ = ᇱᇱᇱ(ାݕ) +  ,(ℎ)

  
 م داشت:يت خواهيو در نها

,(ℎ)ݏ)ܦ ((ℎ)ݕ =  .(ℎସ)
  
  يعدد يهامثال - ۴

  به فرم  يل فازيفرانسي: معادله د۱مثال 

⎩
⎨

(ݐ)′ݕ⎧ = (ݐ)ݕ ⊕ (1.3,2,2.1),				0 ≤ ݐ ≤ 1;
(0)ݕ = (0.82 + ,ݎ0.18 1.2 − ,(ݎ0.2
(0)′ݕ = (2.12 + ,ݎ0.88 3.3 − ,(ݎ0.3
(0)′′ݕ = (2.12 + ,ݎ0.88 3.3 − ,(ݎ0.3

 

  

  مفروض است.
ر معادله داده شده يل پذيفرانسيد[gH-(i)]-، يجواب واقع

  بصورت 
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ቐ
;ݐ)ᇱ(ିݕ) (ݎ = ;ݐ)ିݕ (ݎ + 1.3 + ,ݎ0.7
;ݐ)ᇱ(ାݕ) (ݎ = ;ݐ)ାݕ (ݎ + 2.1 − ,ݎ0.1 	
;0)ݕ (ݎ = [0.82 + ,ݎ0.18 1.2 − ,[ݎ0.2

	 

  
  باشد. يم

ان شده يب ياچند جمله يااکنون با استفاده از روش قطعه
ℎو قرار دادن  =   ديآيبه دست م (ݐ)ݏ. 0.25

(ݐ)ݏ = ⊕(0)ݕ ⊙ᇱ.ு(0)ݕ  ݐ

⊙.ு(0)′′ݕ⊕
ଶݐ

2
⊕ ⊙ߙ

ଷݐ

6
, 

  
ߥ يو برا =   ميدار ,1,2,3

(ݐ)ఔݏ = ⊕(ℎߥ)ఔିଵݏ ⊙(ℎߥ)ᇱఔିଵݏ
ݐ) − ⊕(ℎߥ ఔିଵᇱᇱݏ ⊙(ℎߥ) (௧ିఔ)మ

ଶ
ఔߙ⊕ ⊙

(௧ିߥℎ)య


                               (26) 

  
݅ يبرا (ݐ)ݏ يبيق و جواب تقريجواب دق = 0,1,2,3, 
  شده است.نشان داده  ۴و  ۳،۲،۱ يهادر شکل

  
  يل فازيفرانسيمعادله د :۲مثال 

⎩
⎨

(ݐ)′ݕ⎧ = ⊙⊕(ݐ)ݕ− (0.7,1,1.8),				0 ≤ ݐ ≤ 1,
(0)ݕ = ,ݎ) 2.2 − ,(ݎ1.2

(0)′ݕ = (−2.2 + ,ݎ1.2 ,(ݎ−
(0)′′ݕ = ݎ0.2) + 1.8,2.9 − ,(ݎ0.9

 

  
  مفروض است.

ر و يل پذيفرانسيد[gH-(ii)]- ، (ݐ)ݕ يجواب واقع
 بصورت

ቐ
ݕି) )ᇱ(ݐ; (ߙ = ݕି		−		 ;ݐ) (ߙ		 + 		1.8]		ݐ − ,[ߙ0.8		
;ݐ)ᇱ(ାݕ) (ߙ = ;ݐ)ାݕ		−		 (ߙ		 + 0.7]		ݐ + ,[ߙ		0.3		
;0)ݕ (ߙ		 = ,ߙ] 2.2	 − 			[ߙ		1.2	

 

  
ℎب و يباشد. با استفاده از روش تقريم = 0.25 

  م داشت:يخواه
(ݐ)ݏ = ⊖(0)ݕ ⊙ᇱ.ு(0)ݕ(1−) ݐ ⊕

ᇱᇱ.ு(0)ݕ ⊙
௧మ

ଶ
⊖ ⊙ߙ(1−)

௧య


,      (27) 

  
ߥ يو برا = ۳،۲،۱, 

(ݐ)ఔݏ = ⊕(ℎߥ)ఔିଵݏ ⊙(ℎߥ)ᇱఔିଵݏ
ݐ) − ⊕(ℎߥ ఔିଵᇱᇱݏ ⊙(ℎߥ) (௧ିఔ)మ

ଶ
ఔߙ⊕ ⊙

(௧ିఔ)య


                               (28) 

  
  يبرا (ݐ)ݏ يبيو جواب تقر يجواب واقع

݅ = نشان داده  ۸و  ۷،  ۶، ۵ يهادر شکل 0,1,2,3
  شده است.

ب ارائه شده و روش ارائه شده توسط ين تقريسه بيمقا
  نشان داده شده است. ۱در جدول  ]۶[رنلو در مقاله يالهو

  
  يريگجهينت

ل يفرانسيحل معادله د يبرا ين مقاله روش عدديدر ا
ق ين تحقيد. در ايافته ارائه گرديم يتحت مشتق تعم يفاز
 ياک چند جملهير بازه از جواب از يب در هر زيتقر يبرا

به دست آمده  يلور فازيبا استفاده ازبسط ت ۳از درجه 
به دست آمده  يهاجواب ييو همگرا ييکتاياست. وجود، 

 ييم که مرتبه همگرايد و نشان داديان گردياز روش ب
  باشد.يم ۴روش فوق از مرتبه 
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  : مقايسه خطاي حاصل از جواب به دست آمده از روش۱جدول 
 
 
 
 
 
 

  
  
  
  
  
  

  
  

  

  

  ۲شکل                                                                      ۱شکل 
  

  
   

ggggg    
  

ggg  
 

ggg 
 
   
  
  
  

 

 

 
  ۴شکل                                                                    ۳شکل 

 
 
  
  

مقايسه جواب واقعي و جواب حاصل از روش 
  عددي ارائه شده. 

خطوط بنفش جواب واقعي در کل بازه و خطوط 
  قرمز جواب تقريبي.

مقايسه جواب واقعي و جواب حاصل از روش 
  عددي ارائه شده. 

خطوط بنفش جواب واقعي در کل بازه و خطوط 
  سبز جواب تقريبي.

و جواب حاصل از روش  يسه جواب واقعيمقا
  ارائه شده. يعدد

در کل بازه و خطوط  يخطوط بنفش جواب واقع
࢚ يبه ازا يبيجواب تقر يآب ∈ [. , ૠ];   در

  .۱مثال 

مقايسه جواب واقعي و جواب حاصل از روش عددي 
  ارائه شده.

بنفش جواب واقعي در کل بازه و خطوط خطوط 
࢚اي جواب تقريبي به ازاي؛ قهوه ∈ [. ૠ, ]  در
  .۱مثال 

t  ايخطاي روش قطعه  
h=0.25 

 خطاي روش الهويرنلو
h=0.005 

0 0 0 
0.1 2.5334 × 10ିହ 6.58119 × 10ିସ 
0.2 1.11585 × 10ିସ 1.19083 × 10ିଷ 
0.3 9.8167 × 10ିହ 1.61606 × 10ିଷ 
0.4 1.8666 × 10ିହ 1.94945 × 10ିଷ 
0.5 6.3174 × 10ିହ 2.20464 × 10ିଷ 
0.6 1.0778 × 10ିହ 2.39351 × 10ିଷ 
0.7 9.2513 × 10ିହ 2.52638 × 10ିଷ 
0.8  8.1174 × 10ିହ 2.61220 × 10ିଷ 
0.9 4.3971 × 10ିହ 2.65874 × 10ିଷ 
1  1.02016 × 10ିସ 2.67269 × 10ିଷ 
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  ۶شکل                                                                ۵شکل 

  
  
  
  
  
  

 
  ۸شکل                                                                     ۷شکل 

  
  
  
  
  
  

   

جواب حاصل از روش  مقايسه جواب واقعي و
  عددي ارائه شده.

خطوط بنفش جواب واقعي در کل بازه و خطوط 
࢚	جواب تقريبي به ازاي قرمز ∈ [, . ];  در
  ۲مثال 

مقايسه جواب واقعي و جواب حاصل از روش 
  عددي ارائه شده.

خطوط بنفش جواب واقعي در کل بازه و خطوط 
࢚	جواب تقريبي به ازاي سبز ∈ [. , . ];  در

  ۲مثال 

مقايسه جواب واقعي و جواب حاصل از روش 
  عددي ارائه شده.

خطوط بنفش جواب واقعي در کل بازه و خطوط 
࢚	جواب تقريبي به ازاي آبی ∈ [. , . ૠ];  در

  ۲مثال 

مقايسه جواب واقعي و جواب حاصل از روش 
  ارائه شده.عددي 

خطوط بنفش جواب واقعي در کل بازه و خطوط 
࢚	جواب تقريبي به ازايای قهوه ∈ [. ૠ, ];  در
  ۲مثال 
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