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  ازهاين شيمقدمات و پ .۱
در  يخط يجبر تمام عملگرها-∗픹(ℋ) ،퐶د يفرض کن

ن يباشد. در سرتاسر ا ℋلبرت يه يفضا يدار رو کران
,αمقاله  β ∈ ℂ ان گر عملگر در يو حروف بزرگ نما

픹(ℋ) باشند. قدر مطلق عملگر  يمAصورت  ، به
|A| = (A∗A)  که در آنA∗  الحاقA ف ياست تعر

م يسينو يشود (م يده ميمثبت نام Aعملگر  شود. يم
A ≥ xهر  ي) هرگاه به ازا0 ∈ ℋ ،〈Ax, x〉 ≥ 0.  

⟶ϕ:픹(ℋ) ينگاشت خط 픹(ℋ) ده يمثبت نام
Aشود هرگاه  يم ≥ ϕ(A)جاب کند يا 0 ≥ 0.  

 يموضوع 픹(ℋ)مثبت در  يخط يها مطالعه نگاشت
. ]۸-۱[ها است  يه نامساوين نظريمتخصص يجذاب برا

ها، نقش  نگاشتن يبودن ا يت خطيواضح است که خاص
 ي زهيکند. انگ يفا ميج اين نتايدر به دست آوردن ا ياساس
مهم  يها ينامساو ين مقاله نوشتن برخيا ياصل

 يمثبت بدون فرض خط يها با کمک نگاشت يعملگر
ابتدا  يج اصليبه دست آوردن نتا ي. براهاست بودن آن

  م.يکن يان ميب يديف کليک تعري
  

:φنگاشت  .۱-۱ف يتعر 픹(ℋ) ×픹(ℋ)⟶
픹(ℋ) ،ياست هرگاه برا يخط ميون کيک نگاشت ي 

,αهر  β ∈ ℂ  وA , A ,B , B ∈ 픹(ℋ)  داشته
  م:يباش
۱( φ(αA + βA ,B) = αφ(A ,B) +

βφ(A , B)، 
۲( φ(A, αB + βB ) = αφ(A, B ) +

βφ(A, B )، 
هر  يمثبت است هرگاه برا يخط ميون کيک نگاشت ي

A ∈ 픹(ℋ)، φ(A, A) ≥ 0.  
  

⟶Φ:픹(ℋ)نگاشت  .۲-۱ف يتعر 픹(ℋ) با ،
Φ(A)ضابطه  = φ(A, A) دوم ک نگاشت مرتبه ي

  شود.  يده مينام
کرد نگاشت مرتبه دوم با  يتوان بررس يم يراحت به

  قت نگاشت يز است. در حقيمثبت متما ينگاشت خط
  

ساخته  يخط ميون کيک نگاشت يمرتبه دوم، با کمک 
  بودن و مثبت بودن را ندارد. يت خطيشد که لزوماً خاص

را با کمک  يعملگر ين مقاله چند تساويدر فصل دوم ا
 يم. بخصوص قانون متوازيکن يان ميب ۲- ۱ف يتعر

م. يکن يالاضلاع را با کمک نگاشت مرتبه دوم اثبات م
مهم  يها يم از نامساويسپس در فصل سوم چند تعم

شوراتز و  يکوش يمثلث، نامساو يمانند نامساو يعملگر
م داد. در فصل يبهر را ارائه خواه ين نامساويهمچن

ج يقرار داده و نتا يموردبررسک حالت خاص را ي يانيپا
سندگان ير نويج سايرا با نتا يآمده در فصول قبل دست به

ج ياز نتا يميج ما تعميم نتايده يم. نشان ميکن يسه ميمقا
  است. ]۱۰[رزاله يو ه] ۹[ يفوج

 
  يعملگر يچند تساو .۲
 يالاضلاع برا يمتواز ين فصل را با اثبات تساويا

  م:يکن يمرتبه دوم شروع م يها نگاشت
  

,Aد يفرض کن .۱- ۲ه يقض B ∈ 픹(ℋ)ن ي. در ا
  صورت

Φ(A + B) + Φ(A − B) = 2 Φ(A) + Φ(B) . 
  شود يمشاهده م اثبات.

φ(A + B, A + B)
= φ(A,A) + φ(A, B)
+ φ(B, A) + φ(B, B) 

  ميريگ يجه ميبالا، نت يدر تساو B−با  B ينيگزيبا جا
φ(A − B, A − B)

= φ(A,A) − φ(A, B)
− φ(B, A) + φ(B, B) 

جه مطلوب حاصل يقبل، نت يکردن دو تساو اکنون با جمع
ر يصورت ز الاضلاع را به يتوان قانون متواز يم شود. يم

  م داد.يتعم
  

,Aد يفرض کن .۲- ۲ه يقض B ∈ 픹(ℋ)  وt ≠ 0 ،
  ن صورتيدر ا

Φ(A + B) +
1
t Φ

(tA − B)
= (1 + t)Φ(A)

+ 1 +
1
t Φ(B). 

  توان نوشت يم اثبات.
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(A + B) + Φ(tA − B) = ΦΦ(A) +
Φ(B) + φ(A,B) + φ(B,A) + tΦ(A) +
Φ(B) − φ(A,B) − φ(B, A) =

(1 + t)Φ(A) + 1 + Φ(B).  
  
ک و يک نگاشت ي φد يفرض کن .۱-۲جه ينت
0ه قبل يمثبت باشد. اگر در قض يخط مين < t ≤ 1 

≤آنگاه  Φ(tAن ي، بنابرا1 − B) تر از  بزرگ
Φ(tA− B) رو نيخواهد بود. ازا  

Φ(A ∓ B) +Φ(tA ± B)
≤ (1 + t)Φ(A)

+ 1 +
1
t
Φ(B). 

tا يطور مشابه، اگر  به ≥ tا ي 1 <   آنگاه 0
Φ(A ∓ B) +Φ(tA ± B)

≥ (1 + t)Φ(A)

+ 1 +
1
t
Φ(B). 

  وس است:يآپولون ياز تساو يمير تعميه زيقض
  

,Aد يفرض کن .۳- ۲ه يقض B, C ∈ 픹(ℋ)ن ي. در ا
  صورت

Φ(A − B) = 2Φ(C − A) + 2Φ(C − B) −
4Φ C− .  

  ،۱-۲ه يبنا به قض اثبات.
Φ C − = Φ − + − =

2 Φ − + Φ − −

Φ + = [Φ(C − A) +Φ(C − B)] −

Φ(B − A).  
  

,Aد يفرض کن .۴- ۲ه يقض B ∈ 픹(ℋ) اگر .φ ک ي
Φ(A)متقارن و  يخط ميک و نينگاشت  = Φ(B) در ،

αن صورت يا ≠   موجود است که ±1,0
Φ(A + αB) = Φ(A − αB). 

  طبق فرضاثبات. 
Φ(A) = Φ(B), 

  نيبنابرا

Φ(A + αB) = Φ(A) + 2αφ(A, B) +
α Φ(B) = Φ(B) + 2αφ(A, B) +
α Φ(A) = Φ(B + αA).  

  
,Aد يفرض کن .۵-۲ه يقض B, C ∈ 픹(ℋ)  با شرط

Aنکه يا + B + C = Φ(A)و  0 = Φ(B)ن ي، در ا
  صورت

Φ(A − B) = Φ(B − A). 
  ديتوان د يم يبا آسان اثبات.

Φ(A − C) + Φ(A − B)
= 2Φ(A) +Φ(C)
+ Φ(B) − 2φ(A,B + C)
= 4Φ(A) +Φ(C)
+ Φ(B).	 

  نيهمچن
Φ(B − A) +Φ(A − B) = 4Φ(B) +
Φ(C) +Φ(A).  

  نيبنابرا
Φ(A − B) = Φ(B − A). 

  است. ۵-۲ه ياز قض يمير تعميجه زينت
  

,Aد يفرض کن .۶-۲ه يقض B, C,D ∈ 픹(ℋ)  با
Aنکه يشرط ا + B+ C+ D = 0 ،Φ(A) = Φ(B) 

Φ(C)و  = Φ(D)ن صورتي، در ا  
Φ(A − C) = Φ(B − D), 

  و
Φ(B − C) + Φ(A − D). 

  شود يمشاهده م اثبات.
Φ(A − C) +Φ(A − B) = 2Φ(A) +
Φ(C) +Φ(B) − 2φ(A, C + B),  

  و
Φ(B − D) +Φ(A − B) = 2Φ(B) +
Φ(C) +Φ(A) − 2φ(B, A + D).  

  ميگر داريکديبا کم کردن روابط قبل از 
Φ(A − C) −Φ(B − D) = 2φ(B, A +
D) − 2φ(A, C + B) = 2φ(B, A + D) −
2φ(A, A + D) = 2φ(A + B, A + D).  

  نيهمچن
φ(A + B, A) = Φ(A) + φ(B, A) =
Φ(B) + φ(A,B) = φ(A + B, B),  

  و
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φ(A + B, D) = −φ(C + D, D) =
−φ(C + D, C) = φ(A + B, C).  

  نيبنابرا
φ(A + B, A + D) = φ(A + B, B + C) =
−φ(A + B, A + D) = 0,  

  دهد يجه ميکه نت
Φ(A − C) = Φ(B − D). 

  ز اثبات کرد.ير را نيز يتوان تساو يمشابه قبل م
Φ(B − C) = Φ(A − D). 
 

  ها ينامساو يبرخ .۳
,Aد يفرض کن .۱-۳ه يقض B ∈ 픹(ℋ)  وΦ 

  ن صورتيمرتبه دوم مثبت، در ا ينگاشت خط
4Reφ(A,B) ≤ Φ(A + B) ≤
2 Φ(A) +Φ(B) .  

Φ(Aچون  اثبات. − B) ≥   مي، دار0
Φ(A) + 2Reφ(A, B) + Φ(B) ≥
4Reφ(A,B).  

 لذا
Φ(A + B) ≥ 4Reφ(A,B). 

  گريد يياز سو
Φ(A) +Φ(B) ≥ 2Reφ(A,B), 

 نيبنابرا
2 Φ(A) +Φ(B) ≥ Φ(A) + Φ(B) +
2Reφ(A,B).  

  جهيدرنت
2 Φ(A) +Φ(B) ≥ Φ(A + B). 

  کند. ين اثبات را کامل ميو ا
 

ه قبل، يدوم قض يتوجه شود که نامساو .۱- ۳ تذکر
ن اگر يمثلث است. همچن ياز نامساو يميتعم

Φ(퐴)Φ(B) = Φ(B)Φ(A)  وφ ک يک نگاشت ي
 ميمثبت باشد، دار يخط ميو ن

Φ(A) Φ(B) ≤
1
√2

(Φ(A) +Φ(B) ) . 

  
,Aد يفرض کن .۲- ۳ه يقض B, C ∈ 픹(ℋ)  وΦ 

  ن صورتيمرتبه دوم مثبت، در ا ينگاشت خط
Φ(A− C) ≤ 2 Φ(A − B) +Φ(B − C) . 

  ديتوان د يم اثبات.

Φ(A) − 2Reφ(A, C) + Φ(C) ≤
2 Φ(A) − 2Reφ(A, B) + Φ(B) +
Φ(B) − 2Reφ(B, C) + Φ(C) .  

  شود يمشاهده م يراحت به
Φ(A + C − 2B) ≥ 0. 

  لذا اثبات تمام است.
Φ(A يبرا يير کران بالايه زيقض + B) دهد. يم  
  

,Aد يفرض کن .۳-۳ه يقض B ∈ 픹(ℋ)  اگر .
Φ(A) = Φ(B) .هر  يآنگاه براα ≠ 0،  

Φ(A + B) ≤ Φ(αA + α B). 
αهر  يم برايدان يم اثبات. ≠ 0 ،(α − α ) ≥

αن ي؛ بنابرا0 + α ≥ 2 .  
Φ(A)با استفاده از فرض  = Φ(B) ميدار  

Φ(αA + α B) = α Φ(A) + 2φ(A,B) +
α Φ(B) = (α + α ) ( ) ( ) +
2φ(A, B) ≥ Φ(A) + Φ(B) + 2φ(A, B) =
Φ(A + B).  

  
,Aد يفرض کن .۴- ۳ه يقض B ∈ 픹(ℋ)  وφ 

  ن صورتيمثبت. در ا يخط ميون کينگاشت 
Reφ(A,B) ≤ Φ(A)Φ(B). 

f(α)د يفرض کن اثبات. = φ(αA + B, αA + B) ،
 f(α)مثبت است لذا  يخط ميون کينگاشت  φچون 

αهر  يبرا ∈ ℂ گريد ييمثبت است. از سو  
f(α) = α φ(A, A) + 2αReφ(A, B)

+ φ(B, B). 
  نيبنابرا

Δ ≔ f(α) = 2Reφ(A,B) −
4φ(A, A)φ(B,B) < 0.  

  کند. يل ميتکمن اثبات را يو ا
  

ن يانگيم يه قبل اگر نامساويدر قض .۲-۳ تذکر
  م داشتيم خواهيرا به کار ببر يهندس-يحساب

Reφ(A,B) ≤
Φ (A) + Φ (B)

2
. 

آمده  دست بهر به يرامون نامساويپ ياريج بسيتاکنون نتا
 ينامساو يبرا يمي. در ادامه ما تعم]۱۱-۹[است 
  م.يده يبهر ارائه م يعملگر
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,Aد يفرض کن .۵- ۳ه يقض B ∈ 픹(ℋ)  و
p, q > +که  يبه قسم 1 = pو  1 ≤ q در ،

  ن صورتيا
Φ(A − B) + Φ (1 − p)A − B

≤ pΦ(A) + qΦ(B). 
  م داشتيم خواهيبا محاسبه مستق اثبات.

pΦ(A) + qΦ(B) − Φ(A − B) −
Φ (1 − p)A − B = (2 − p)(p −
1)Φ(A) + (q − 2)Φ(B) − (p −
2) φ(A,B) + φ(B, A) = (2 − p)(p −
1)Φ(A) + Φ(B) + (2 −

p) φ(A,B) + φ(B, A) = (2 −

p)Φ p − 1A + B ≥ 0.  

  
,Aد يفرض کن .۱-۳جه ينت B ∈ 픹(ℋ)  و

p, q > +که  يبه قسم 1 = pو  1 ≤ q در ،
  ن صورتيا

Φ(A − B) ≤ pΦ(A) + qΦ(B). 
pاگر اثبات.  ≤ qحکم ثابت  ۵-۳ه ي، آنگاه از قض

qشود. اگر  يم ≤ pميدار ۵-۳ه ي، بنا به قض  
Φ(A − B) + Φ (1 − q)B − A

≤ pΦ(A) + qΦ(B). 
  نيبنابرا

Φ(A − B) ≤ pΦ(A) + qΦ(B), 
Aبرقرار است که  يزمان يو تساو = (1 − q)B.  

Bجه يدرنت  = (1 − p)A1)را ي، ز − p) =.  
–و  A يسپس برا Bو  A يجه قبل را ابتدا براياگر نت B 

  داشت:م يم خواهيبه کار ببر
  
,Aد يفرض کن .۲- ۳جه ينت B ∈ 픹(ℋ)  وp > 1 ،

  ن صورتيدر ا
± φ(A,B) + φ(B,A) ≤ (p − 1)Φ(A) +

Φ(B).  
 

  حالت خاص .۴
,Aدو عملگر  يبرا B ∈ 픹(ℋ)ميکن يف مي، تعر  

φ: 픹(ℋ) × 픹(ℋ)⟶ 픹(ℋ)
φ(A, B) = B∗A

, 

,φ(Aجه ينت در A) = |A|يتوان بررس يم يآسان . به 
و  ين نگاشت متقارن، نسبت به مؤلفه اول خطيکه ا

  است. ينسبت به مؤلفه دوم مزدوج خط
  ف،ين تعريبا توجه به ا

 ميدار ۱-۲ه ياز قض  
|A + B| + |A − B| = 2(|A| + |B| ). 

 دهد يجه مينت ۳-۲ه ين قضيهمچن  
|A − B| = 2|C − A| + 2|C − B| −

4 C − .  
 ميدار ۲-۲ه ياز قض  

|A + B| + |tA − B| = (1 −

t)|A| 1 + |B| .  
 ]۹ [و همکاران  يجه قبلاً توسط فوجين نتيا

  آمده بود. دست به
 دهد يجه مينت ۵- ۳ه يقض  

|A − B| + |(1 − p)A − B| ≤ p|A| +
q|B| .  

 آمده بود. دست به ]۱۰[رزاله در يجه قبلاً توسط هين نتيا
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