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  . مقدمه ۱
دا يپ يبرا يفاز يلات مثلثين مقاله از روش تبديدر ا

معادله انتگرال ولترا با هسته منفرد  يکردن جواب عدد
 : فيضع

(1.1)      
1

0
( ) ( ) ( ) ,

t xu t f t u x dx
t







   

  
1که    و T,t  .استفاده شده است  

ست يو ز يميو علوم ش يمختلف مهندس يها در شاخه
ن معادله انتگرال توسط يا يک کاربردهايزيو ف يشناس

ارائه شده است ياديسندگان زينو 2 10 توان . 
حالت  يکند. برا يفا مين معادلات ايرا در ا ياصلنقش 

1 در 4 شده است که مجموعه  نشان داده
)که  يوجود دارد وقت يمتناه يها جواب )f x  به طور

 يها ن معادله با روشير است. ايل پذيفرانسيوسته ديپ
 يضرب انتگرالوش راز جمله  يگريد 8  و روش

ت يشن از نوع هرميکالوک 6 و 5 8 ز حل شده ين
  است.

 ،ليفرانسيمعادلات د يحل عدد يبرا يلات فازيتبد
ل يو مسا يل فازيفرانسيل معادلات ديفرانسيمعادلات د

ن در يه توسط محققيمقدار اول 9 11  به کار گرفته
  شده است.

  ر است:ين مقاله به صورت زيساختار ا
ا و خواص يقضا يو برخ يل و افراز فازي، تبد۲در بخش 

  شده است. انيآن ب
ده است. در بخش ي، ارائه گرد۳در بخش  يشنهاديروش پ

حل معادلات انتگرال با هسته  يبرا يعدد يهامثال، ۴
. در با روش جديد ارائه گرديد، )۱,۱(به فرم ف يمنفرد ضع

  د.يان گردي، ب۵در بخش  يريگ جهيانتها، نت
  
  يلات و افراز فازي. تبد۲

ا و يقضا يو برخ يلات و افراز فازين بخش تبديدر ا
  شود. يان ميخواص آن ب

 ديفرض کن ۱-۲ف يتعر  12  

1 1... n nt a t t b      

، ... 1B ،2Bياشند، مجموعه فازها ب گره 2n يبرا
)1 تيبا توابع عضو nBو ),..., ( )nB t B t 

فاصله  يرو ,a b ،از  يک افراز فازي ,a b هستند
  هرگاه:

از  KBتوابع ) ۱ b,a  به 0,1 وسته هستند و يپ
( ) 1K kB t  هر يو براt  متعلق به ,a b: 

1
( ) 1

n

K
k
B t



  

1اگر  )۲ 1( , )k kt t t   باt a  1وnt b  ،  
)آن گاه )KB t  . 

۳(( )kB t 2 يبرا,  ,  k n  فاصله  يرو
 1 ,k kt t1 يو برا ينزول,  ,  1k n   يرو 

 1,k kt t  هستند.  يدصعو  
ده ينام يا هيتوابع پا nB، ... و1B ،2Bت يتوابع عضو

به صورت  يت مثلثيبا تابع عضو يا هيتوابع پا شوند. يم
  شوند: يف مير تعريز
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که   1 , 1, ..., 1k k kh t t k n.   

 يافراز فاز b,a يرا برا   1,  ,  1k n ،

ند اگر يکنواخت گوي


  
1 1k k

b at t h
n

و دو  

  ز برقرار باشد:ير نيت زيخاص
هر  يبرا )۴ h,x   با 2, ..., 1k n  داشته

.ميباش   ( ) ( )K k K kB t t B t t  
و  t,t[x[هر  يبرا) ۵ 2, ..., 1k n داشته

  م:يباش
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 1( ) ( )K KB t B t h  

  1( ) ( ).K KB t B t h  
  

توابع  nB، ... و1B ،2Bد يفرض کن. ۲. ۵ فيتعر

از  يتابع fبشند و تابع  يا هيپا   ,C a b ۷[ باشند[. 

n ييتا  1 2, , ..., nF F F  به صورت  

(2.2)   


( ) ( )
, 1,2, ...,

( )

b
ka

K b
ka

f t B t dt
F n

B t dt
 

  
 شود.  يده مينام fاز تابع )Fلي(تبد يل فازيتبد
د ي. فرض کن۲. ۶ف يتعر 1 2, , ..., nF F F ،ليتبدF 

  . آن گاه]۷[ باشد f  از تابع
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( ) ( )
n

n k k
k

f t F B t  

فاصله  يرو fاز تابع  Fل معکوس يتبد ,a b ده ينام
  شود. يم

 يا هيتوابع پاnB، ... و1B ،2Bد ين. فرض ک۲. ۷ه يقض
فاصله  ياز افراز فاز ,a b  وf آن  يوسته رويتابع پ

 يرو يل فازين مولفه از انتگرال تبديامK، باشد. آن گاه
 ( ), ( )f a f bتابع مم مقدارش ازيني، م  

2( ) ( ( ) ) ( )
b

Ka
Q u f t u B t dt  

رديگ يم 12.  
 يوروسته يک تابع پي fد يفرض کن2.8. لم ,a b 

باشد 12هر  ين براي. بنابرا   ،n  و افراز
nB، ... و1B ،2B يفاز 

از   ,a b  وجود دارد به
هر  يکه برا يطور  ,t a b  

(2.3)                             .


  ( ) ( )nf t f t  
  

  و  يا هيتوابع پاnB، ... و1B ،2Bديفرض کن .۲. ۹ه يقض

(2.4) 
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( , ..., ) ( )| ( ) ( )
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n i i
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FT B B g t g t C B t  

دلخواه و  يقياعداد حق nC، ... و1C ،2Cکه 
   2 1, , , ..., nf L a b B Bهستند 7لذا با .
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2 1,( ) ( ) ,, 2 ,k
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kk t

f f t B t dt K n

 
کيمتر فاصله و ( , )k kd f g f g يها مؤلفه 

1F ،2Fو ... ،nF ي، نسبت به پارامترهايل فازياز تبد 

1C ،2Cو ... ،nC ، مجموع مربعات
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( , , )
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k
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d f c k کند يمم مينيرا م 12.  

  
  يل فازيروش تبد .۳

، اگر ۲. ۹ه يدر قض 2 1 2[ , ], , , , nu L a b B B B  
به صورت  يا هيتابع پا يل فازيبا تبد ۱. ۱ يجواب عدد

  شود.  ينظر گرفته م ر دريز

(3.1)                       
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BFT i i
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u t u B t


  

  ان شده دريب يها ف و لمين با توجه به تعاريبنابرا
 يو خطا ۳. ۱ب تابع يرقت ي. انتگرال برا۲. ۱بخش 

  ن بخش ارائه شده است. يب انتگرال در ايتقر
اگر  .۳. ۱هيقض 2 1 2[ , ], , , , nu L a b B B B    

به  (BFT) يا  هيپا يل فازيبا تبد uب تابع يتقر گاهآن
  ر است:يصورت ز
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  برهان.
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ديفرض کن .۳. ۲هيقض 12:   
( ) ( )BFTu t u t                                     (3.3)  
( ) ( )BFTu t u t    

  گاه  آن

   ( ) ( )BFTI u t I u t                 (3.4)  

  اگر و فقط اگر 

.
 


  

  برهان.
   ( ) ( )BFTI u t I u t  

1 1

( ) ( )
t t

BFT
x xu x dx u x dx
t t
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t
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x u t u t dx
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1t x dx
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t x dx
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ها iuاست  ي، کاف(1.1) يمحاسبه جواب عدد يبرا
 يبرا 1,2 ,i n م.يابيرا ب  

  م:ير را حل کنياست معادله ز يلذا کاف
(3.5)              ( ) ( ) ( )BFT BFTu t f t I u t   

1 , [ , ]t T     
  ر خواهد بود.يجه به صورت زي، نت(3.1)به کمک

1 1
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k k k k
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u B t f t I u B t
 

 
   

 
   

(3.6)                                         a t b  
  ا: ي
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  م.يکن يفرض م
 ( ) ( ) .k kp t I B t   

هر  يلذا برا 1[ , ]k kt t t، 1,2, , 1k n  
(3.7)                   1 1( ) ( )k k k ku B t u B t  

1 1( ) ( ) ( ).k k k ku P t u P t u t   
  

 ن کردنيگزيبا جا kt t يبرا 
1,2, , 1k n   و 1kt t يبرا 

 1k nديآ يبه دست م )۳,۸( ، دستگاه معادلات ،
که  ( )ij i jp p t  و ( )i if f t.  
  اگر  ۳. ۳ه يقض

 

 

  


1 1

1 11
n n n n

n n n
n n

p p
A l p

p
  

  
منحصر به فرد  يجواب يدارا )۳,۸(گاه دستگاه معادلات آن

  است.
چون  برهان: ( )kB t  و 1,2,3,k n لذا

  ( ) ( ( ))k kp t I B t 1و ( )kp t  .  
 )۳,۸( دستگاه معادلات يمقدمات يات سطريبه کمک عمل

  شود. يل ميتبد) ۳,۹(به دستگاه 

(3.8)  

(3.9)  
 

1ه ک 1

1 11
n n n

n n
n n

p f
D f

p
 

 

 


 .  

  رمنفرد است.ي، غين دستگاه بالا مثلثيبنابرا
  

افراز  n يبرا يحل عدد يع برايتم سريالگور
   يل فازيبا تبد
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 يقسمت سلول n-1را به  [a,b]فاصله  گام اول.
  م.يکن يم ميتقس

1
b ah
n





  

    1, , ( 1)kk n t a k h  
  

 يبرا گام دوم. 1,2, ,k nيفاز يا هي، توابع پا 
  انتخاب شوند.

  
  د.يقرار ده گام سوم.

( ) ( ( ))k k k kp t I B t  
 يبرا 1,2, ,k n  

 1 1( ) ( ( ))k k K kp t I B t 
 يبرا 1,2, , 1k n  

  1 1( ) ( )k k k kP t I B t  
 يبرا 1,2, , 1k n  

 ( )k kf f t  
 يبرا 1,2, , 1k n.  
  

  ديفرض کنگام چهارم. 
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nد يقرار ده گام پنجم.
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 يو برا 

   1̀ , 2, ,1k n n  
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  برابر است با  يحل عدد گام ششم.

1
( ) ( ) .

n

BFT i i
i

u t u B t


  

  
  هاکاربرد. ۴

جواب  يفاز يدر اين بخش با استفاده از تبديل مثلث
 يمعادله انتگرال ولترا با هسته منفرد ضعيف را برا يعدد

بريم. تمام محاسبات و نمودارها به يسه مثال به کار م
 کمک نرم افزار متمتيکا محاسبه شده است.

زير را  ضعيف منفرد هسته با ولترا انتگرال . معادله۱مثال 
  يريد:در نظر بگ

 
1

0

( )u(t) t+1, t 0,1 .


 
t x u x dx

t




  

  
مقادير  با حل دستگاه معادلات، ۵تا  ۱ يهابا توجه به گام

kF  1( يبرا, .,6k  ( برابرند با   
(1) 1.11111, (2) 1.33111,
(3) 1.55111, (4) 1.77111,
(5) 1.99111, (6) 2.21111.

 
 
 

u u
u u
u u

  

  
به دست آمده، با جواب دقيق  يجواب عدد

1( )
1


 


u tt  

 
10 يبرا    مطابقت

مختلف آورده  يهاt يبرا يجواب عدد ۱دارد. در جدول 
  شده است.

مقادير  يبرا يفاز ي، تقريب با روش تبديل مثلث۱شکل 
0مختلف  1t  دهد.يرا نمايش م 

 
  ۱مثال  ينتايج عدد .۱جدول 

t مطلق يخطا  جواب دقيق  يجواب تقريب  
0.0 1.11111 1.11111 0.0 
0.4 1.55111 1.55111 2.22045 1610 

0.8 1.99111 1.99111 4.44089 1610 

1.0 2.21111 2.21111 4.44089 1610 
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  ۱ مثال يفاز يبا روش تبديل مثلث يعدد نتايج. ۱ شکل

  
  

 با يي ديگرولترا انتگرال معادله. در اين مثال، ۲مثال 
  زير را در نظر بگيريد:   ضعيف منفرد هسته

 
1 2 2

0
u(t) ,( ) ( 1)1

( )
t 0,1

2
.

 
 


 

t x u x tdx
t






 

  
  

 ۱ يهاگام ي، با اجرايبا توجه به الگوريتم روش پيشنهاد
   يبرا kuمقادير  و حل دستگاه معادلات، ۵تا 

)1, .,6k  ( برابرند با  
(1) 1.11111, (2) 1.15548,
(3) 1.2877, (4) 1.50781,
(5) 1.81585, (6) 2.21188.

 
 
 

u u
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u u

  

  

10 يبرا به دست آمده، منطبق بر  يجواب عدد
1جواب دقيق  2( )

1
u t t

 

 


 


در  است. 

مختلف آورده شده  يهاt يبرا يجواب عدد ۲ل جدو
 است. 

مقادير مختلف  يبرا يفاز يتبديل مثلثب با روش يتقر
0 1t  نمايش داده شده است. ،۲شکل  در  

 هسته ولتراي با انتگرال . در اين مثال، معادله۳مثال 
  در نظر بگيريد: زير را ضعيف منفرد
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0
u(t) , t 0,1 .( ) 1

t x u x dx t t
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 ي، با اجرايفاز يمثلث تبديل با توجه به الگوريتم روش
,1( يبرا kFمقادير ، ۵تا  ۱ يهاگام .,6k  (  با

   حل دستگاه معادلات برابرند با
(1) 1.11111, (2) 1.37511,
(3) 1.72624, (4) 2.16453,
(5) 2.69003, (6) 3.30278.

 
 
 

u u
u u
u u 

  

10با در نظر گرفتن  ه دست آمده، ب يجواب عدد
 دقيق  جواب

22 1( )
1 1

 
  

 
u t t t  

  
 

  
 ۳به دست آمده مشابه هستند. در جدول  يو جواب عدد

 مختلف آورده شده است. يهاt يبرا يجواب عدد
 

  ۲مثال  ينتايج عدد .۲جدول 
t مطلق يخطا  جواب دقيق  يجواب تقريب  

0.0 1.11111 1.11111  0.0 
0.4 1.2877 1.28711 0.000588968 
0.8 1.81585 1.81511 0.000742453 
1.0 2.21188 2.21111 0.000767099 

 
  ۳مثال  ينتايج عدد .۳جدول 

t مطلق يخطا  جواب دقيق  يريبجواب تق  
0.0 1.11111 1.11111 0.0 
0.4 1.72624 1.72566 0.00051 1610 

0.8 2.69003 2.68929 0.00037 1610 

1.0 3.30278 3.30202 0.00759 1610 
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مقادير  يبرا يروش پيشنهاد نمايش تقريب با ،۳شکل 
0مختلف  1t  .است  

  
  يريگنتيجه
ولتراي  انتگرال حل معادله ي، برايفاز يمثلث تبديل روش
ضعيف به کار گرفته شد. مزيت  منفرد هسته با يديگر

ساده، جواب  يالگوريتم اين است که با يشنهاديروش پ
کند. يمناسب و منطبق بر جواب دقيق ارائه م يعدد
بخش قبل بيانگر اين ادعا ها و نتايج ارائه شده در مثال
نويسندگان اين مقاله در تلاش هستند تا اين روش  است.
معادلات انتگرال، معادلات  يهاحل دستگاه يرا برا

  سيل به کار گيرند.ديفرانسيل انتگرال و معادلات ديفران
  
  
  

  ۳ مثال يفاز يبا روش تبديل مثلث يعدد نتايج .۳ شکل
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