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 ٢٤/٠٩/٩٧تاريخ پذيرش مقاله:  ٢٩/١١/٩٦تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
 ييل با مشتقات جزيفرانسيحل معادلات د يبرا يوتن موضع ي ن ياهيبر توابع پا يبدون شبکه مبتن يهان مقاله از روشيدر ا

ساخت توابع  ياس شده براير مقيبه طور متغ يشعاع يهاشتر از هستهيب يداريوابسته به زمان استفاده شده است. به منظور پا
 يشده به عنوان توابع آزمون، تابع جواب در راستا  يمعرف   ياهيوتن استفاده شده است. در ادامه با در نظر گرفتن توابع پاين  ياهيپا

از  يشود. سپس با استفاده از روش خطوط، به دستگاهيب زده ميتقر ير مکان با استفاده از توابع آزمون به روش هم مکانيمتغ
حل معادله   يبرا  راي شده معرف يهام. روشيافت ير زمان دست يمتغ ي بر حسب تابع جواب در راستا يا مشتقات معمولمعادلات ب

  روش مشخص خواهد شد. ييدقت و کارآ يج عدديبرگرز به کار گرفته و با مشاهده نتا يرخطيغ
  

اس شده، ير مقيبه طور متغ يهسته شعاعوتن، ين ياهي، روش خطوط، توابع پايروش بدون شبکه موضع هاي کليدي:واژه
  .برگرز يرخطيمعادله غ
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  مقدمه  -١
وابسته به زمان به  ييل با مشتقات جزيفرانسيمعادلات د

در علوم    يعيمتنوع طب  يهاده يپد  يبنددر مدل  يعيطور وس
-اند. جوابمورد استفاده قرار گرفته يه و علوم مهندسيپا
رفتار  ينيبشيپ يبرا ياضير يهان رده از مدليا يها
بر  که کاملاً  يروند، به نحويمختلف به کار م يهاده يپد
-يمنطبق م يشگاهيو آزما يط تجربيج حاصل از شرا ينتا

  ي برا يليک روش تحليباشند. متاسفانه در اغلب موارد 
ن مسائل وجود ندارد، لذا يق ايدق  يهامحاسبه جواب

باشند. يم يا ژهيت و ياهم ين مسائل دارايا يعدد يبررس
ل با يفرانس يحل معادلات د يبرا يمتنوع يعدد يهاروش

  اند.وابسته به زمان ارائه شده ييمشتقات جز
از مسائل با استفاده از  ياريبس يدر حل عدد يبه طور کل

در اغلب موارد به اصلاح   يبندبر شبکه يمبتن يهاروش
از دامنه، به خصوص  يخاص يها در نواحکردن شبکه

 يمحاسبات يدگيچ يباشد که سبب پيک مرزها مينزد
 يبرا يبندر شبکهب يمبتن يهاخواهد شد. به علاوه روش

  باشند.يحل مسائل با ابعاد بزرگ مناسب نم
ارائه و توسعه  يعدد يهاروش ير برخياخ  يهادر دهه

حل   يدامنه، برا يبنداز به شبکهياند که بدون نافتهي
ن هدف ارائه و توسعه  يشوند. مهمتريمعادلات استفاده م

و   يبندبدون شبکه، فائق آمدن بر مشکل شبکه  يهاروش
  باشد.يمجدد کل دامنه م يبند شبکه

   ين روش بدون شبکه معرفيچند  يراخ يهادر سال
ر اشاره يتوان به موارد زين رده آنها مياند که از مهمترشده

 کرد: 
د عناصر ي، روش بازتول]1[١ن با عناصر آزاديروش گالرک

بر اساس توابع  يشبکه هم محلروش بدون  ،]2[٢هسته 
، روش ]4[٤يمرز ي،روش نودها]3[٣يشعاع ياهيپا

، ]5,6,7,8[ ٥يمحل يبدون شبکه معادلات انتگرال مرز
-پتروف يروش بدون شبکه محل

 يشعاع يابيو روش درون ]9,10,11,12[٦نيگالرک
ان همه آنها يها، بن روشي. به علت کثرت ا ]13[٧نقاط

 
١. Element free Galerkin method   
٢. Reproducing kernel particle method   
٣. RBF 
٤. Boundary node method   

  ي (تا حد  يک بازنگري   [14]ست اما، مرجع  ير نيامکان پذ
  ها ارائه داده است.ن روشي) از ايکل

ک روش بدون شبکه ين بار کانسا  ياول  يبرا  ١٩٩٠در سال  
معادلات   يحل عدد يرا برا يشعاع يا هيبر توابع پا يمبتن

ن يقت در ايارائه نمود. در حق ييل با مشتقات جزيفرانسيد
را به  يشعاع ياهيتوابع پااز  يب خطيک ترکيمقاله کانسا 
 ييل با مشتقات جز يفرانسيب جواب معادله ديعنوان تقر

  ه کرد. يارا
 يه شعاعيتوابع پا يروش هم محل يب اصلياز معا يکي

پر حاصل از   يهاس ين است که شامل ماتريا  يسراسر
 ييل با مشتقات جزيفرانس يحل معادلات د يساز گسسته

غلبه   ياغلب بدحالت هستند. براها  سين ماتريباشد که ايم
 يموضع  يه شعاعيتوابع پا  يآنها روش هم محل  يبر بدحالت

 يمسائل انتشار معرف يبرا 15] [ن بار توسط سارلرياول
بود. با  يياز نظر دقت و کار آ يج بهترينتا يشد که دارا

 يشعاع ياهيتوابع پا يت روش هم محليتوجه به اهم
ده مانند انتقال يچ يمسائل پتوان از آن در حل يم يموضع

ال، يان سير فاز، انتقال حرارت و جرييانتشار گرما با تغ -
ن ياز ا يان آشفته و مسائلير استوکس، جريمعادلات ناو 

  ل استفاده کرد. يقب
 يز در مقالات گسترده استفاده از روش هم محليراَ نياخ

ر دامنه از کل  يکه براي هر ز يه شعاعيبر توابع پا يمبتن
]. ١٩،١٨،١٦،١٧شده است [ يشود بررسينه اعمال مدام

ب  يس ضرايباعث تنک شدن ماتر  ياستفاده از روش موضع
شود. يب ميس ضرايماتر يو به دنبال آن کاهش بدوضع

ز به فرم ين مقاله نين روش به کار برده شده در ايبنابرا
  .باشديم يموضع

شنهادي، به حل عددي معادله برگرز  يروش پ يبعد از معرف
از مرتبه دوم  ييل با مشتقات جزيفرانسيک معادله ديکه 

، يک مدل ساده شده براي آشفتگيباشد و به عنوان يم
اي و انتقال دادن بندي موج ضربهه مرزي، فرميرفتار لا

  م.يپردازيشود، ميجرم به کار برده م

٥. Meshless local boundary integral equation 
method 
٦. Meshless local Petrov-Galerkin method 
٧. Radial point interpolation method  
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راي حل  هاي عددي متعددي بر روشيهاي اخ در سال
اند  نولدز کوچک و بزرگ ارائه شدهيمعادله برگرز با عدد ر

ن مقاله به حل ي]). در ا٢٠،٢١،٢٢،٢٣،٢٤،٢٥،٢٦،٢٧([
نولدز مختلف  ي ن معادله با اعداد ريهاي مختلف امثال

نولدز يژه براي معادله با عدد ريروش را بو  ييپرداخته و کارآ
  م.يکنيم يبزرگ بررس

  
  ثابت  يپارامتر شکلهاي با هسته -٢

 dاز    ير مجموعه ناتهيک زي  د  يفرض کن  :فيتعر
k:ره يباشد. آنگاه تابع دو متغ   ک يرا

ک يرا  k(.,.)نامند. هسته يم  يرو  يقيهسته حق
ند، هرگاه  يگو  يرو  يهسته شعاع

:[0, )   چنان موجود باشد که:  
 ( , ) , ,k x y x y x y      

  

به  cتوانند مجهز به پارامتر شکل  يم �dها در هسته 
  ر شوند.يصورت ز
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 ياهيدر کنترل شکل توابع پا ين عامل نقش اساسيکه ا

  را  �dدر  يشعاع يها ن هستهيدارد. بنابرا يشعاع
  . [28]ر در نظر گرفت يتوان به صورت زيم
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ش از دو دهه ياست که ب يانتخاب پارامتر شکل موضوع
ق براي بدست  ي. روش دق [29,30]مطرح شده است 

شتر محققان با ين بين پارامتر وجود ندارد بنابرايآوردن ا
  آورند.ين پارامتر را بدست ميآزمون و خطا مقدار مطلوب ا

براي  يشاباك و همکاران با در نظر گرفتن پارامتر شکل
ن پارامتر  يش اي، متوجه شدند که با افزا ياي شعاعهيپا  توابع 

  دارتر  يافته و مسئله ناپايش يت افزايعدد وضع

 
٨. Uncertainty principle 

شود. با يتر مکينزد يشود، اما جواب به مقدار واقعيم
افته و مسئله يت کاهش ين پارامتر عدد وضعيکاهش ا

شود. يدورتر م يشود، اما جواب از جواب واقعيدارتر ميپا
ن اصل يم. ايمواجه هست ٨تيرو با اصل عدم قطعن ياز ا

نه شده يبه يافتن پارامتر شکليبراي  ييهامنجر به تلاش
ن حال که مسئله را از لحاظ يمقداري که در ع يعنياست، 

ن  يز ارائه کند. ايدارد، حداکثر دقت را نيدار نگه ميعددي پا
ل  ري براي پارامتر شکيافتن مقاد يها اگر چه منجر به  تلاش

ط خاص مسئله است يوابسته به شرا يشده است اما همگ
نه در  يبه يافتن پارامتر شکليقات براي يچنان تحقو هم

  ادامه دارد. يحالت کل
براي   يشتر موارد پارامتر شکليل است که در بين دليبه هم

  د.يآيبدست م يهر مسئله به طور تجرب
 
  اس شدهير مقيبه طور متغ  يشعاع   يها هسته  -٣
اس ير مقيبه طور متغ يشعاع يهاروش هسته ياصلده يا

  ] مطرح شده است.٢٨در [  و همکاران ينيتوسط بوزشده 
:اس يک تابع مقيرا  cف: يتعر (0, )dc  �   

 �d  ياس شده رو ير مقيد. هسته به طور متغيريدر نظر بگ
  شود.يف مير تعريبه صورت ز
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ن يز معين  ௖݇ن باشد آنگاه يمه) معيمثبت (ن  Kاگر    ه:يقض

وسته  يز پين  ௖݇وسته باشند آن گاه  يپ   cو    Kمثبت است. اگر  
  است.
  يعنيباشد  يهسته شعاعK اگر 

 2( , ) ,cK x y r   
  آن گاه

 2 2
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  است.ر يمتغ يک هسته شعاعي
 (ݎ)݇ݎسوبولف  -هاي مهم، هسته مترناز هسته  يکي

  که يبه طور
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دي، فضاي ين هسته بازتوليمتناظر با ا يو فضاي محل
2سوبولف ( )m dW  باشد.يم  

اس شده به ير مقيسوبولف به طور متغ-ن هسته مترنيبنابرا
  باشد.ير ميصورت ز
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اد  يک را زي اس شده فاصله تفکير مقيبه طور متغ  يهاهسته 

فاصله   يابد. از طرفييش ميداري افزا ين پايکنند، بنابرايم
- يش کران خطا ميشود که باعث افزاياد ميز زين  يانباشتگ

ک و ي ] ثابت شده است که هرگاه فاصله تفک٢٨شود. در [
ن خطا و يب يکيمتناسب باشند، ارتباط نزد  يفاصله انباشتگ

  داري وجود دارد.يپا
  

  ي ابيدرون  .١.٣
 ز يمتما يانقاط گره يبرا يابيمسئله درون 

1 2{ , , , } d
nx x x    �  

  
1و  2, , , nf f f که يبه طور

1, 2, , , ii n f  �    با استفاده   يابيمشابه درون
   باشد.يم ياز هسته شعاع
:رهيتابع چند متغ (0, )nS  � د. يريرا در نظر بگ

اس ير مقيبه طور متغ يبا هسته (تابع) شعاع Sب تابع يتقر
ر خواهد بود.يبه صورت ز ɸشده 
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, ௜ݔکه با قراردادن نقاط  ݅ = ١,٢,٣, … , ) ١در (  ݊

که   =Fܣم داشت. ير را خواهيز يدستگاه معادلات خط
  در آن
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   وتنين ياهيتوابع پا -٤

استاندارد   ياهيتوابع پا  يوتن به جاين  ياهياستفاده از توابع پا
ن  يشود که در ايمنجر م يدارتر يتر و پاقيج دق يبه نتا

   [31].ميپردازين توابع ميح ايبخش به توض
K: ن مثبت متقارن همواريهسته مع  �  

 يهاهيد. استفاده از پايريرا در نظر بگ دامنه  يرو 
کوچک  ک يفاصله تفک  يوقت يابيدرون ياستاندارد برا

هسته بدوضع  سيباشد، منجر به ماتر
1 ,( ( , ))j k j k nA K x x   دار است، يکه ناپا

 [31]ن مشکل، شاباک و همکاران در  يرفع ا  يشود. برايم
که و کامل در  يوتن که متعامد ين ياهيتوابع پا يبه معرف

 ياهياند. توابع پاباشند، پرداختهيم يلبرت محليه يفضا
وتن ين  1( ) n

k kN x


ان ير بيتوان به صورت زيرا م 
کرد.

  
1

( ) ( , ) ,

1 .

n

k j jk
j

N x K x x c

k n



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                      (٢) 

  
که يبه طور 1( ) ( ), , ( )nN x N x N x   و

 1( ) ( , ), , ( , ) ,nT x K x x K x x  باشد.يم  
  شود:يان مير بي) به صورت ز٢رابطه ( يسيفرم ماتر

   N x T x C   
  

س  يکه ماتر 
1 ,jk j k n

C c
 

   يس ساختار ميرا ماتر-

س مقدارين ماتريم. همچنينام 1 ,
( )j i i j n

V N x
 

 

)هياز پا )N x يسيبه فرم ماتر V AC  باشد به يم
باشد. يهاي استاندارد مهيس مقدار از پايماتر Aکه يطور
)د يهاي جدهين پايبنابرا )N x هاي متفاوت با انتخاب
C  حاصل  

س  يماتر يه چولسکيها تجزن انتخابياز ا يکيشوند. يم
A  به صورتTA LL  کهL ن ييس پايک ماتري
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نامنفرد بوده و با انتخاب  يمثلث  1TC L


 س يماتر
Vد به صورت  يه جديمقدار متناظر با پا L  باشد که يم

  . [32]باشديم Aس يتر از ماترخوش وضع 
هاي  هي وتن نسبت به پاياي نهيداري توابع پايهاي پايژگيو 

ن ي] نشان داده شده است. همچن٣١استاندارد و لاگرانژ در [
 يس هم محليمشاهده شده است که عدد حالت ماتر

س متناظر با يوتن کوچکتر از ماترياي نهيمتناظر با توابع پا
قات نظري درباره يباشد. تحقيم ياي شعاعهيتوابع پا
  س مقدار حاصل شده از توابع يت ماترمشخصا

وتن و يه نير پايوتن همچنان ادامه دارد. اگر مقادياي نهيپا
از يمانند مشتقات در نقاط مختلف مورد ن    ينگاشت خط
  ب بدست ير را به ترتيز يخط يها ستميباشند، س

  م.يآوريم
( ) ( ) ,T TVN x T x  

  و 
( (·)) ( (·) ),T TV N T                            (٣) 

  
ن مقاله توابع يقابل ذکر است که توابع مورد استفاده در ا

ر ياس شده، به صورت زير مقيوتن به طور متغين ياهيپا
  باشد. يم

   N x T x ,c c C    
  

اس شده ير مقيبه طور متغکه  با در نظر گرفتن هسته 
( , )cK x y ) ٣د. با توجه به (يآي) بدست م٢در معادله (

)بدست آوردن مشتقات  يبرا , )cK x y ياز نماد گزار 
  ي م که برايکن ياستفاده م  [33]ک مطرح شده در يو تکن
در   يسيبر هسته با استفاده از برنامه نو يمبتن يهاروش

  د:يباشد. فرض کنيد ميار مفيمتلب بس

 2 2
2

( , )
1 ( ( ) ( )) ,
2
, .

c

d

K x y

x y c x c y

x y





    
 

�

‖ ‖   

  
)م يدهيقرار م , ) ( )cK x y s که يبطور 

 2 2
2

1 ( ( ) ( ))
2

s x y c x c y   ‖ ‖
 

  

نيبنابرا
 
:  

 

( , ) ( )

( ) ( ) ( ( ) ( ) .

c
i i

i i
i

sK x y s
x x

cs x y c x c y
x





 
 

      

 

  
را با  يمشتقات جزئر يگر مقاديم د يتوانيب مين ترتيبه هم

 يبران مقاله  ي. در ا]٣٣  [م  يتوجه به مطالب بالا بدست آور
  م.يکنيرا حذف م Kcاز  cس ياند، يراحت

  
وتن به طور ين ياهيتوابع پا يروش هم محل -٥

  اس شدهير مقيمتغ
ذکر شد، به  يقبل ييهاکه در بخش يحاتيبا توجه به توض

ل يفرانسيحل معادلات د يمقاله برا يشنهاديشرح روش پ
وابسته به  يل جزئيفرانسيم. معادلات د يپردازيم ييجز

 د. يريبگ ر را در نظريزمان ز
( , ) ( , ), , (0, ],u x t f x t x t T    (٤) 

  
  ر:يه زيبا شرط اول

0( , 0) ( ), ,u x u x x               (٥) 
  

  ومنيکله و نيريد يط مرزيو با شرا

                      (٦)
 

 

( , ) ( , ),

, 0,

Nu x t g x t
n

x N t T





   

                         (٧) 

  
:که در آن  H F باشد و يک عملگر مشتق مي

  ن  يباشد. همچنيم يک عملگر خطيH    وF  يفضاها 
ن است که يفرض بر اباشند. يم  يلبرت توابع رو يه

باشد. حال نقاط گسسته ي) خوش وضع م٧) تا (٤مساله (
[ ] ,1ix i n  ن مثبت متقارن يو هسته مع

:K  م. نقاط را به صورت يريگيرا در نظر م  �
{ }I DX X X   م که در آن يکنيمرتب م

1[ ][1]{ , , }zIX x x  و يمجموعه نقاط درون 
1 1 2[ 1] [ ]{ , }z z zDX x x    مجموعه نقاط

1کله و يريد يمرز 2[ 1] [ ]{ , , }z z nX x x   

( , ) ( , ),
, [0, ],

Du x t g x t
x D t T


   
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تعداد  2zو  1zباشند.يومن مين يمجموعه نقاط مرز
هر نقطه   يباشند. برايکله مير يد  يو نقاط مرز  ينقاط داخل

 يمرکز
[ ]ix و( 1, , )i n  شبکه 

 [ ]
1{ } sni

i k kS x م که شامل نقطه يريگيرا در نظر م
] يمرکز ]ix  1وsn  ن نقاط در  يکترينقطه که نزد
وتن  ين يهاهين پايباشند. همچنيآن م يگيهمسا

[ ] [ ] [ ]
1 2, , .,

s

i i i
nN N N ل ين نقاط را تشک يتناظر با ا

، تابع مجهول ين روش بدون شبکه موضعيم. در ايدهيم
( , )u x t يهر نقطه مرکز  يبه ازا [ ]ix  يرو iS  به

ر  يوتن به طور متغين ياهياز توابع پا يب خطيصورت ترک
شود:يب زده مير تقرياس شده و به صورت زيمق

  
[ ] [ ] [ ]

1
( , ) ( ) ( ),

sn
i i i

j j
j

i

u x t t N x

x S








                 (٨) 

  
ر ير دامنه به شکل زيهر ز يبرا يابيدرون  يسيفرم ماتر

  باشد:يم
[ ] [ ] [ ]* ( ),i i iU N t  

  
]ب مجهول  ير دامنه، ضرا يو در هر ز ]( )i t   توسط روش
  ر است:يبه صورت ز يهم محل

[ ] 1[ ] [ ]*i i iN U                                   (٩) 
 

  کهيبه طور

   
 

   
 

  

[ ] [ ] [ ] [ ]
1 2[ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]
1 2[ ]

[ ]

[ ] [ ] [ ]

1 ,1

, , ,
,

, , ,

,
,

, ,

.

s

s

s s

Ti i i i

i

i i
n

Ti i

i

i
n

i i i
j k k n j n

u x t u x t
U

u x t

t t

t

N N x

 




   









 
 
 
 

 
  
 

 

  
] يباشد. مشتقات مکانيم ]iu  در نقاط[ ]ix  با استفاده

اس شده ير مقيوتن به طور متغين ياهياز مشتقات توابع پا
   د:يآيبدست م

[ ] [ ] [ ]

1
( ( , )) ( ) ( ( )),

,

sn
i i i

j j
j

i

L u x t t L N x

x S








  

  
ن يباشد. بنابرايم يعملگر مشتق در مختصات دکارتLو 

  شود:ير حاصل ميمعادله ز
[ ] [ ] [ ] 1[ ] [ ]( ( , )) ( )* * ,i i i i iL u x t L N N U  

  
 که يبه طور

 [ ] [ ] [ ]

1
( ) ( ( )) .

s

i i i
j j n

L N L N x
 


 

  
 يدرون يحال با قراردادن نقاط هم محل

[ ]
1, 1, ,ix i z  ) ر حاصل يرابطه ز) ٤در معادله
  شود:يم

[ ] [ ]( , ) ( , )i iu x t f x t  
  

  ن:يبنابرا
[ ] [ ] [ ]( , ) ( , )i i iu x t f x t  

  
  جه:يدر نت

[ ] [ ] [ ]

1

[ ]
1

( ( ) ( ))

( , ), 1, , .

sn
i i i

j j
j

i

t N x

f x t i z




  

                   (١٠) 

 
) فقط ١٠معادله (  يسي) فرم ماتر٩با در نظر گرفتن معادله (

]شامل بردار مجهول ]iU  است که فقط وابسته به  t  يم -
ستم  يس ير تابع درنقاط مرکزياشد. سپس با مجموع مقادب

با بردار مجهول  ODE يستم سراسريک سي، يموضع
فراهم   ير تابع را در تمام نقاط درونيکه مقاد  U يسراسر

 يط مرزيم شرايخواهيادامه مد. در يآيکند، بدست ميم
  م.ي) را در معادله اعمال کن٦) و (٧(

  م:يکنين منظور فرض ميا يبرا

[ ]
1

,( , , )
( ( , ),1 ),

I D T

I i

U U U U
U u x t i z



  


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[ ]
1 1 2

[ ]
1 2

( ( , ), 1 ),

( ( , ), 1 ).

D i

i

U u x t z i z z

U u x t z z i n

    

    
 

  
  م:ي) دار٦کله (ي رياز شرط د

(١١) 
  

م:يريگيجه مي) نت٧ومن (يو از شرط ن
  [ ]

[ ] [ ] [ ]

1

1 2

( ) ( ) ( , ),

1 ,

s in
ji i i

j
j

N
t x g

z z

x t

i n









  

 

n  

  
  باشد:ير ميآن به صورت ز يسيکه فرم ماتر يبه طور

[ ] 1[ ] [ ] [ ]

1 2

* * ( , ),
1 ,

i i i i

z z
N N U g x t

i n






 
n



     (١٢) 

  و 
[ ]

[ ] [ ]( ( ), 1, , ).
i

ji i
s

N
N x j n


  

n
n  

  
ي س نقاط مرکزيشامل اند يبردار ௜ܫد، ياکنون فرض کن

[ ]ix  و تعدادn 1s  ن نقاط در يکترينقطه که نزد
س ين ماتريباشد. همچنياند منقطه مفروض يگيهمسا
1را که ابعاد آن  Wتنک  2( )n z z n   باشد يم

م.يريگير در نظر ميبه صورت ز
 

  
[ ] 1[ ]

1 2

1 2

( , ) * ,
1, , .

i i
iW i z z I N N

i z z n

  
   

n  

  
  شود:ير حاصل مي) رابطه ز١٢در معادله ( w يگذاريبا جا

[ ]

1 2

* ( ( , ),
1 ) .

i

T

W U g x t
z z i n



   



 

  
Uن بردار مجهول يهمچن   را بر حسب بردار مجهول

IU ر نوشت:يتوان به صورت زيم  

1 2(:, 1: )*W z z n U    

[ ]
1 2

1

1 1 2

( ( , ), 1 )
(:,1: )*

(:, 1: )* .

i T

I

D

g x t z z i n
W z U

W z z z U

   

 

 



          (١٣) 

  
  م:ي) دار٥ه (يبه علاوه با استفاده از شرط اول

[ ] [ ] [ ]

1

[ ]
0 1

(0) ( ( ))

( ), 1, , .

sn
i i i

j j
j

i

N x

u x i z






 

 
 

  
1zبا ابعاد  Dس تنک ي د ماتريفرض کن  n  به صورت

  ر باشد:يز
[ ] 1[ ]

1

( , ) ( ) * ,
1, , ,

i i
iD i I N N

i z


 

  

  
  :که يبه طور

  [ ] [ ] [ ]

1
( ) ( )

s

i i i
j j n

N N x
 

    

  
  شود:ير حاصل ميسپس معادله ز

[ ]
1 0 1

1 1 2

1 2

(:,1: )* (0) ( ( ),1 )

(:, 1: )* (0)
(:, 1: )* (0)

I i T

D

D z U u x i z

D z z z U
D z z n U

  

   

  

)١٤ (  
  

) ١٣) و (١١) و با در نظر گرفتن (٩( يبا توجه به تساو 
  دهد.يجه مير را نتيز  ODE) معادله ١٠معادله (

( ( )) ( ( ))I IU t U t   
  

  مشتق  يخطعملگر  ) که در آن١٤ه (يبا شرط اول
تنک   يهاس ياست که شامل ماتر  يعملگر  باشد و  يم
بودن معادله  يرخطيباشد که غيباشد. لازم به ذکر ميم

ک حل گر يبا  يل معموليفراسيحفظ شده است و معادله د
ن ييرا تع يمنطق يک گام زمانيبه طور اتومات ODEخوب 

  ص يستم را تشخ يس يزان سختيکند و ميم
  کند.يدهد و معادله را حل ميم
  

[ ]
1 1 2( ( , ), 1 ).(11)D D iU g x t z i z z    
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وتن ين  ياهيبر توابع پا  يمبتن  يروش هم محل  -٦
  حل معادله برگرز  ياس شده براير مقيبه طور متغ

معادله  ين قسمت روش گفته شده در مقاله را رو يدر ا
م. يريگيبه کار م يبدست آوردن جواب عدد يبرابرگرز 

  م.يدهيح مي مسئله را توض يابتدا فرمول بند
  د.يرير را در نظر بگيبرگرز ز يک بعديمعادله 

( , ) ( , ) ( , )
1 ( , ) ( , ),

[ , ], [0, ]

t x

xx

u x t u x t u x t

u x t f x t
Re

x a b t T
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 

       (١٥) 

  
  :ريز يه و مرزيط اوليهمراه با شرا

( , 0) ( ), [ , ],u x x x a b                    (١٦) 
1 1 1( , ) ( , ) ( ), [0, ],xu a t u a t g t t T      (١٧) 

2 2 2( , ) ( , ) ( ), [0, ],xu b t u b t g t t T    (١٨) 
  

1نولدز و يعدد ر Reکه 
Re

ک ي نماتيته سيسکوزيو  

  باشد. يم
[1]اگر نقاط گسسته  [2] [ ]{ , ,..., }nX x x x  را در

]بازه  , ]a b م:يرير در نظر بگيبه صورت ز  
[1] [ 2]
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a x x b
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]هر  يبرا ] ( 1, , )ix X i n    شبکه

[ ]
1{ } sni

i k kS x  يکه شامل نقطه مرکز [ ]ix  و
1sn  ن نقاط در مجاورت نقطه يکترينقطه که نزد

، ن نقاطيم. متناظر با ايريگيباشند، در نظر ميمفروض م
  وتنين ياهيتوابع پا

[ ] [ ] [ ]
1 2, , .,

s

i i i
nN N N  

  
) داده. در ادامه تابع مجهولل يرا تشک , )u x t يبه ازا 

] يهر نقطه مرکز ] ( 1, , )ix X i n    يرو iS 
ر  يوتن به طور متغين   ياهياز توابع پا  يب خطيبه صورت ترک

  ب زده  ير تقرياس شده و به صورت زيمق
  شود:يم

[ ] [ ] [ ]
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j
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  م: يسپس دار

[ ] 1[ ] [ ]*i i iN U                                 (٢٠) 
 

  باشند.ير ميصورت زس بهيکه بردارها و ماتر

   
 

[ ] [ ] [ ] [ ]

1 2[ ]

[ ] [ ]

, , , ,
,

, ,
s

Ti i i i

i

i i

n

u x t u x t
U

u x t




 
  
 

 

   
 

  

[ ] [ ]
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] يحال با قرار دادن نقاط داخل ] ( 1, , 2)ix i n   

  م.يرسير مي) به معادله ز١٥( يل جزئيفرانسيدر معادله د
[ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

1

2 [ ]

[ ] [ ] [ ]

2
1

( , )

( , )( ( ) ( ))

1
( ( ) ( )) ( , ).

Re

s

s

i i

t

in
ji i i i

j
j

in
ji i i

j
j

u x t

N
u x t t x

x

N
t x f x t

x












 












  (٢٠) 

  
  م:ي) دار٢٠با استفاده از معادله (

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] 1[ ] [ ]

[ ] 1[ ] [ ] [ ]

( , )

( , )( * * )
1

( * * ) ( , ),
Re

1, 2,..., 2,

i i
t

i i i i i
x

i i i i
xx

u x t

u x t N N U

N N U f x t

i n







 



 

    (٢١) 

  
  که: يبه طور

[ ]
[ ] [ ]

2 [ ]
[ ] [ ]

2

( ( ), 1,..., ),

( ( ), 1,..., ),

i
ji i

x s

i
ji i

xx s

N
N x j n

x
N

N x j n
x


 




 

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س يشامل اند يبردار Iiم که يکنيدر در ادامه فرض م
] ينقطه مرکز ]ix  وn 1s  يگينقطه که در همسا 

- سياند، باشد. به کمک آن، ماترنقطه مفروض قرار گرفته
݊) با ابعاد   ٢ܦو   ١ܦ  تنک  يها − ٢) × را به صورت   ݊
  م: يکنيف مير تعريز

[ ] 1[ ]
1

[ ] 1[ ]
2

( , ) * , 1, 2,..., 2,
( , ) * , 1, 2,..., 2.

i i
i x

i i
i xx

D i I N N i n
D i I N N i n





  

  
 

  
جه ير را نتي) معادله ز٢١در رابطه ( ٢ܦو  ١ܦ يگذاريبا جا

 :ميريگيم
1

2

.*( * )
1 ( * ) ,

t U D U

D U F
Re

U  

 


                                  (٢٢) 

  
  باشند. ير ميکه بردارها به صورت ز

    
    
    

[1] [ ]

[1] [ 2]

[1] [ 2]

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

Tn

Tn

Tn

U u x t u x t

U u x t u x t

F f x t f x t





 

 

 

  

  
باشد. حال با يس ميماترن بردار و يب ياضرب نقطه ∗.و 

 [௡]ݔ  و  [௡ି١]ݔ) در نقاط  ١٨و (  )١٧(  يط مرزياعمال شرا
  م:يدار

[ 1 ] [ 1 ]

1

[ 1 ]

[ 1 ] [ 1 ]

1 1

1

[ ] [ ]

2

[ ]

[ ] [ ]

2 2

1

( ( , ))

( ( ) ( )) ( ),

( ( , ))

( ( ) ( )) ( ),

s

s

n n

nn
n nj

j

j

n n

nn
n nj

j

j

u x t

N
t x g t

x

u x t

N
t x g t

x



 



 

 



 























 

  
  شود:ير حاصل مي) معادله ز٢٠و با استفاده از رابطه (

[ 1 ] [ 1 ]

1

[ 1 ] 1 [ 1 ] [ 1 ]

1 1

( ( , ))

( * * ) ( ),

n n

n n n

x

u x t

N N U g t





 

   




        (٢٣) 

[ ] [ ]

2

[ ] 1[ ] [ ]

2 2

( ( , ))

( * * ) ( ),

n n

n n n

x

u x t

N N U g t









               (٢٤) 

  
٢س تنک با ابعاد يرا ماتر wاگر  × ر در يبه صورت ز ݊

  م:يرينظر بگ
2

[ ] 1[ ]
2

( 2, ) (1 )
( * , 1, ,)

i i n i
i i

i n x

W i n I
N N i n n




 


 

   

 
 

  
١ يبردار ١௜که  يبه طور × ام و i هيدر درا ١با عدد  ݊

در معادلات   w  يگذاريباشد. با جايها مهيه درايصفر در بق
 شود:ير حاصل مي) معادله ز٢٤) و (٢٣(

* ( ( ), 1, 2) .T
iW U g t i   

  
]که بردار مجهول   ]( ( , ), 1, )i Tu x t i n n   يم -

  ر نوشته شود:يبه صورت ز ෩ܷتواند بر حسب بردار مجهول 
[ ](:, 1: )*( ( , ), 1, )

( ( ), 1, 2) (:,1: 2)* .

i T

T
i

W n n u x t i n n
g t i W n U

  

    
(٢٥) 

  
با   ODEمعادله) ٢٢) در (٢٥جه با قراردادن معادله (يدر نت

  م.يدار ر رايه زيشرط اول
[ ](0) ( ( ),1 2).iU x i n     

 
  يج عددينتا -٧

ک  يمختلف معادله برگرز  يهامثال ن قسمت، به حل يدر ا
مترن با  حل معادله، هسته يم. برايپردازيم يبعد

3 يهاپارامتر 5 7, ,
2 2 2

  اس يو تابع مق

2( ) 1c x x  2و  ١مثال  يبرا( ) 1c x x  يبرا 
  در نظر گرفته شده است. ٢مثال 

  شف يدر نظر گرفته شده، نقاط چب  يو هم محل  ينقاط مرکز
[ ] ( 1)cos( ), 1, , ,

1
i ix i n

n
 

   


اند که متعلق  

با  [ܾ,ܽ]باشند و قابل انتقال به بازه يم [١,١−]به بازه 
ݕل  يتبد = ௕ି௔

٢
ݔ + ௔ା௕

٢
  باشند.يم 

  الفاصله  يمتساو ن نقاط يهمچن
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([ ]) ( 1) ,         
1

 1, ,

i b ax a i h h
n

i n

   


 
  

  
- ر دامنهيز  يحل استفاده شده است. در فرم موضع  يز براين

5snبا  ييها  اند که در انتخاب شده ياز دامنه اصل
  د. يکني) مشاهده م١شکل (
 يبرا 2Dو  1Dتنک   يهاسي) ماتر٢در شکل ( نيهمچن
50n    رسم شده است. همانطور که در شکل مشاهده

ه يباشد و بقيرصفر ميه غيدرا ٥د هر سطر شامل يکنيم
  باشند. يها صفر مهيدرا
  حاصل شده از  يل معموليفرانسيحل معادله د  يبرا

Ode113 محاسبه  يم. برايابرنامه متلب، استفاده کرده
 نرم يدقت روش، خطا

1
max j jj n

L u u  
    را به

و  يانگر مقدار واقعيب بيبه ترت uو  uکه م ياکار برده
  باشند.يم يبيمقدار تقر

  
  هي) با شرط اول١٥معادله برگرز ( :١مثال 

  

 ( ) sin( )x x  کله يريد يو شرط مرز  

1 2 1 2

(0, ) (1, ) 0, [0, ],
( ( ) ( ) 0)
u t u t t T

g t g t 
  

   
  

  
ق در يباشد. جواب دقيم f(x,t)=0 يد کهريرا در نظر بگ

  باشد.ير ميبه صورت ز [34]مقاله 

2 2

1

2 2
0

1

( , )

2 sin( ) exp( )
,

cos( ) exp( )

n
n

n
n

u x t

na n x n t

a a n x n t

  

 












 





(٢٦) 

  
  ه يب فوريباضرا

 

  
1که 

Re
  باشد.يم  

  
  

بيانگر نقطه مرکزي   در نقاط داخلي و مرزي.   ࢙࢔=  ٥هاي موضعي با فرضمجموعه نقاط متساوي الفاصله و دامنه .١شکل 
  باشد.مي

  
  

  ۲૚ و  ۲૛ هاي تنک . ماتريس٢شکل 

  

1
0 0

1

0

1exp 1 cos( ) ,
2

12 exp 1 cos( ) cos( )
2

( 1,2,3,...),

n

a x dx

a x n x dx

n




 


       
       

  

  






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ر مختلف عدد يمقاد يان شده برايروش ب يج عددينتا
 يهادر زمان ١٠٠٠٠٠٠تا  ١٠نولدز ير

0,0 / 2,0 / 4,0 / 6,0 / 8,1T   با استفاده از نقاط
 ٥و  ٤و  ٣ يهار در شکليمتغ يشف و پارامتر شکلي چب

 ياهيتوابع پا  يروش هم محل  يج عدديرسم شده است. نتا
و  Re=1000 يبرا c=10وتن با پارامتر ثابت ين

Re=10000  مختلف    يشف در زمان هاي در نقاط چبT  
 يبرا  uن نموداريرسم شده است. همچن) ٦(در شکل 

Re=1000  ١٠٠٠٠و Re= مختلف  ي در زمان هاT  با
در ير متغ يلفاصله و پارامتر شکلا ياستفاده از نقاط متساو 

با استفاده از روش  يج عددي) رسم شده است. نتا٧شکل (

 و  Re=1000يوتن براين ياهيتوابع پا يهم محل
Re=10000  کنواخت با يمختلف در نقاط    يهادر زمان

) رسم شده است. نمودار ٨در شکل (c=10 پارامتر ثابت 
u يبرا t ≥ ) ٨) و (٦( يهاهمانطور که در شکل ٠.٤

ب  يش يسمت راست مرز دارا يکي د در نزديکن يمشاهده م
نولدز ير بزرگ عدد ريمقاد يباشد. در واقع برايم يتند

پخش غالب است و با استفاده از   يي بر عبارتعبارت جابجا
ن يبا پارامتر ثابت ا يوتنن ياهيتوابع پا يروش هم محل

روش مطرح شده  يج عدديرود. اما نتاين نمينوسانات از ب
دار هستند و همانطور که در شکل  ير پايمتغ   يبا پارامتر شکل

  شود. يمشاهده نم ي) مشخص است، نوسان٧) و (٤(
  

/23با فرض   u. نتايج عددي ٣شکل  2, ( ) 1c x x     55وn= 10 نقاط چبيشف برايRe=  100 (راست) وRe=  (چپ)  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

23با فرض   u. نتايج عددي ٤شکل / 2, ( ) 1c x x     55وn=   1000نقاط چبيشف برايRe=  150(راست) وn=  
  (چپ). Re=10000براي 

  
  

23با فرض   u. نتايج عددي ٥ کل ش / 2, ( ) 1c x x     300وn=   100000 نقاط چبيشف برايRe= (راست) و 
n=865 براي Re=1000000 (چپ)  
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3با فرض   u يج عددي. نتا٦شکل / 2, 10c    55وn= 1000 يشف برا ينقاط چبRe=  15(راست) وn=  يبرا 
Re=10000  (چپ)  

  
  
  

23با فرض   u. نتايج عددي ٧شکل / 2, ( ) 1c x x    200و نقاط متساوي الفاصلهn=    1000برايRe=   (راست)
  (چپ)  Re=10000براي   n=400و 
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3با فرض   u. نتايج عددي ٨ شکل  / 2, 10c   200و نقاط متساوي الفاصلهn=    1000 برايRe=   (راست) و
n=400   برايRe=10000  (چپ)  

  
 و Re=100 يروش برا يج عددينتاو  ٢و  ١در جدول 

1000Re
3

 شف بدست آمده با جواب يکه با نقاط چب

  سه شده است. همانطور که ين مقايريج سايق و با نتايدق
  

  برخوردار است.  يد روش از دقت مطلوبيکنيمشاهده م
  ه در  يفور ينولدز بزرگ به علت وجود سرياعداد ر يبرا
  

توان به يشود نميم ييهمگرا  شدن باعث کندجواب که 
  ) اعتماد کرد. ٢٦( يليجواب تحل

  ي برا٣گزارش شده در جدول شماره  يج عددين نتايبنابرا
سه شده  ين مقايريسايج  با نتاRe= 10000 نولدز  يعدد ر

دهد که جواب بدست ياست. اعداد داخل جدول نشان م
  باشد.يک مي گران نزديآمده به جواب د

  
)2با فرض    uنتايج عددي و خطاي  .١جدول  ) 1 , 5 / 2, 90,Re 100c x x n      
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)2با فرض    uنتايج عددي و خطاي  .٢جدول  ) 1 , 5 / 2, 90,Re 1000 / 3c x x n      
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

نتايج عددي     .٣جدول 
u    با فرض

2( ) 1 , 5 / 2, 175, 0.5,Re 10000c x x n T       

 t x  [21] [24]  روش  ق يجواب دق   خطا
١.١ × ٠.٢٥  ٠.٤  ٠.٣٤١٩٣  ٠.٣٤١٨٤  ٠.٣٤١٩٢  ٠.٣٤١٩١ ١٠ି٥  
١.٠ × ٠.٦  ٠.٢٦٨٩٨  ٠.٢٦٨٩١  ٠.٢٦٨٩٧  ٠.٢٦٨٩٦ ١٠ି٥    
٧.١ × ٠.٨  ٠.٢٢١٤٩  ٠.٢٢١٤٣  ٠.٢٢١٤٨  ٠.٢٢١٤٨ ١٠ି٦    
٨.٦ × ١  ٠.١٨٨٢٠  ٠.١٨٨١٥  ٠.١٨٨١٩  ٠.١٨٨١٩ ١٠ି٦    
٦.٧ × ٣  ٠.٠٧٥١٢  ٠.٠٧٥١٠  ٠.٠٧٥١١  ٠.٠٧٥١١ ١٠ି٦    
١.٨ × ٠.٥  ٠.٤  ٠.٦٦٠٧٦  ٠.٦٦٠٦٠  ٠.٦٦٠٧٢  ٠.٦٦٠٧١ ١٠ି٥  
١.٥ × ٠.٦  ٠.٥٢٩٤٥  ٠.٥٢٩٣٢  ٠.٥٢٩٤٣  ٠.٥٢٩٤٢ ١٠ି٥    
١.٤ × ٠.٨  ٠.٤٣٩١٦  ٠.٤٣٩٠٥  ٠.٤٣٩١٥  ٠.٤٣٩١٤ ١٠ି٥    
١.٤ × ١  ٠.٣٧٤٤٣  ٠.٣٧٤٣٦  ٠.٣٧٤٤٣  ٠.٣٧٤٤٢ ١٠ି٥    
٧.٧ × ٣  ٠.١٥٠١٨  ٠.١٥٠١٧  ٠.١٥٠١٨  ٠.١٥٠١٨ ١٠ି٦    
٤.١ × ٠.٧٥  ٠.٤  ٠.٩١٠٤٦  ٠.٩١٠٢٦  ٠.٩١٠٣٠  ٠.٩١٠٢٦ ١٠ି٥  
٣.٨ × ٠.٦  ٠.٧٦٧٣٣  ٠.٧٦٧١٩  ٠.٧٦٧٢٧  ٠.٧٦٧٢٤ ١٠ି٥    
٢.٨ × ٠.٨  ٠.٦٤٧٤٤  ٠.٦٤٧٤٥  ٠.٦٤٧٤٢  ٠.٦٤٧٤٠ ١٠ି٥    
٣.١ × ١  ٠.٥٥٦٠٨  ٠.٥٥٦٠٨  ٠.٥٥٦٠٧  ٠.٥٥٦٠٥ ١٠ି٥    
٣.٢ × ٣  ٠.٢٢٤٨٤  ٠.٢٢٥٠٤  ٠.٢٢٤٨٤  ٠.٢٢٤٨١ ١٠ି٥    

 t x [24]  روش  ق يجواب دق   خطا
٢.٤٣ × ٠.٢٥  ١  ٠.١٨٨٩٨  ٠.١٨٩٠٢  ٠.١٨٩٠١ ١٠ି٦  
٩.١ × ٥ ٠.٠٤٦٩٧  ٠.٠٤٦٩٨  ٠.٠٤٦٩٨ ١٠ି٥    
٢.٤ × ١٠  ٠.٠٢٤٢٢  ٠.٠٢٤٢٢  ٠.٠٢٤٢٢ ١٠ି٦    
٧.٧ × ١٥  ٠.٠١٦٣١  ٠.٠١٦٣١  ٠.٠١٦٣١ ١٠ି٦    
٣.٩ × ٠.٥  ١  ٠.٣٧٦١٥  ٠.٣٧٦٢٣  ٠.٣٧٦١٩ ١٠ି٥  
٨.٩ × ٥  ٠.٠٩٣٩٤  ٠.٠٩٣٩٥  ٠.٠٩٣٩٥ ١٠ି٦    
١.٥ × ١٠  ٠.٠٤٨٤٣  ٠.٠٤٨٤٤  ٠.٠٤٨٤٣ ١٠ି٥    
٤.١ × ١٥  ٠.٠٣٢٦٣  ٠.٠٣٢٦٣  ٠.٠٣٢٦٣ ١٠ି٦    
٥.٣ × ٠.٧٥  ١  ٠.٥٥٩١٩  ٠.٥٥٩٢٩  ٠.٥٥٩٢٤ ١٠ି٥  
٢.٥ × ٥  ٠.١٤٠٩١  ٠.١٤٠٩٢  ٠.١٤٠٩٥ ١٠ି٥    
١.١ × ١٠  ٠.٠٧٢٦١  ٠.٠٧٢٦١  ٠.٠٧٢٦٠ ١٠ି٥    
١.٠ × ١٥  ٠.٠٤٨٤٠  ٠.٠٤٨٣٩  ٠.٠٤٨٤١ ١٠ି٥   
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 x [35] [23] [36]  روش
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٠.١١  ٠.٠٨٤٣  ٠.٠٨٣٤  ٠.٠٨٣٤١٩  ٠.٠٨٣٤١٢  
٠.١٦  ٠.١٢٦٣  ٠.١٢١٣  ٠.١٢١٢٨٨  ٠.١٢١٢٨٨  
٠.٢٢  ٠.١٦٨٤  ٠.١٦٦٧  ٠.١٦٦٦٨٢  ٠.١٦٦٦٨٢  
٠.٢٧  ٠.٢١٠٣  ٠.٢٠٤٤  ٠.٢٠٤٤٤٥  ٠.٢٠٤٤٤٥  
٠.٣٣  ٠.٢٥٢٢  ٠.٢٤٩٧  ٠.٢٤٩٦٦١  ٠.٢٤٩٦٦٠  
٠.٣٨  ٠.٢٩٣٩  ٠.٢٨٧٢  ٠.٢٨٧٢٣٩  ٠.٢٨٧٢٣٨  
٠.٤٤  ٠.٣٣٥٥  ٠.٣٣٢٢  ٠.٣٣٢١٨٦  ٠.٣٣٢١٨٥  
٠.٥٠  ٠.٣٧٦٩  ٠.٣٧٦٩  ٠.٣٧٦٩٤٣  ٠.٣٧٦٩٤٢  
٠.٥٥  ٠.٤١٨٢  ٠.٤١٤١  ٠.٤١٤٠٧٠  ٠.٤١٤٠٧٠  
٠.٦١  ٠.٤٥٩٢  ٠.٤٥٨٤  ٠.٤٥٨٣٨٥  ٠.٤٥٨٣٨٦  
٠.٦٦  ٠.٤٩٩٩  ٠.٤٩٥١  ٠.٤٩٥٠٨٨  ٠.٤٩٥٠٩٠  
٠.٧٢  ٠.٥٤٠٤  ٠.٥٣٨٨  ٠.٥٣٨٨١٧  ٠.٥٣٨٨٢١  
٠.٧٧  ٠.٥٨٠٥  ٠.٥٧٤٩  ٠.٥٧٤٩٤٧  ٠.٥٧٤٩٥٧  
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٠.٨٨  ٠.٦٦٠٠  ٠.٦٥٣٣  ٠.٦٥٣٣٠٣  ٠.٦٥٣٤٤٣  
٠.٩٤  ٠.٦٩٥٧  ٠.٦٩٥٢  ٠.٦٩٥٢١٦  ٠.٦٩٥٠١٩  
٠.٩٩  -  ٠.٧٢٩٦  ٠.٧٢٩٦٠٠  ٠.٧٢٢١٢١  
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)که در آن  , )X x y  وRe باشد. ينولدز ميعدد ر

0 0, , , , ,N N D Dg f g f v u باشند.يتوابع معلوم م
2  دامنه مورد نظر و  مرز دامنه   

توابع مجهول  Vو Uعملگر لاپلاس و  باشد.يم
  باشند.يم

نقاط دامنه را همانند قبل به صورت 
{ }I DX X X   که در آن  يمکنيمرتب م

IX و يمجموعه نقاط درونDX يمجموعه نقاط مرز 
Xکله و يريد  باشند. يومن مين يمجموعه نقاط مرز

] يهر نقطه مرکز يبرا ] ,1iX i n   شبکه  
[ ]

1{ } sni
i k kS X  م که شامل نقطه يريگيرا در نظر م

] يمرکز ]iX  1وsn  نقاط در ن يکترينقطه که نزد
م. به يريگيباشند، در نظر ميمجاورت نقطه مفروض م

  م.يباشير ميبه فرم ز ييهاافتن جوابيدنبال 
  

  
)2کنواخت  يبا نقاط  Reر مختلفيمقاد يمطلق برا  يخطا  .٤جدول ) 1 , 7 / 2, 25c x x n     

  C Re  ثابت  cيخطا  روش يخطا
١.٥٢.٠ ١٠ି٥ × ١٠٠  ١٠ ١٠ି٤  
٥.٩٩.٤ ١٠ି٦ × ١٠٠٠  ١٠ ١٠ି٥  

٧.١ × ١.٥ ١٠ି٦ × ١٠٠٠٠  ١٠ ١٠ି٥  
٧.٢ × ١ ١٠ି٦ × ١٠٠٠٠٠  ١٠ ١٠ି٥  
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] يحال با قراردادن نقاط داخل ]

1( 1,..., )iX i z  در  
  

  د.يآير بدست مي) معادلات ز٢٧معادله (
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ر حاصل يمعادلات ز  يسي) فرم ماتر٣٠با استفاده از معادله (

  شود:يم
[ ] 1[ ] [ ]

[ ] 1[ ] [ ]

[ ] 1[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]

)

)
1 ),

Re

.*( * *

.*( * *

( * *

i i i
x

i i i
y

i i
t

i

i i i

N N U

N N U

N N

U

U

U

V

















 

[ ] 1[ ] [ ]

[ ] 1[ ] [ ]

[ ] 1[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]

)

)

1 ),
Re

.*( * *

.*( * *

( * *

i i i
y

i i i
y

i i
t

i

i i i

N N V

N N V

N N

V

V

V

U

















 

  
  که يبه طور
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 

   

  که يبه طور

0 0 1

0 0 1

( ( ),1 ) ,
( ( ),1 ) .

T
I j

T
I j

U U X j z
V V X j z
   
   



  

  
) را در نظر ٢٩( –) ٢٧معادلات مطرح شده در (: ٣ مثال

0tه از قراردادن يط اوليد. شرايريبگ  ط مرزي يو شرا
0,1xکله از قرار دادن يريد   0,1وy    در جواب

ان شده است، بدست ير بيبه صورت ز  [38]که در    يليتحل
  د.يآيم

3( , )
4

1 ,Re4(1 exp(( 4 4 )( )))
32

3( , )
4

1 .Re4(1 exp(( 4 4 )( )))
32

u x t

x y t

v x t

x y t

 

   

 

   

 

  ي ب تنديش ينولدز بالا داراي اعداد ر يجواب معادله برا
شود. در ادامه ي) مشاهده م٩در شکل (  يژگين و يباشد. ايم

Re يمطلق را برا ينمودار خطا 100  در زمان
2T  10ثابت  يبا پارامتر شکلc  ) ١٠در شکل (

تعداد   يمطلق برا ين نمودار خطايم. همچنيا رسم کرده
  ر يمتغ يپارامتر شکلنقاط مختلف با 

3( , )
4

1
1004(1 exp(( 4 4 )( )))
32

c x y

x y

 

  

  

ر بالا ي) رسم شده است. از تصاو ١٢) و (١١( يهادر شکل
ر منجر به يمتغ يجه گرفت که پارامتر شکليتوان نتيم

ن با يشود علاوه برا ايکاهش خطا نسبت به پارامتر ثابت م
ن نشاندهنده يابد و اييش نقاط خطا کاهش ميافزا

  باشد.يروش م ييهمگرا
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  با پارامتر شکلي متغير  n=1681با نقاط يکنواخت  T=2در زمان Re=100براي  vوu نتايج عددي .٩شکل

  
  

  c=10با پارامتر شکلي ثابت  n=1681با نقاط يکنواخت  T=2در زمان Re=100نمودار خطاي مطلق براي .١٠شکل
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  با پارامتر شکلي متغير  n=441با نقاط يکنواخت  T=2در زمان =١٠٠Reنمودار خطاي مطلق براي .١١شکل

  
  

  با پارامتر شکلي متغير  =١٦٨١nبا نقاط يکنواخت  T=2در زمان Re=100نمودار خطاي مطلق براي .١٢شکل
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  يريگجهينت

بر توابع   يمبتن  يک روش بدون شبکه موضعين مقاله  يدر ا
  ي ک بعديحل معادله برگرز  يوتن ارائه شد و براين ياهيپا

معادله  يبه کار گرفته شد. در روند حل عدد يو دو بعد
د يآيبوجود م  ينولدز بالا اغتشاشاتيبا عدد ر  يرخطيبرگرز غ

ن يغلبه بر ا يشود. برايجواب م يداريکه منجر به ناپا
پارامتر شکل  ياس برايشتر، تابع مقيب يداريمشکل و پا

وتن ين ياهيم. در ادامه توابع پايکرد يوتن معرفين يهاهيپا
اس شده را به عنوان توابع آزمون در نظر ير مقيه طور متغب

ر مکان با استفاده از  يمتغ يگرفته و تابع جواب را در راستا
م. سپس با يب زديتقر يتوابع آزمون به روش هم محل

از معادلات با مشتقات   ياستفاده از روش خطوط به دستگاه
ر زمان دست يمتغ يبر حسب تابع جواب در راستا يمعمول

در نرم افزار متلب به   ode113م که با حل گر يافت ي
- مثال  يرا برا  يشنهاديم. روش پيديرس  يعدد   يهاجواب

کله  يريد يه و مرزيط اوليمختلف معادله برگرز با شرا يها
ن  يريج سايج آنها با نتايسه نتاياده کرده و به مقايومن پيو ن

- هينشان دادند که پا يج عدد يم. نتايق پرداختيو جواب دق 
ر با حفظ دقت يمتغ يمجهز شده به پارامتر شکل يها

ثابت  ينسبت به پارامتر شکل يشتريب يداريمطلوب از پا
- يو دقت روش م يين نشان دهنده کارآيبرخوردارند و ا

  باشد.
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