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  چکيده

هاي چند گانه پيدا خواهد يك گراف با شاخصدر اين مقاله تكنيكي ارائه خواهد شد كه به كمك آن مسيرهاي بهينه را در 
ترين مسير گرديد كه الگوئي براي تعيين كوتاهحال تمام مسيرهاي بهينه برمبناي يك شاخص مثلاً فاصله تعيين ميه كرد. تا ب

اي تعيين مسير توانند عاملي براي بوده كه هريك ميهاي چندگانهشاخص ييال دارا نيز براي آنها وجود دارد. در اين مقاله هر
  ها، مدلي طراحي خواهيم نمود كه بتواند مسيرهاي بهينه با بهينه تلقي شوند. به كمك تكنيك تحليل پوششي داده

  هاي چند گانه را تشخيص دهد و آنها را از ساير مسيرها جدا كند.شاخص
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  قدمهم. ۱
يافتن مسيرهاي بهينه در گراف از مهمترين مسائلي است 
كه از بدو شروع تئوري گراف همواره مورد توجه محققين 
  بوده است. مسيرهاي بهينه از ابتدا با مطرح كردن 

ترين مسير شكل گرفت. براي هر يال در گراف، كوتاه
وزني را به عنوان فاصله در نظر گرفته و در نتيجه با جمع 

هاي موجود در يك مسير، طول دن تمام فاصله يالنمو
  ترين مسير پيدامسير محاسبه شده و از آنجا كوتاه

شود. اگر براي يك يال بيش از يك شاخص مهم مي
زمان طي شدن  يال وفاصله بين دو سر  باشد، مثلاً

توان با مسافت در آن يال، در اين صورت چگونه مي
توان را يافت؟ چگونه مي ادغام، اين دو عامل مسير بهينه

با ادغام كردن دو شاخص مانند مسافت و زمان شاخص 
بندي جديدي ساخت كه بتوان از آن در جهت رتبه

هاي چند مسيرها استفاده نمود. در حالت كلي اگر شاخص
ها داشته باشيم كه هر يك از گانه براي هر يك از يال

نگاه به هاي آن مقداري معين را دارا مي باشند، آشاخص
بندي نمود، تا توان مسيرها را رتبهوسيله چه تكنيكي مي

   بهترين مسير انتخاب گردد.
کوپر -توسط چارنز ۱۹۷۸ها در سال داده يل پوششيتحل

کارا درقلمرو  ياضيک مدل ريبه عنوان  ]۱[و رودز 
ها مطرح سازمان ييکارا يابيارز يات برايق در عمليتحق
ر، چارلز و کوپر توسعه داده له بنکيد و سپس به وسيگرد
ن ي. از آن زمان تاکنون، هزاران مقاله در ا]۲[ شد

مختلف و  يهاخصوص در جهان ارائه شده است و مدل
رنده يگميتصم يواحدها ييکارا يابيارز يبرا يمتنوع

ر يغ ين علم که روشيمتجانس به وجود آمده است. ا
ست، با رنده ايگميتصم يواحدها يابيارز يبرا يپارامتر

   ييد به محاسبه کاراياز تابع تول يبيدرنظر گرفتن تقر
ب از يترک هر ياست که برا يد، تابعيپردازد. تابع توليم

 دهد. اما در اکثريرا نشان م يمم خروجيها، ماکزيورود
 يتکنولوژ ر درييد، تغيند توليفرآ يدگيچيل پيدل به موارد

 يد به سادگيولها، تابع تد و چند مقداره بودن دادهيتول

  ن تابع را در نظر ياز ا يبيست. لذا تقريقابل محاسبه ن
ر يو غ يد به دو روش پارامتريب تابع توليم. تقريريگيم

باشد. از آن جا که در روش ير ميپذامکان يپارامتر
 ۱۹۵۷وجود داشت، در سال  يمشکلات فراوان يپارامتر

تابع  بيتقر يرا برا يرپارامتريغ ي، فارل روشيلاديم
  کوپر و رودز - ت چارنزيشنهاد کرد و در نهايد پيتول

 يل پوششيرا منتشر کرد که اساس علم تحل يامقاله
  ].۳د [يها گردداده

باشد: بخش دوم به ساختار مقاله به شرح زير مي
پردازد. در بخش سوم تكنيك يچندگانه م يرهايمس

گيرد. مسير ها مورد بحث قرار ميتحليل پوششي داده
هاي چند گانه در بخش چهارم هينه در گراف با شاخصب

در بخش پنجم  گردد و حل يك مثال عدديپيشنهاد مي
  شود.گيري در بخش آخر ارايه ميو نتيجه

  
  چندگانه  يرهايمس. ۲

م. يپردازيچندگانه م يرهايمسان ين قسمت به بيدر ا
براي روشن شدن مطلب به مثال زير توجه كنيد كه يك 

خواهد از بردي است. فرض كنيد شخصي مي مساله كار
شهر تهران به شهر چالوس سفر كند، براي انجام اين 

تواند از چهار مسير مختلف خود را به مقصد سفر مي
  ها عبارتند از:كه اين مسيربرساند 

چالوس (جاده  - كرج  - : مسير زميني تهرانمسير اول
  كندوان)

 - رشت -قزوين - کرج -تهران : مسير زمينيمسير دوم
  چالوس (جاده رشت)

چالوس (جاده  -آمل -: مسير زميني تهرانمسير سوم
  هراز)

قائم  - فيروز كوه -: مسير زميني تهرانمسير چهارم
  چالوس (جاده فيروز كوه) -آمل -شهر

  باشد.گراف آن به صورت زير مي
  

  



 

 ۷                                                                                                                   هاي چندگانهشده درگراف با شاخص دارر بهينه وزنيمس
 

   

 
 . گراف ارتباط بين شهرها۱شكل

  
  ند از:هاي مهم عبارتفرض كنيد در هر مسير شاخص

طول مسير، زمان مسير، هزينه مسير، زيباي مسير و 
  ايمني مسير 

ا چند يک يانتخاب  يبنابراين پنج شاخص مختلف برا
نه موجود است كه با توجه به مقدار اين عوامل يمسير به

ن يگردد. بنابرايبراي هر مسير بايد، مسير بهينه انتخاب م
د است كه هر براي هر مسير يك بردار با پنج مولفه موجو

هاي موجود در اين مولفه مجموع شاخص متناظر يال
ن يازا يباشد. توجه داشته باشيد كه بعضمسير مي

   يز شاخص منفيگر نيد يها مثبت و برخشاخص
شود که يگفته م يباشند. شاخص مثبت به شاخصيم

تر است و شاخص شتر باشد، مطلوبيهرچه مقدار آن ب
چه مقدار آن کمتر  د که هرشويگفته م يبه شاخص يمنف

هاي موثر در تر است. در بين شاخصباشد، مطلوب
انتخاب مسير ايمني و زيباي سفر هر چه مقداري بيشتر 

طول، زمان و هزينه  يهاتر و شاخصداشته باشيد مطلوب
تر خواهند مسير هر چه مقداري كمتر داشته باشد مطلوب

 بدتر شد ها باعثن بهبود برخي از شاخصيبود. همچن
جاده  ها خواهد شد. مثلاًوضعيت برخي ديگر از شاخص

كندوان به دليل كوهستاني و سرسبز بودن منطقه بسيار 
باشد ولي به دليل كوهستاني بودن داراي امنيت مي زيبا

پايين و زمان سفر طولاني است كه مطلوب ما نخواهد 
   بود.

شود اين است، كدام كه مطرح مي يحال سوال منطق
عنوان مسير هير بر مسيرهاي ديگر ارجعيت دارد و بمس

   گردد.بهينه انتخاب مي
ها به در اين مقاله به كمك تكنيك تحليل پوششي داده

ريزي ايم. اين تكنيك بر پايه برنامهسوال فوق پاسخ داده
ريزي شده است و جهت محاسبه كارايي نسبي خطي پايه
جود آمده و به وهگيرنده باز واحدهاي تصميم ايمجموعه

  شود.كار گرفته مي
  
 تحليل پوششي داده ها  .۳

گيرنده موجود است كه هر واحد تصميمn فرض كنيد 
خروجي مختلف  sورودي مختلف جهت توليد m يك از

رهاياستفاده ميكنند، همچنين فرض كنيد بردا
( ,..., )1x x xj mjj و( ,..., )1y y yj sjj به ترتيب

ام jبردارهاي ورودي و خروجي واحد تصميم گيرنده
,0باشد. كه  0, 0, 0   x y x yj j j j كارايي نسبي .

ام از حل مساله زير به دست jواحد تصميم گيرنده 
  آيد:مي
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  معروف  با ماهيت ورودي  CCR) به مدل۱مدل (
ام pگيرندهميكارايي واحد تصم را مقدار *باشد.مي
*نامند، اگرمي 1  آنگاه واحد تحت ارزيابي را كاراي ،

  ) به صورت زير است.۱سبي گويند. دوآل مدل (ن
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به  ivو ru به مدل مضربي معروف است. )۲مدل (

ام در iام و وروديrهاي خروجيها و اهميتترتيب وزن
تواند باشد كه ميام ميpگيرندهواحد تصميم ارزيابي

توسط مدير تحت كنترل در آيد. به عبارت ديگر مدير 
هايتواند نظرات خود را به صورت شرايط روي وزنمي
ru وiv  اعمال نمايد. براي اين منظور بايد به او كمك

هاي ورودي (خروجي) را نمائيم تا روابط رياضي بين وزن
هاي وزني اعلام كند. به اين نوع روابط رياضي محدوديت

از به يتواند در صورت نيکه م ييهاتيدودگويند. محمي
  باشند.ير مي) افزوده گردد به صورت ز۲مدل (

,A v d B u c   
  
هاي مضربي هاي وزني به مدلاعمال محدوديت )۱

ها ها باعث محدود شدن حركت وزنداده يل پوششيتحل
شود و در نتيجه هاي كارا ميو بردارهاي نرمال ابر صفحه

 .شد واحدهاي تصميم گيرنده بهتر نخواهدكارايي 
 تواند به صورت زير ارايه شود.هاي وزني ميمحدوديت

  
بردارهاي صفر باشند در اين صورت  cو dاگر )۲

هاي وزني فوق را همگن، در غير اين صورت محدوديت
هاي ردن محدوديتنامند. اضافه كآنها را غير همگن مي

هاي مضربي به وزني همگن هيچ مشكلي را براي مدل
 آورند.وجود نمي

 

  مسير بهينه در گراف . ۴
,...,1يك گراف باشد و  Gفرض كنيد  np p  تمام

مبدا به گره مقصد باشد. هر  مسيرهاي مختلف از گره
از تعدادي يال تشكيل شده است، فرض كنيد jpمسير

1
,...,

t jj je e  موجود در مسير هايتمام يالjp .باشد 

هر يال
kj
e دارايm1شاخص ,...,k kj mjx xباشد كه مي

ام iشاخص ال نامنفي است.مقدار هر شاخص در هر ي
 آيد.ام از رابطه زير به دست ميjمسير

1
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)1ميدهيقرار م ,..., )j j mjy y y. هايكنيد شاخص فرض 

1,..., 1m )1 1 m m( هاي هزينه و نوع شاخص از
1,...,1هايشاخص m m سود باشند.  هاياز نوع شاخص

هايي  هاي هزينه، شاخصشويم كه شاخصآور ميياد
هستند كه كمتر بودن آن مطلوب ما خواهد بود و 

كه افزايش آنها هايي هستند هاي سود شاخصشاخص
كه داراي رهايي يا مسيعبارت ديگر مسير نظر است. بهمد

هاي سود بيشتر باشند هاي هزينه كمتر و شاخصشاخص
  ن خواهد بود.يبهتر

  
باشد اگر و فقط ميlpبهتر از مسير  jp: مسير تعريف

  اگر

1 1
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باشد در اين صورت lpبهتر از مسيرjpاگر مسير. نکته
را غالب است، بنابراين هدف يافتن lpبر مسيرjpگويند

يك مسيري است كه توسط هيچ مسير ديگري مغلوب 
عنوان واحد هام را بjنشود. براي اين منظور مسير

عبارت ديگر واحد ام درنظر بگيريد بهjرندهتصميم گي
  ام بناميد.jام را مسيرjتصميم گيرنده

)ام را ورودي و 1mهاي هزينه اول لغايت (شاخص
1هاي سود (شاخص 1m (ام لغايتm ام را خروجي

يك مسير بهينه است اگر و jpناميم. از آنجا مسيرمي
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باشد،  ام كاراي نسبيjگيرنده فقط اگر واحد تصميم
 يبنابراين بايد به دنباله تكنيكي براي يافتن واحدها

) به همراه ۳كاراي نسبي باشيم. مدل ( گيرندهتصميم
بصورت زير پيشنهاد opكنترل وزن براي ازيابي مسير

  گردد.مي
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  نسبي  هاياهميت BوAهايآن ماتريس در كه

از طرف  باشند ومي د و هزينههاي سوشاخص يهاوزن
  شود.مدير اعلام مي

  مثال عددي . ۵
مثال بخش دوم را در نظر بگيريد. هدف مسافرت  مجدداً

چالوس  به شهر ميناميم ۱از شهر تهران که آن را شهر 
م. مسيرهاي موجود بين يناميم ۵است که آن را شهر 
  اين دو شهر عبارتند از:

( , , , ), ( , ),51 1 2 3 4 2 1
( , ), ( , , , )73 6 4 8 9 10 6

p e e e e p e e

p e e p e e e e

 

 
 

  
هاي طول، زمان و هزينه هر چه بديهي است كه شاخص

ها، باشند، لذا اين شاخصتر ميكمتر باشند مطلوب
 عنوان ورودي واحد تصميماند و بههاي هزينهشاخص

هاي شوند. همچنين شاخصگرفته مي نظر گيرنده در
زيبايي و ايمني كه بيشتر بودن آنها مطلوب ما خواهد بود 

باشند. ود و يا خروجي آن واحد ميهاي سبعنوان شاخص
 ۱در جدول  ها بين هر دو شهر (يال)مقادير اين شاخص

  .ارايه شده است

  
  هاهاي يال. مقادير شاخص۱جدول

 ايمني زيبايي هزينه (تومان) ) زمانh( ) طولkm( يال

1e 50 1 100 20 18 

2e 120 2 1200 22 20 

3e 200  3 1500 17 21 

4e 200 3 1700 10 27 

5e 150 3 1800 8 23 

6e 100 1.5 1200 15 18 

7e 200 4 1400 16 17 

8e 120 2.5 1000 20 12 

9e 120 2 1100 18 18 

10e 90 1.5 1800 12 18 
  

  :ايمني هر مسير عبارتست از زيبايي و هزينه، زمان، مجموع طول،
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  هاي هر يك از مسيرها. مقادير شاخص۲جدول
 ايمني زيبايي  هزينه (تومان) زمان )h( ولط )km( هايال

SDMU 1

1 j

I
y

 2

2 j

I
y

 3

3 j

I
y

 1

4 j

o
y

 2

5 j

o
y

 

1p 570 9 5400 67 86 

2p 200 4 2800 28 41 

3p 300 5.5 2600 31 35 

4p 420 7.5 5100 65 66 
  

باشد. به عبارت ديگر به بندي مسيرها ميهدف اولويت
دنبال مسيري هستيم كه با توجه به پنج شاخص طول، 
زمان، هزينه، زيبايي وايمني از ساير مسيرها بهتر باشد. 

ها هاي ارزيابي تحليل پوششي دادهبراي اين منظور مدل
گيرنده (چهار مسير) به را براي ارزيابي چهار واحد تصميم

  بريم.كار مي
خواهد خود را از مبدا به مقصد فرض كنيد فردي مي

هايي در نظر برساند، براي مسيرهاي موجود، شاخص
  باشند.هاي يكسان نميگرفته شده كه داراي اهميت

توان فرض كرد، اهميت شاخص هزينه عنوان مثال ميهب
به عبارت ديگر  هاي ديگر است.بيش از اهميت شاخص

ا را به هفرض كنيد فرد مذكور روابط بين اهميت شاخص
  .صورت زير بيان كرده باشد

  اهميت شاخص هزينه ۲) (اهميت شاخص زمان
  اهميت شاخص زمان  ۳ (اهميت شاخص طول)

  اهميت شاخص ايمني  ۳(اهميت شاخص زيبايي) 

م يبنابراين مدل ارزيابي براي محاسبه عملكرد واحد تصم
  .ام به صورت زير خواهد بودtرندهيگ

4 4 5 5

. . 0,4 541 51 1 11 2 21 3 31

0,4 542 52 1 12 2 22 3 32

0,4 543 53 1 13 2 23 3 33

0,4 44 5 54 1 14 2 24 3 34

1,1 1 2 2 3 3

2 , 3 , 3 ,5 43 2 2 1

, , , ,41 2 3



    

    

    

    

  

  

max u y u yt t

s t u y u y v x v x v x

u y u y v x v x v x

u y u y v x v x v x

u y u y v x v x v x

v x v x v xt t t

v v v v u u

v v v u u .5  

  )۴(  

  
نتايج زير حاصل  t=1,2,3,4فوق به ازاي  با حل مسـاله

  .شودمي

  
  . مقادير كارايي مسيرها۳جدول 

SDMU 1p 2p 3p 4p 
 0.92 0.87  0.99 1  كارايي

  
شود، مقدار كارايي ، مشاهده مي۳با توجه به جدول 

  1, 0.99, 0.87بمسيرهاي اول لغايت چهارم به ترتي
دهد مسير اول كارا و ساير باشد، كه نشان ميمي0.9  و

ها ها و كنترل وزنمسيرها با توجه به اهميت شاخص
هاي در نظر باشند، از اين رو با توجه به شاخصناكارا مي

  انتخاب  بهينه عنوان مسيربه1p گرفته شده مسير

گردد. اگر در ارزيابي مسيرهاي موجود، بيش از يك مي
بكار بردن  در اين صورت بامسير كارا شناسايي شود، 

، ]۳[ بندي نمودتوان آنها را رتبهبندي ميهاي رتبهمدل
) به صورت ۳بندي متناظر مدل (مدل رتبه ]۶[، ]۵[، ]۴[

   باشد.زير مي



 

 ۱۱                                                                                                                   هاي چندگانهشده درگراف با شاخص دارر بهينه وزنيمس
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بندي با كنترل وزن معروف به نام مدل رتبه )۵مدل (

 ير واحد کاراياست. در اين مدل با حذف محدوديت نظ
,...,1}ام -o(حذف قيد  يابيتحت ارز }o n( مقدار ،

ع هدف واحدي مقدار تاب د. هريآيتابع هدف بدست م
  بالاتري داشته باشد، رتبه بهتري خواهد داشت.

  
  گيرينتيجه

ها در اين مقاله به كمك تكنيك تحليل پوششي داده
م. يافتيگانه را هاي چندمسير بهينه يك گراف با شاخص

اين مسير بهينه، مسيري است كه مغلوب هيچ مسير 
ديگري نشود. اين مسير بهينه با اعمال كنترل وزن كه 

باشد، ها ميقرار دادن اهميت نسبي روي شاخصمعادل 
هاي موجود براي تمام الگوريتم آيد. قبلاًبه دست مي

رود كه براي هر يافتن يك مسير بهينه وقتي به كار مي
يال يك شاخص براي ارزيابي داشته باشيم. اين شاخص 

توانست طول و مسافت يك يال يا زمان در يك فقط مي
 هايي مانندالگوريتم شد كه توسطاهم ب يال و يا امثال

  توان مسير بهينه را يافت. ترين مسير ميكوتاه
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