
دسترسي در سايت http://jnrm.srbiau.ac.ir  
 ۱۳۹۸ تيرو  خرداد، هجدهم، شماره پنجمسال 

 X۵۸۸ -۲۵۸۸شماره شاپا: 
  
 
 
  

طيف و طيف اساسي ترکيبات خطي عملگرهاي ترکيبي 
  2Hروي فضاي هاردي 

  
  

  ۳مليحه فرضي، ۲مهسا فاتحي، *۱محمود حاجي شعباني
  
  

  دانشگاه صنعتي شيراز، شيراز، ايران استاد، دانشکده رياضي،   )۱(
  گروه رياضي، واحد شيراز، دانشگاه آزاد اسلامي، شيراز، ايراناستاد،   ) ۲(

 دانشگاه صنعتي شيراز، شيراز، ايران دانشکده رياضي،دانشجوي دکتري،    )۳(

  

 

 ۰۷/۱۱/۹۷تاريخ پذيرش مقاله:  ۰۲/۱۲/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
॰فرض کنيد  = ൛ݖ ∈ ℂ: |ݖ| < 1ൟ اگر .  يک خود نگاشت تحليلي از॰ باشد، براي هرf  تحليلي روي॰ عملگر ،

)را به صورت  Cترکيبي  )C f f    تعريف کرده و ناميم. اگر را تابع ترکيب مي  يک تابع تحليلي کراندار روي
॰ دار  باشد، عملگر ترکيبي وزن,C   به صورت, ( )( ) ( ) ( ( ))C f z z f z    شود. مجموعه تمام توابع  تعريف مي

ناميم.  مي 2Hها جمع پذير است را فضاي هاردي  را که قدر مطلق مربع ضرايب سري مکلورن آن ॰روي  fتحليلي 
توابعي خطي کسري و  nو  1 ،باشد. اگر  مي ॰دار روي  ، فضاي تمام توابع تحليلي کرانHمنظور از 

ها  ها و همچنين هر ترکيب خطي از آن ها طيف و طيف اساسي مجموع آن غيرخودريختي باشند، با قرار دادن شرايطي روي آن
آوريم. همچنين در حالتي که را بدست مي

1t
 ،  و

nt
 1هاي غيرخودريخت با تنها يک نقطه ثابت و  سهمويt ،  و

nt آوريم. در ادامه با ها را بدست مي ها باشند، طيف هر ترکيب خطي عملگرهاي ترکيبي القائي توسط آن اعداد انتقال آن
},,{دهيم که اگر  معرفي مفهوم زنجير ماکزيمال، نشان مي 1 n   يک زنجير ماکزيمال به طولn  وnm   ،باشد

باشد. در پايان در حالت خاص  مي فشرده ،mها با توان  گاه هر ترکيب خطي از عملگرهاي ترکيبي القاء شده توسط آن آن
  آوريم.دار را بدست مي ديگري نيز طيف و طيف اساسي ترکيبات خطي بعضي از عملگرهاي ترکيبي وزن
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  مقدمه - ۱
باشد، نقاط  ℂاي از صفحه مختلط زير مجموعه S اگر

، a نشان داده و براي هر عدد مختلط Sرا با  S مرزي
aS  را به صورت{ : }as s S کنيم. براي  تعريف مي

0و  ॰روي  fتابع تحليلي 1r   تابعrf  را بصورت
( ) ( )i i

rf e f re  کنيم. بوضوح براي هر  تعريف مي
0 1r ،rfباشند. ها توابعي پيوسته مي	فضاي تمام 

که ॰روي  f توابع تحليلي
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 fناميده و ريشه دوم اين مقدار سوپريمم را به وسيله 
Hدهيم. منظور از نمايش مي  فضاي تمام توابع تحليلي ،

f با نرم سوپريمم ॰کراندار روي 


=
sup௭∈॰ ( )f z براي دانيم  باشد. همانطور که مي مي

2f هر Hً0]همه جا به ازاي هر  ، تقريبا, 2 ]  ،
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r
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)موجود بوده، بنابراين   )if e   را بصورت

1
( )  ( )limi i

r
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
 کنيم. تعريف مي  

بفرم  ॰به  ॰يک تبديل خطي کسري از 

( ) az bz
cz d

 


که  شود، جايي تعريف مي 

, , ,a b c d ℂ  0وad bc .  مجموعه توابع بفرم
ها از ريختي خود دهيم. نمايش مي (॰)ܶܨܮفوق را با 

॰  به॰  را توابع تحليلي، يک به يک و پوشا روي॰  در
شود که اين توابع بفرم گيريم. ثابت مي نظر مي

( )
1
a zz

az
  




1باشند بطوريکه  مي    وa 

ها مجموعه همه خودريختيدرون دايره يکه قرار دارد. 
  . ]۵[دهيم نشان مي (॰)ݐݑܣرا با  ॰روي 
	 اي متناهي درداراي مشتق زاويه  گوييم ߲॰ 

	است اگر  ߲॰  موجود باشد بطوريکه حد
( ( ) ) ( )z z     وقتي کهz  به طور غير مماسي

 ميل کند، متناهي باشد. اين حد را با به ॰در 
( )  دهند. نمايش مي  
 	(॰)ܶܨܮاگر   داراي نقطه ثابت منحصربفرد 

	 ߲॰	 ،باشد	 را يک سهموي گوييم. فرض کنيد

( ) zT z
z








1T، قرار دهيد T     در اين .  
  

يک تبديل خطي کسري از نيم صفحه سمت  صورت 
دارد.  را ثابت نگه مي باشد که  راست به خودش مي

Re 0tکه  tبنابراين عدد    وجود دارد بطوريکه
. ( )z z t    عدد ثابتt  را عدد انتقال نامند.  مي

يک سهموي  باشد،  برابر صفر tاگر قسمت حقيقي 
 خودريختي نيست.خودريختي و در غير اين صورت

نشان داده شده است که اگر  ]۲۶[همچنين در 
	 ߲॰ نقطه ثابت براي سهموي  گاه  باشد، آن

( ) 1  توان ديد که اگر . با محاسبه به راحتي مي 
 tو عدد انتقال  يک نگاشت سهموي با نقطه ثابت

2) گاه باشد آن )( )
2
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

 


 
نشان  ]۱۰[در  

 ॰يک تبديل خطي کسري از  داده شده است که اگر 
*گاه  باشد، آن ॰به  *

g hC T C T  که ،

( ) : az cz
bz d

 

 

، ॰يک خود نگاشت از  

، 1( ) : ( )g z bz d    ( ) :h z cz d  و,g h H  .
॰ ,߲اگر    و( )  گاه  ، آن( )   .

  نامند. هاي کمکي کاون ميرا تابع hو   ،gهاي نگاشت
ازمجموعه همه عملگرهاي کراندار و عملگرهاي فشرده 

2H 2بهH  2را به ترتيب با( )B H  2و
0 ( )B H  نشان

)2در اين مقاله براي هر دهيم.  مي )T B H ، طيفT 
) را به ترتيب با Tو طيف اساسي  )T  و( )e T  نشان

طيف  ]۲۵[و  ]۲۱[، ]۱۱[، ]۷[، ]۴[در  دهيم. مي
Cعملگرهاي ترکيبي 

خود نگاشت  ، که 2Hروي 
مشخص شده است.  باشد کاملاً مي ॰خطي کسري از 

نتايج جالبي در مورد طيف عملگرهاي ترکيبي  اخيراً
بدست آمده است. به عنوان مثال در  2Hدار روي  وزن

 که  دار در حالتي طيف عملگرهاي ترکيبي وزن ]۱۸[
C,و  ॰داراي يک نقطه ثابت در   باشد،  فشرده مي

طيف عملگرهاي  ]۸[مورد بررسي قرار گرفته است. در 
C,ترکيبي خودالحاق    که  طيف، در حالتي ]۳[و در

,C   يکاني و يا نرمال با نقطه ثابت در॰  باشد مورد
عملگرهاي ترکيبي  ]۱۹[مطالعه قرار گرفته است. در 

ها بدست  تعريف و طيف آن 2Hپذير روي دار معکوس وزن
C,اين نتايج، به  ]۲۰[آورده شده است. در   هايي که

ها خودريختي  در آن  پذير نيستند و معکوس لزوماً
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يک تابع تحليلي از  است، توسيع داده شده است. اگر 
॰  به॰  ،0باشد  را تابع هماني وn  را ترکيبn 

طيف  ]۹[در گيريم.  با خودش در نظر مي بار از 
C,دار  عملگرهاي ترکيبي وزن  2رويH که  در حالتي

  ولف -دنجويداراي نقطهa با خاصيت ،
0 ( ) 1a  باشد و همچنين دنباله  ميn  بطور

Hهمگرا و aيکنواخت به   درa  ،پيوسته باشد
نيز  ]۲[و ] ۱[بطور کامل بررسي شده است. همچنين در 

دار مورد  طيف و طيف اساسي عملگرهاي ترکيبي وزن
ديگري در مورد بررسي قرار گرفته است. اخيرا مقالات 

دار به چاپ  عملگرهاي ترکيبي و عملگرهاي ترکيبي وزن
 ،]۱۲- ۱۷[توان به مراجع رسيده است، که از جمله مي

اشاره کرد. در اين مقاله ابتدا چند لم  ]۲۷[و  ]۲۴[ ،]۲۳[
براي بررسي طيف مجموع متناهي از عضوهاي يک جبر 

1کنيم. سپس براي  يکدار بيان مي i n  اگر ،i 

iو (॰)ܶܨܮ H  با قرار دادن شرايطي روي ،i
دهيم که مجموعه عضوهاي غير  ها، نشان ميiها و 

i,صفر طيف اساسي مجموع  i
C  ها به صورت اجتماعي

باشد.  غير از صفر ميها به  از طيف اساسي هر کدام از آن
در ادامه طيف ترکيبات خطي 

1
C

 ،  و
n

C
که  

هاي غيرخودريخت و  ها سهموي هاي ترکيب آن تابع
باشد را بدست  همگي داراي يک نقطه ثابت يکسان مي

در آخر طيف اساسي ترکيباتي خطي از آوريم.  مي
Cعملگرهاي ترکيبي 

 ॰߲داراي نقطه ثابت در  که  
کنيم.  باشد را بررسي مي داراي شرايطي خاص مي يا 

طيف و طيف اساسي بيان شد، چون  همانطور که قبلاً
و  ]۲۱[ ،]۱۱[، ]۷[ ،]۴[عملگرهاي ترکيبي در مراجع 

اند لذا با استفاده از نتايج بدست آمده در پيدا شده ]۲۵[
ترکيب خطي توان طيف و طيف اساسي هر  اين مقاله مي

  عملگرهاي بررسي شده در اين مقالات را پيدا کرد.
  
 دست آوردهاي پژوهش - ۲

در ابتدا چند لم براي پيدا کردن طيف مجموعي متناهي از 
کنيم. سپس به بررسي  اعضاي يک جبر يکدار را بيان مي

طيف و طيف اساسي مجموعي متناهي از عملگرهاي 
  ت شرايطي دار تح ترکيبي و عملگرهاي ترکيبي وزن

  

  پردازيم. خاص مي
  

روي  ࣛدو عضو از جبر يکدار  2aو  1aاگر  .۲.۱لم 
1باشند بطوريکه  ॲميدان  2 0a a  2و 1 0a a  ،

1گاه. آن 2 1 2( ( ) ( )) \{0} ( ) \{0}a a a a    
λ فرض کنيد اثبات. ≠ . از آنجا که 0

1 2 2 1 0a a a a بنابراين ،  
2 1 1 2

1 2
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a I a I a I a I

a a I
   

 
    
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1 حال فرض کنيد 2( )a a  1. بنابراينa I  و

2a I 1 پذيرند. لذا معکوس( )a  و
2( )a . ⎕   
  

2nفرض کنيد براي  .۲.۲لم ،1a،2a  و ... ،na 
و براي  ॲروي ميدان  ࣛعضوهايي از جبر يکدار 

, {1, 2,..., }i j nکهi j،. 0i j j ia a a a  در

 اين صورت
11

( ( )) \{0} ( ) \{0}
n n

k k
kk

a a 


 . 

1فرض کنيد اثبات.

1
1

n

k
k

a



  2و na  مشاهده .

باشند.  شرايط لم قبل را دارا مي 2 و 1شود که  مي
   ⎕شود.  بنابراين نتيجه با استفاده از استقراء حاصل مي

  
روي  ࣛدو عضو از جبر يکدار  2aو  1aاگر  .۲.۳لم 

1 باشند، بطوريکه ॲميدان  2 0a a گاه ، آن
1 2( ) ( )a a   1 2( )a a   

1 فرض کنيد اثبات. 2( ) ( )a a   1. پسa I 
2aو I 1پذيرند. از آنجا که  معکوس 2 0a a  به ،

1توان ديد که راحتي مي 20 ( ) ( )a a   لذا . غير
1صفر است. چون  2 0a a  داريم ،  

1 2 1 2( )( ) ( )a I a I a a I         . 
  

ضرب دو عضو  بنابراين با توجه به اينکه حاصل
1باشد،  پذير مي پذير، معکوس معکوس 2a a I  
1پذير خواهد بود. لذا اگر  معکوس 2( )a a   ،  
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1گاه  آن 2( ) ( )a a    شود.  و نتيجه حاصل مي	 	
	 	

2nفرض کنيد  .۲.۴لم    1يک عدد طبيعي وa ،

2a ،  وna  روي ميدان  ࣛعضوهايي از جبر يکدار
ॲ  باشند، بطوريکه براي هرi  وj  1که i j n   ،
0i ja a  در اين صورت .
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نتيجه حاصل  ۲.۳با استفاده از استقراء و لم  اثبات.
   ⎕ شود. مي

بيان شده است که اگر  ]۱۰[از مرجع  ۱۲۹در صفحه 
 ܶܨܮ(॰)  و⊆ ॰  (॰)	തതതതതതതതത گاه  ، آنC روي

2H  فشرده است. در نتايج بعدي از اين مطلب استفاده
 خواهد شد.

تبديلات n، ... و 1 ،2فرض کنيد  .۲.۵گزاره 
و براي هر ॰به  ॰خطي کسري غيرخودريخت از 
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. ( )i i i    فرض کنيد براي همچنين

, {1, 2, , }i j n   کهi j ، داشته باشيمi j  ،

i j  وi j  . 1اگر براي هر i n ،
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  :داريم ]۲۲[از  ۲.۲با استفاده از نتيجه  اثبات.
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iکه  jو  iاز طرفي براي هر  j،  توان  راحتي ميبه

iکهديد  ( j (॰))തതതതതതതതതതതതതതത ⊆ ॰	 .توجه به  بنابرابن با
	،]۱۰[از مرجع  ۱۲۹صفحه 

i j
C  يک عملگر فشرده

 ،۲.۲است. لذا با توجه به لم 
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  ، ۲.۴همچنين با توجه به لم 
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  بنابراين
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    ⎕. شودميلذا نتيجه حاصل 

در قضيه بعد طيف ترکيبات خطي عملگرهاي ترکيبي را 
هاي غيرخودريخت  ها سهموي که تابع ترکيب آن در حالتي

باشند مورد بررسي  و همگي داراي نقطه ثابت يکسان مي
  دهيم. قرار مي

  
فرض کنيد  .۲.۶قضيه 

1t
 ،

2t
 و ... ،

nt
 

با نقطه  ॰به  ॰هاي غيرخودريخت از سهموي
 	॰∂ثابت   1و،  وn  اعداد مختلط

	هاي دلخواه باشند. اگر ثابت nt 	و	 	، 2t 	، 1t به ترتيب
اعداد انتقال

nt
و	 	،

2t
 ،

1t
 گاه باشند، آن 

1

1

1

1

( )

{ : 0} {0}.
t tn

n

n

t t
n
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e e
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1از آنجا که براي هر  اثبات. i n ، نقطه ثابت

it
 باشد، مي= ( ( ))

it
z   ( )i z  يک تابع

 زيرااست.  1سهموي با نقطه ثابت 
(1)i .	= 2( ( )) 1

it
       	 

  
1نابراين براي هر ب i n  عملگر ترکيبي	

ti
C
به طور 	

 يکاني هم ارز با
i

C باشد که مي 
	، *

i tiz zC C C C    جايي که zC  يک عملگر يکاني
توان مي مسألهاست. حال بدون کاسته شدن از کليت 

فرض کرد
it

هاي غيرخودريخت با نقطه ها سهموي
)باشند. فرض کنيد 1ثابت  ) { :| arg  | }

2
G t t     و

)1قرار دهيد  ) ( ( ) )t z z t   که ، جايي
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1( )
1

zz
z

 


) و  )t G طبق آنچه در قسمت .

 ها توابع سهمويtپيش گفتار بيان کرديم 
يک جبر  ܷباشند. حال فرض کنيد  غيرخودريخت مي

دار توليد شده توسط مجموعه  بسته نرم
{ : ( )} { }

t
C t G I   .اگر باشد  را مجموعه

تعريف  ܷهاي خطي ضربي ناصفر روي تمام تابعک
از  ،۶.۱ با توجه به اثبات قضيهکنيم، در اين صورت 

)، براي هر]۷[مرجع  )t G و ،  
( ) 0

t
C   يا( )

t

tC e 


 0، جايي که  .
  ، داريم]۶[از  ۲۱۹صفحه  ۸.۶لذا با توجه به قضيه 
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،]۷[از  ۶.۲همچنين با توجه به نتيجه 

( ) exp( ( ))f z z يک بردار ويژه با مقدار ويژه
te  براي هر

t
C

  باشد. لذا مي 
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  و بنابراين
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1از آنجا که براي هر  i n ،

it
هاي ها سهموي

Reباشند، بنابراين  غيرخودريخت مي 0it  به راحتي .
حدي براي يک نقطه 0توان ديد که  مي

1 2
1 2

ntt t
ne e e         باشد و از آنجا  مي

    	⎕	شود. مي که طيف فشرده است نتيجه حاصل
  دانيم براي هر ميهمانطور که  ܶܨܮ(॰) که

  افتد. حالت زير اتفاق ميخودريختي نباشد تنها يکي از سه 
	الف)  (॰)തതതതതതതതത ⊆ ॰ 1به اين معني که


  يا به

اي از را به نقطه ॰߲اي از هيچ نقطه عبارتي ديگر 
߲॰ برد.  نمي  

॰ ,߲ب) تنها دو نقطه     که   موجود باشند  
  

) بطوريکه )   1که در اين حالت

  خواهد

  بود.
॰ ߲ج) نقطه منحصربفرد    موجود باشد بطوريکه

( )   1 که در اين حالت

.  

اي از توابع قصد داريم براي مجموعه ۲.۷در تعريف 
باشند، مفهوم  خطي کسري که شرايط حالت (ب) را دارا 

  جديدي ارايه دهيم.
  

تبديلات n، ... و 1 ،2فرض کنيد  .۲.۷تعريف
و براي هر  ॰به  ॰خطي کسري غيرخودريخت از 

1 ≤ ݅ ≤ ݊	 ،1i 
 همچنين فرض کنيد براي .

1هر  m n ،
1 2

{ , , , }
mi i i   اي از زير مجموعه

1 2{ , , , }n    باشند، بطوريکه براي هر
1 j m ،

ji
 1ها دو بدو متمايز و( )

ji j j    
॰ 1߲که جايي 1{ , , , }m m    گوييم .m  تايي
( مرتب

1 2
, , ,

mi i i  (  يک زنجير ماکزيمال به طول
باشد اگر  مي ݉

1 1
1

m mi i i  
 

   و براي هر
t  1که{ , , }mt i i  ،

1 1
1

m mt i i i   
 

   
و 

1 1
1

m mi i i t   
 

    و نيز براي

1 1j m   ،j.ها دو بدو متمايز باشند  
با هم متمايز  ۲.۷ها در تعريف jجا که  دقت شود از آن

 (॰)ܶܨܮ	هستند، اگر   داراي يک نقطه ثابت در
در هيچ زنجير ماکزيمالي قرار  گاه  باشد، آن ॰مرز 
  گيرد. نمي

  
5و  1 ،2 ،3 ،4فرض کنيد  .۲.۸مثال 

با نرم  ॰به  ॰تبديلات خطي کسري غيرخودريخت از 
1و براي هر  1سوپريمم  ≤ ݅ ≤ 6 ،i ∂॰  متمايز

1باشند. همچنين فرض کنيد  1 2( )  ،
2 2 3( )   ،3 3 4( )   ،4 5 6( )    و
5 6 2( )   . براي درک بهتر آن نمودار زير را ارايه

  دهيم. مي
31 2

4

1 2 3 4

5 6

5             
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1شود کهملاحظه مي ،۲.۷با توجه به تعريف  2 3( , , )   
4و  5 2 3( , , , )    به ترتيب زنجيرهايي ماکزيمال به ،

∋ حال اگر براي باشند. طول سه و چهار مي ℂ 

1 5, , ،
1 2 51 2 5C C C        را پنج

مرتبه با خودش ترکيب کنيم، ترکيبي خطي از 
عملگرهايي بفرم 

1 2 5i i i
C   

شود که براي  حاصل مي 
1 ≤ ݆ ≤ 5 ،1 5{ , , }

ji   به بيان ديگر . 

1 2

1 2 5 1 2 5
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، داريم ۲.۷با توجه به تعريف 

1 2 5
1i i i  


  .

،]۱۰[از  ۱۲۹لذا با توجه به صفحه 
1 2 5i i i

C     فشرده
از  ۲۰۴صفحه  ۴.۱۰با استفاده از قضيه  است. از طرفي

]۶[، 

1 2 5

1 2 5

5
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5
1 2 5
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و بنابراين

1 2 51 2 5( ) {0}e C C C        .  
دهيم که طيف اساسي ترکيبات  در گزاره بعد نشان مي

هاي ترکيبي که در يک  خطي عملگرهاي ترکيبي با تابع
 باشد. زنجير قرار دارند صفر مي

  
)اگر  .۲.۹گزاره  1 2, , , n   زنجيري ماکزيمال  (

݉باشد، در اين صورت براي هر  ݊به طول  > ݊ ،

1 21 2( )
n

m
nC C C        يک عملگر فشرده

باشد و همچنين  مي

1 21 2( ) {0}
ne nC C C        . 

॰ 1∂فرض کنيد  اثبات. 1{ , , , }n n      و
1براي هر i n  ،1( )i i i   .  بوضوح براي هر
݉ >   داريم ݊
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1 2 1 2
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{1,2,..., }
1

( )

... ... .
n
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ها فقط iبار ترکيب  nاز ميان 

1 2 1n n       1نقطه  از مرز قرص واحد
ها iبار ترکيب  nبرد و بقيه  را به مرز قرص واحد مي

mبرند. حال چون  مي ॰را به داخل  ॰تمام مرز  n 
، براي ]۱۰[از  ۱۲۹صفحه و  ۲.۷تعريف  باشد، طبق مي

1هر  j n ترکيبات بفرم  ، همه
2 1j n

C       و

1 1n n j
C      با توجه به قضيه  بنابراين .اندفشرده

  داريم ]۶[از  ۲۰۴صفحه  ۴.۱۰
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پس
1 21 2( ) {0}.

ne nC C C        غير 
1 (॰)ܶܨܮ 2, , , n    خودريختي فرض کنيد
1و براي هر  t n  ،1t 

  و اگر॰߲   و
1 ,i j n   وجود داشته باشند بطوريکه∂॰ 

( ), ( )i j     ،گاه  آنi j  همچنين .i ها در
  يکي از شرايط زير صدق کنند.

باشد و اگر  ॰∂داراي يک نقطه ثابت در  iالف) تابع 
  نقطه ثابت برايi گاه براي هر  باشد، آن

1 j n   کهj i اگر ،∂॰ ,j j    و
( )j j j  گاه  ، آنj   وj .  

داشته باشد در يک زنجير ماکزيمال قرار  i ب) تابع
داراي نقطه  i، ۲.۷(دقت کنيد که با توجه به تعريف 

باشد). توجه شود که تحت شرايط بالا  نمي ॰∂ثابت در 
2اگر  m n   و

1 2 1{ , , , } { , , }
mi i i n      

॰ ∂و   موجود باشد بطوريکه

1 2
( )( )

mi i i     تعريف  گاه طبق ، آن
۲.۷ ،

1 2 mi i i      و ها  نقطه ثابت آن
  باشد. مي

ها شرايط فوق را دارا iکنيم  در قضيه بعد فرض مي
و طيف اساسي را براي ترکيبات خطي از اين قبيل باشند 

i
C

  کنيم. ها پيدا مي
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شرايط فوق را  n، ... و 1،2اکر  .۲.۱۰ قضيه
براي هر ترکيب خطي بفرم زير از گاه آندارا باشند، 

i
C

 ها داريم
1 21 2( ) \{0}
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i e
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} که در آن :i 	باشد ∂॰	در	ثابت	نقطه	يک	داراي	 i } I= 
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شود که  دقت شود که تساوي آخر از اين مطلب نتيجه مي

با توجه به شرط (الف) بيان شده قبل از صورت قضيه 
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شرايط  n، ... و 1،2فرض کنيد .۲.۱۱نتيجه 
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   ⎕شود. بنابراين با استفاده از قضيه قبل نتيجه حاصل مي
  

1اگر براي هر  .۲.۱۲نتيجه  i n  ،i  وi 
  گاه  را دارا باشند، آن ۲.۵شرايط گزاره 
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ቄ که در آن :i 	باشد i 	داراي	يک	نقطه	ثابت	در i ቅ I= 
1براي هر  اثبات. j n   که( )j j j    و

j j واضح است که ،j  درون يک و فقط يک
ها i گيرد. لذا قرار مي 1زنجير ماکزيمال به طول 

باشند. پس با توجه به  را دارا مي ۲.۱۱شرايط نتيجه 
  ⎕شود.  مطلب اثبات مي ۲.۱۱نتيجه 
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