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ارائه و بررسی شده است. در نورون  5بر  یمبتن لدیهاپف یعصب یهااز شبکه دیمدل جد کدینامیک یمقاله،  نیدر ا

 جاذب از جمله ،یغن اریبس یکینامید یرفتارهاضرائب سیناپسی این مدل، دو پارامتر تعریف شده که با تغییر آنها، 

، آشوب گذرا، ابرآشوب، انشعاب دو برابر سازی دوره تناوب منتهی به آشوب و آشوب ،چنبره(-0) اوبمتنشبه

های دینامیکی مطرح را در بر خواهد گرفت. این مدل تقریبا اکثر پدیده. شدهای همزیست مشاهده خواهند جاذب

 یکه در کارها میکنیمشاهده مانشعاب دو برابر سازی دوره تناوب منتهی به آشوب را  دهیبه طور خاص، ما پد

 a پارامتر رییبا تغ اند.گزارش شدهی، بخصوص سیستم هاپفیلد بعد پنج گردانخود یهاستمیبه ندرت در س یقبل

 یسر کیو پس از عبور از  شودیغاز مچرخه حدی آاز  ستمیتکامل س ندی، فرآبسیار کوچک بازه کیدر 

 نوف،واپیل نمای فیبا استفاده از ط ستمیس یکینامید دهیچیپ ی. رفتارهاشودآشوبناک می ،متناوب یاهجاذب

 .شوندیم یفاز بررس مقاطع مختلف از فضاینمودار انشعاب و 

  
 .آشوب، ابرآشوب، آشوب گذرا، انشعاب دو برابر سازی دوره تناوب، طیف لیاپونوفهای کليدی: واژه

                                                 
  :mh_moslehi@pnu.ac.irEmail                                                                             دار مکاتبات:     عهده*

                                    

های نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 

http://jnrm.srbiau.ac.ir/


 1                                   1430 بهمن و اسفند، پنجاه و دومهم، شماره های نوین در ریاضی/ سال د/ پژوهشمحمد هادی مصلحی
 

 

 

  مقدمه -3
های که از دینامیک (HNN) عصبی هاپفیلد شبکه 

، یک مدل با اهمیت در بین [1] گیردمغز الهام می

در  ینقش اساساست که های عصبی مصنوعی شبکه

قادر به  یمدل نیکند. چنیم فایا 2نورونیمحاسبات 

 یها به روشنمونه ایاز اطلاعات  یبرخ یآورجمع

 . [0، 2ست ]مشابه مغز ا

های ظهور دینامیک ،مطالعات بیولوژیکی متعدد 

تایید  دینامیک مغزپیچیده ای مثل آشوب را در 

است که آشوب  نیو اعتقاد بر ا [9-4]  کنندمی

اطلاعات  یساز رهیپردازش و ذخ یبرا ینقش مهم

. [11-13، 4دارد ] یکیولوژیب یعصب یهادر شبکه

 کاربردهای پرفایدهبه همراه همین موضوع 

دازش اطلاعات و پردر   لدیهاپف یعصب یهاشبکه

الگو، حافظه  صی، مانند تشخیمهندس یهابرنامه

شود تا باعث می، گنالیپردازش س ی وانجمن

های پیچیده در کشف دینامیک متعددیمحققین 

را در دستور کار خود قرار های عصبی هاپفیلد شبکه

 .[0، 2] دهند

به  زین یمصنوع یعصب یهااز شبکه یاریبس

مغز ارائه  وبناکآش دینامیک یسازهیشبمنظور 

در  یو تجرب یعدد قاتیتحقی برخ راً،یاند. اخشده

از  لدیهاپف یهادر شبکه وبناکآش کینامید مورد

مورد توجه قرار  ،ستیهمز یهاجاذبوجود جمله 

 [.11-13] اندگرفته

 یعصب ستمیس یکینامید هاییژگیو بررسی

بر دو هدف  ه،مورد توجه قرار گرفت اریبسهاپفیلد که 

 یداریپا طیاستخراج شرا اول متمرکز است: یاصل

 و یتناوب یاز مدارها داریپا یمدارها صیتشخ یبرا

مانند مدار  ده،یچیپ یکینامید یرفتارها افتندوم ی

آشوب و ابر، آشوب گذرا، آشوب ،یشبه تناوب

در این مقاله،  [.11-13]های همزیست متعدد جاذب

 یشبکه عصب کی یرخطیغ بررسی دینامیکبه 

                                                 
2 neurocomputing 

 یناپسیس یهاکه با وزن یبعد 5 لدیهاپف دیجد

 ایم:هپرداخت ،ساخته شده است ریبا اهداف ز خاص

از مدل  کیستماتیس لیتحل کیانجام  ی)الف( برا

 آشوب. سمیمکان حیو توض یشنهادیپ یعصب

 یناپسیس هایاز وزن یامجموعه فیتعر ی)ب( برا

 یرفتارهای، مورد بررس یمدل عصب هاکه در آن

، آشوب ،یتناوبمانند مدار شبه ده،یچیپ یکینامید

به . دهدرا نشان های همزیست ابرآشوب و جاذب

انشعاب دو برابر سازی دوره  دهیطور خاص، ما پد

تناوب منتهی به آشوب را در این مدل نشان خواهیم 

 یهاستمیبه ندرت در س یقبل یدر کارهاداد که 

، بخصوص سیستم [19-11ی ]بعد پنج گردانخود

 کیدر   a پارامتر رییبا تغ اند.گزارش شدههاپفیلد 

چرخه از  ستمیتکامل س ندی، فرآبسیار کوچک بازه

 یسر کیو پس از عبور از  شودیغاز محدی آ

همچنین  .شودآشوبناک می ،متناوب یاهجاذب

دهیم که تحت شرایطی سیستم آشوبناک نشان می

شده ولی پس از مدتی دینامیک آن به نقطه ثابت 

 پایدار و مدار تناوبی پایدار منجر خواهد شد.

است: در  ریبه شرح ز یعلم ساختار این مقاله 

، به 0شود و در بخش ، مفاهیم پایه مرور می2 بخش

خواهد شد. توصیف ریاضی مدل پیشنهادی پرداخته 

، جزئیات بدست آوردن نتایج عددی و در 4در بخش 

های ، به توصیف انواع دینامیک1تا  5های بخش

شود، پرداخته ای که در این مدل آشکارمیپیچیده

 خواهد شد.

 

 مفاهيم پايه -8

یک سیستم دینامیک پیوسته زمان خودگردان، 

بوسیله دستگاه معادله دیفرانسیل زیر تعریف 

 شود:می

(1) 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥)

= (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), … , 𝑓𝑛(𝑥)). 
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𝑥(𝑡) که در آن ∈ ℝ𝑛  بیانگر بردار حالت در زمان 

𝑡  و𝑓: 𝑈 → ℝ𝑛 یک 𝐶𝑟-  تابع (𝑟 ≥ روی   (1

𝑈یک مجموعه باز  ⊂ ℝ𝑛  فضای . باشدمی

فضای حالت آن ( 1)متغیرهای وابسته سیستم 

نشان داده   𝑀  سیستم نامیده شده و غالبا با

  ℝ𝑛شود که در اینجا ما فضای حالت را همان می

𝑥 برای هر،  𝑓 خواهیم گرفت. میدان برداری ∈ 𝑈  

𝑡 هر و  ∈ ℝ  ،شار زیر را تولید خواهد کرد: 

𝜙:𝑈 × ℝ𝑛 → ℝ𝑛 
𝜙𝑡(𝑥) = 𝜙(𝑡, 𝑥) 

 تابع بوده و  -𝐶𝑟 یک 𝜙𝑡(𝑥)تابع   که

𝜙′
𝑡
(𝑥) = 𝑓(𝜙𝑡(𝑥)),    ∀ 𝑥 ∈

𝑈 , 𝑡 ∈ ℝ  
:𝜙𝑡(𝑥3)} مجموعه 𝑡 ∈ 𝑅} سیر یک خط

 شود. نقطهنامیده می،  𝑥3گذرنده از نقطه  ،سیستم

𝑝  یک نقطه𝜔 - حدی از 𝑥  رگاه نقاطهاست 

𝜙𝑡1
(𝑥) ، 𝜙𝑡2

(𝑥)  ... سیر گذرنده از روی خطو𝑥 

𝜙𝑡𝑖(𝑥)که موجود باشند بطوری → 𝑝 هرگاه 

𝑡𝑖 → ∞ . 

 نمادکه با ی را، حد-𝜔 مجموعه، 𝑥برای نقطه 

Ω (𝑥) بصورت مجموعه همه نقاط ، دهیمنشان می

𝜔-ِنقطه حدی 𝑥 کنیم. همچنین یک تعریف می

را یک مجموعه جاذب  Ωحدی -𝜔 مجموعه

موجود   Ωاز  𝑈 نامیم هرگاه یک همسایگی بازمی

𝑥 که برای هرباشد بطوری ∈ 𝑈 ، رابطهΩ (𝑥) =

Ω  برقرار باشد. حوزه جاذب از یک مجموعه جاذب

هایی ی چنین همسایگینیز بصورت اجتماع همهرا 

 𝐵Ω در نظر خواهیم گرفت که آن را با نماد 𝑈 مثل

 دهند.نمایش می

های حدی نوع اساسی از مجموعه چهاردر اینجا 

  شوند:معرفی می

 :نقطه ثابتالف( 

𝑥 نقطه ∈ 𝑀  را یک نقطه ثابت گوییم هرگاه

𝑡  برای هر ∈ ℝ  ،𝜙𝑡(𝑥) = 𝑥 . 

 :ياحرکت متناوب() متناوبجواب ب( 

𝑥گذرنده از نقطه  𝜙𝑡 جواب ∈ 𝑀  را متناوب

𝑇 گوییم هرگاه عدد ثابت > موجود باشد  3

𝜙𝑡(𝑥) که رابطهبطوری = 𝜙𝑡+𝑇(𝑥)   برای هر

𝑡 ∈ ℝ  برقرار باشد. مجموعه حدی متناظر با جواب

 𝜙𝑡(𝑥)متناوب، یک منحنی بسته است که توسط 

 𝑆1 شود و با دایرهمیدر یک دوره تناوب رسم 

 باشد.ارز توپولوژیک میهم

 )حرکت شبه متناوب(: متناوبشبه جواب پ( 

توان متناوب، تابعی است که میک تابع شبهی

𝑥(𝑡) آن را به صورت مجموع شمارای =

∑ ℎ𝑖(𝑡)𝑖  توابع که در آن، نوشت ℎ𝑖  توابعی ،

 𝜔𝑖 نس و فرکا T𝑖نه کمی تناوب ەدورمتناوب با 

متناهی از  ه، یک مجموعهمچنین .هستند

,�̅�1}های پایه مانند فرکانس �̅�2, … , �̅�𝑞}  با

 :ویژگی های زیر بایستی وجود داشته باشد

 .این مجموعه مستقل خطی است -1

مجموع(،  ەندیس توابع تشکیل دهند)ا𝑖 برای هر -2

 داشته وجود 𝑘𝑞، ... و 𝑘1 ،𝑘2مانند  صحیحی اعداد

𝜔𝑖 بطوری که  باشد = |∑ 𝑘𝑗�̅�𝑗
𝑞
𝑗=1 |. 

-𝑞فرکانس پایه را  𝑞متناوب با یک جواب شبه

- 𝑞متناوب نامند. مجموعه حدی یک جواب 

𝑇𝑞 بعدی-𝑞چنبره  متناوب، با = 𝑆1 × …× 𝑆1 

یک فرکانس اصلی را به  𝑆1دیفئومورف است که هر 

 گذارد. نمایش می

تاکنون تعریف کلی پذیرفته شده برای آشوب 

آشوب به فرم زیر یکی از تعاریف ارائه نشده است. 

 است:

 :حرکت آشوبناکت( 

 متناوبآشــوب، یک رفتــار طولانی مدت غیر»

تصادفی است که وابستـگی در یک سیستم غیر

 « .حســاس به شــرایط اولیــه را نشان میدهد

تصادفی بدین معنی که اگر مقادیر اولیه تغییری غیر

اهد کرد. بدون سیر نیز تغییری نخونکنند آنگاه خط

توان گفت که پرداختن به تعریف معمول، می
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های آشوبناک با سه خاصیت زیر مشخص دینامیک

 شوند:می

آنها خط سیرهای کراندار با دینامیکی  -الف

ما نه تصادفی( و متفاوت با اشبه تصادفی )

 های معرفی شده در بالا هستند.دینامیک

ام آنها به یک مجموعه در فضای فاز به ن -ب

شوند که یک منیفلد ساده مگرا میهجاذب عجیب 

شبیه نقطه، دایره یا چنبره نیست اما یک ساختار 

هندسی پیچیده فراکتالی با یک بعد هاسدورف 

 [.23] کسری دارد

آنها وابستگی شدید سیستم به شرایط اولیه  -ج

که خط سیرهای کنند. بدین معنیرا نمایان می

 و شوندیگر دور میآشوبناک، بطور موضعی از یکد

خیلی کوچک در شرایط اولیه )نقطه  تغییرات

باعث تغییرات بزرگ )با سرعت رشد نمایی(  شروع(، 

 شود.در حرکت آنها می

- 𝑛در فضای فاز (: نمای لياپونوف: )3تعريف 

جهت متعامد  𝑛نمای لیاپونوف متناظر با  𝑛بعدی، 

(   𝑒𝑛.. و ، . 𝑒 1  ،𝑒 2 جهت 𝑛)به عنوان مثال، 

وجود دارد. دو نقطه اولیه نزدیک به هم در فضای 

حالت سیستم را در نظر بگیرید که فاصله آنها در 

 ام ، برابر مقدار بقدر کافی کوچک -𝑖جهت 

‖𝛿𝑖(3)‖  است. اگر فاصله این دو نقطه در فضای

 ‖𝛿𝑖(𝑡)‖ برابر با    𝑡حالت پس از گذشت زمان

صورت زیر تعریف  هب 𝜆𝑖باشد آنگاه نمای لیاپونوف 

 شود:می

𝜆 𝑖 = lim 
1
𝑡

𝑡→∞

𝑙𝑛
𝛿𝑖(𝑡)

𝛿𝑖(3)
 

نماهای مشخصه لیاپونوف به نوعی گسترشی از 

تحلیل پایداری خطی در مورد حرکات غیر تناوبی 

هستند. به طور کلی، آنها نرخ معمولی واگرایی 

کنند. از نمایی مسیرهای مجاور را اندازه گیری می

این نظر آنها اطلاعاتی در مورد سرعت رشد یک 

خطای بسیار کوچک در وضعیت اولیه یک سیستم 

  .[21] را ارائه می دهند

 مجموعه همه نماهای لیاپونوف، طیف لیاپونوف

(LCEsرا تشکیل خواه  )در حالت نقطه  داد. د

. هستندنماهای لیاپونوف منفی  همهپایدار،  ثابت

 ،باشدبه شرایط اولیه حساس  نسبت ی کهسیستم

حداقل یک نمای لیاپونوف مثبت خواهد داشت. این 

مثبت یعنی دو مسیر، با فاصله بینهایت  نمای

کوچک در حالت اولیه، به شدّت از یکدیگر جدا 

شوند. بنابراین حداقل در یک بعد حساسیت می

بسیار زیاد به تغییرات در شرایط اولیه وجود دارد. 

ثابت کرد که در سیستم های زمان [ 1980هاکن ]

پیوسته، برای هر جاذبی غیر از یک نقطه ثابت، یک 

 .[22] توان لیاپونوف همیشه صفر است

های اصلی آشوب، وابستگی یکی از ویژگی

این حساس به شرایط اولیه است. با توجه به 

اجتناب ناپذیر در شرایط  خطاهای کوچکِ وابستگی،

های آشوبناک ستمبه شدت بر وضعیت سی ،اولیه

توان به عنوان عمل را می آشوبگذارد. تأثیر می

متوالی کشش )در امتداد منیفلد ناپایدار(، فشردن 

)در امتداد منیفلد پایدار( و تاخوردگی )ناشی از 

های فضای حالت تصور کرد. غیرخطی بودن( بخش

 ،آشوبناک سیرهایخط از نقطه نظر هندسی، 

[ با ابعاد 20« ]عجیب»های به اصطلاح جاذب

مکانیسم  نتیجه سازند کهرا می )کسری( فراکتال

کشش و تا شدن هست. از نظر ریاضی، یک جاذب 

آشوبناک پیوسته حداقل سه نمای لیاپونوف خواهد 

داشت: یکی مثبت )انبساط(، یک منفی )انقباض( و 

فی یک صفر )در طول مسیر پیشرونده(. به دلیل اتلا

آشوبناک، مجموع کل  یبودن سیستم دینامیک

 [. 24]است منفی  نماهای لیاپونوف

بندیکسون،  -با توجه به قضیه پوانکاره

توانند در های عجیب آشوبناک فقط میجاذب

. فضاهای حالت سه بعدی یا بالاتر اتفاق بیفتند

های عجیب، فراکتال هستند بدین معنی که جاذب

 ( دارند. آنها بعد فراکتال )کسری
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یک پیشنهاد جالب ارائه [ 25] و یورک کاپلان

یک جاذب را به ( 𝑑𝐻)اند که بعد هاسدورف کرده

کند. آنها کمیتی به نام طیف لیاپونوف وابسته می

 بعد لیاپونوف به شرح زیر معرفی نمودند:

𝑑𝐿 = 𝑗 +
∑ 𝜆 𝑖
𝑗
𝑖=1

|𝜆 𝑗+1|
 

که نماهای مشخصه لیاپونوف به فرم معمول زیر 

 اند:همرتب شد

𝜆 1 ≥ 𝜆 2… ≥ 𝜆𝑛 

𝜆1بزرگترین عدد صحیح است که   𝑗و  + 𝜆 2 +

⋯ .≥ 𝜆 𝑗 > 3  . 

بطور ویژه کاپلان و یورک یک فرضیه مطرح کردند 

ها های اتلافی، برای اکثر جاذبکه در سیستم

𝑑𝐿تساوی  = 𝑑𝐻   برقرار است. این فرضیه در

حالت کلی اثبات نشده است اما نتایج متعددی 

از نقطه نظر ریاضی، [. 21] دکنرا تایید می اعتبار آن

های پیوسته زمان خودگردان بندی از جاذبیک رده

بر مبنای طیف لیاپونوف و بعد هاسدورف آنها در 

 . [21] ارائه شده است 1جدول

 

 بيان رياضي مدل پيشنهادی  -1

-5عصبی هاپفیلد   در این بخش، یک مدل شبکه

معرفی و مورد مطالعه قرار بعدی جدید به فرم زیر را 

 دهیممی

(2) 
𝑥′𝑖 = 𝑐𝑖𝑥𝑖 +∑ 𝑎𝑖𝑗

5

𝑗=1
tanh(𝑥𝑗) 

 𝑖 = 1,2, … ,5 
 

امین -𝑖بیانگر وضعیت فعالیت 𝑥𝑖(𝑡) که در آن 

 ام،-𝑖بیانگر نرخ شارژ نورون 𝑡  ،𝑐𝑖نورون در زمان 

𝑎𝑖𝑗  بیانگر وزن ارتباطات سیناپسی از𝑖- امین به𝑗-

هر نورون هم به  (2)امین نورون است. در سیستم 

طریق از های شبکه خودش و هم به سایر نورون

متصل  𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥)توابع غیر خطی زیگموئیدی 

 است.

 کنیم:( را به فرم زیر بازنویسی می2سیستم )

 

(0

) 

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= −𝑥1 + 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥1) + 3.1 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥2)  

          −(2.1 − 𝒂) 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥0) − 3.9 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥4)
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= −𝑥2 + (2 + 𝒃) 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥2)                 

        +0.2 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥0) + 3.25 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥5)
𝑑𝑥0

𝑑𝑡
= −𝑥0 + 0 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥1) − 0 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥2)  

+ 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥0)                            
𝑑𝑥4

𝑑𝑡
= −(133 + 03𝐚)𝑥4 + 91 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥1)      

+ 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥2) + 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥0)   

        +110 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥4) + 3.1 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥5)
𝑑𝑥5

𝑑𝑡
= −13𝑥5 + 133 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥1)                    

+𝑡𝑎𝑛 ℎ(𝑥2) + 3.8𝑡𝑎𝑛ℎ (𝑥0)

   +3.0𝑡𝑎𝑛ℎ (𝑥4) + 13𝑡𝑎𝑛ℎ (𝑥5)

 

 

پارامترهای قابل تنظیم هستند.   𝑏و   𝑎که در آن 

ضرایب سیستم، پس از بررسی های فراوان روی 

ای که بگونه اندمقادیر مختلف، بدست آورده شده

 اهداف ما را برآورده کنند. 

 

 جزئيات بدست آوردن نتايج عددی -0

از آنجایی که در حال حاضر تجزیه و تحلیل کامل 

غیرممکن است، اکثر  (0) ریاضی برای سیستم

تحقیقات مبتنی بر تحلیل های عددی و کامپیوتری 

است. با پیروی از این رویه رایج، این مقاله رویکردی 

مبتنی بر تحلیل عددی دارد و در واقع نتایج عددی 

در این مقاله با آزمون و خطای چندین باره به دست 

 آمده اند. 

جزیه ، ت(0) های سیستم غیرخطیبه دلیل پیچیدگی

غیرممکن  این سیستمو تحلیل کامل ریاضی برای 

های عددی و اکثر تحقیقات مبتنی بر تحلیل و است

گیری عددی سیستم کامپیوتری است. انتگرال

HNN  های کنندهیک چالش واقعی برای حل

ODE کنند، که از طول گام ثابت استفاده می
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کند. نتایج عددی به شرایط اولیه، طول نمایان می

گام انتگرالگیری و حتی روش عددی بستگی دارد. 

بنابراین، برای برخی از مقادیر پارامترها، برخی از 

های عددی ممکن است نتایج متفاوت روش

ای برای مقادیر پارامتر و شرایط اولیه غیرمنتظره

 یکسان ارائه دهند.
 

در این مقاله،  برای محاسبه نماهای لیاپونوف از 

، قابل اجرا در نرم افزار   MATDSافزاری بسته نرم

Matlab  با تغییراتی جهت گرفتن خروجی یک ،

بعدی و دو بعدی مورد نیاز، استفاده شده و برای 

در محیط نرم  ode45کننده ها نیز حل   ODEحل

 با  Matlabافزار 
𝑅𝑒𝑙𝑇𝑜𝑙 = 3.3331   
𝐴𝑏𝑠𝑇𝑜𝑙 = 3.3331 

جا  بکار گرفته شده است. شرایط اولیه نیز همه

 بصورت
[3.2 3.31 3 3 3] 

در نظر گرفته شده مگر اینکه به صراحت مقادیر 

 دیگری ذکر شود.

( 0، برشی از فضای حالت سیستم )1در شکل 

ترسیم شده است. این  𝑏و  𝑎به ازای مقادیر مختلف 

های متنوع و پیچیده برای شکل وجود جاذب

 𝑏و  𝑎سیستم مذکور را به ازای مقادیر مختلف 

 دهد. نشان می

 
بر  𝑥0( ) 0برشی از فضای حالت سیستم ):  1شکل

 . 𝑏و   𝑎( به ازای مقادیر مختلف  𝑥2حسب 

 

و علمی این موضوع، در  برای بررسی دقیق

( با 0، بزرگترین نمای لیاپونوف سیستم )2شکل

ترسیم   [1,1−]روی بازه  𝑏و  𝑎تغییر دو پارامتر 

شود که در نقاط مختلفی، شده است. ملاحظه می

نمای لیاپونوف مثبت یا صفر وجود دارد و همین 

وستهیخودگردان پ یها: انواع جاذب 1جدول    

دینامیک 

 جاذب

د 
بع

ه
ف )

ور
سد

ا
𝑑
𝐻

) 

 )علامت( LECطیف 

 قطه ثابت
3 

−,−,−,−,− 

چرخه 

 حدی
)حرکت 

 متناوب(

1 
3, −, −, −,− 

𝑙 -چنبره 
)حرکت 

 متناوب(شبه

𝑙 
3, ⋯ ,3⏟  
𝑙≥2

, −,⋯ ,−⏟    
5−𝑙

 

 

2 ≤ 𝑙 ≤ 𝑁 − 1 

𝑘 –آشوب 

𝑘
+
𝑙
<
𝑑
𝐻
<

 

+,⋯ ,+⏟    ,
𝑘

3, ⋯ ,3⏟  ,
𝑙

−,⋯ ,−⏟    
𝑚

 

 

1 ≤ 𝑘, 𝑙, 𝑚 ≤ 0 

𝑘 + 𝑙 + 𝑚 = 5 
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موضوع وجود جواب های متناوب و آشوبناک را 

 سازد.ور میمتص

 
( با تغییر دو 0بزرگترین نمای لیاپونوف سیستم ) 2شکل

 [1,1−]روی بازه  𝑏و  𝑎پارامتر 

 

 متناوب و شبه متناوب جواب - 8

 متناوب  جواب 3 -8

𝑎( را با فرض  0سیستم ) = 𝑏و  1− = −3.10 

در نظر بگیرید. در این حالت نماهای لیاپونوف 

 سیستم تا چهار رقم اعشار به شرح زیر هستند:
3.3319  − 3.3125 − 3.3151  − 9.24 

− 13.81 
با گرد کردن نماهای لیاپونوف تا دو رقم اعشار، 

شود که سیستم دارای یک نمای ملاحظه می

لیاپونوف با مقدار صفر و چهار نمای لیاپونوف با 

ر منفی می باشد. بنابر اطلاعات مندرج در مقدا

، سیستم در این حالت یک جواب متناوب 1جدول 

سازی کامپیوتری ، شبیه0خواهد داشت. در شکل 

 سیستم نیز با شروع از نقطه
[−3.0318   − 3.1021   
− 3.2132    1.1929    4.1142] 

کند، وجود تغییر می1333 تا  3 از  𝑡در زمانی که 

کند. در اینجا بعد ب را تایید میجواب متناو

 خواهد بود. 1لیاپونوف  برابر با 

 
 ( به ازای0برشی از فضای حالت سیستم ):  0شکل

𝑎فرض   = 𝑏و  1− = −3.10 

 

 چنبره(-1شبه متناوب ) جواب 8 -8

𝑎( را با فرض  0سیستم ) = 𝑏و  3.9 = −3.1  

در نظر بگیرید. در این حالت نماهای لیاپونوف 

 سیستم تا چهار رقم اعشار به شرح زیر هستند:
3.3331   3.3333  − 3.3331   − 13.33   

− 50.31 
( رقم 0با گرد کردن نماهای لیاپونوف تا دو )حتی 

شود که سیستم دارای سه نمای اعشار، ملاحظه می

ونوف با مقدار لیاپونوف با مقدار صفر و دو نمای لیاپ

، 1منفی می باشد. بنابر اطلاعات مندرج در جدول 

سیستم در این حالت یک جواب شبه متناوب 

سازی کامپیوتری ، شبیه4خواهد داشت. در شکل 

 سیستم نیز با شروع از نقطه
[ −3.3850    3.3312    

 3.1145    3.8015    1.1492] 
، وجود کندتغییر می153 تا  3 از  𝑡در زمانی که 

کند. در اینجا بعد لیاپونوف  چنبره  را تایید می-0

 خواهد بود. 0برابر با 
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 ( به ازای0برشی از فضای حالت سیستم ):  4شکل

𝑎 = 𝑏و  3.9 = −3.1 
 

 آشوب و ابر آشوب – 6

 آشوب 6-3

𝑎( را با فرض  0سیستم ) = 𝑏و  1 = در نظر  3.1

بگیرید. در این حالت نماهای لیاپونوف سیستم تا 

 چهار رقم اعشار به شرح زیر هستند:
3.3183  3.3333  − 3.1858  − 9.99  − 11.12 

، دینامیک نماهای لیاپونوف در این حالت را 5شکل 

با گرد کردن نماهای لیاپونوف تا دو دهد. نشان می

ی یک شود که سیستم دارارقم اعشار، ملاحظه می

نمای لیاپونوف با مقدار مثبت، یک نمای لیاپونوف با 

مقدار صفر  و سه نمای لیاپونوف با مقدار منفی 

، سیستم 1باشد. بنابر اطلاعات مندرج در جدول می

، 1در این حالت، آشوبناک خواهد شد. در شکل 

 سازی کامپیوتری سیستم نیز با شروع از نقطهشبیه
[3.3101   
− 3.1434    3.1329    3.9584    1.9999] 

کند، وجود تغییر می1333 تا  3 از  𝑡در زمانی که 

کند. در اینجا بعد لیاپونوف  برابر آشوب را تایید می

 خواهد بود. 0.011با 

 

 
( به ازای 0دینامیک نماهای لیاپونوف سیستم ):  5شکل

𝑎 = 𝑏و   1 = . دو نمای لیاپونوف دیگر، کمتر از  3.1

 هستند و در این شکل رسم نشده اند. 9−

 

 
 ( به ازای0برشی از فضای حالت سیستم ):  1 شکل

𝑎 = 𝑏و  1 = 3.1 

 ابر آشوب  6-8

در گذشته، یک سیگنال آشوبناک با تنها یک 

توان مثبت لیاپونوف برای پنهان کردن پیام های 

، 1995شد. تا سال ارسالی در مخابرات استفاده می

سردیرا ثابت کردند که سیگنال زمانی که پرز و 

توان به راحتی استخراج آشوبناک را گاهی اوقات می

کرد، و امنیت انتقال داده ها با این روش زیر سوال 

با این وجود، سیستم ابرآشوبناک بعد  [.28رفت ]

[. سیستم 29تواند بر این مشکل غلبه کند ]بالا می
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باید  ابرآشوبناک در زمان پیوسته، که حداقل بعد آن

چهار باشد، معمولاً به عنوان یک سیستم آشوبناک 

شود که با حداقل دو توان لیاپونوف مثبت تعریف می

دهد پویایی آن در بیش از یک جهت به نشان می

به دلیل کاربردهای  یابد.طور همزمان گسترش می

زیاد، سیستم های ابر آشوبناک به طور فعال  بالقوه

ربردی فن آوری مورد های کادر بسیاری از زمینه

[ و ارتباطات 03اند، مانند لیزرها ]مطالعه قرار گرفته

 [.02،01ایمن ]

𝑎( را با 0اگر سیستم ) = 𝑏و  3.2 = −3.2 

در نظر بگیریم. در این حالت نماهای لیاپونوف 

 سیستم به شرح زیر هستند:
3.1142     3.3115    − 3.3334      − 9.99     

− 11.21 
ماهای لیاپونوف در این حالت را ، دینامیک ن1شکل 

با گرد کردن نماهای لیاپونوف تا دو دهد. نشان می

شود که سیستم دارای دو رقم اعشار، ملاحظه می

نمای لیاپونوف با مقدار مثبت، یک نمای لیاپونوف با 

مقدار صفر  و دو نمای لیاپونوف با مقدار منفی 

تم ، سیس1باشد. بنابر اطلاعات مندرج در جدول می

آشوب( خواهد -0در این حالت، ابرآشوبناک )دارای 

سازی کامپیوتری سیستم نیز ، شبیه8شد. در شکل 

 با شروع از نقطه
[3.0415    3.4191   − 3.2039   

− 3.5131    9.3881] 
کند، وجود تغییر می1333 تا  3 از  𝑡در زمانی که 

کند. در اینجا بعد لیاپونوف  ابرآشوب را تایید می

 خواهد بود. 0.31برابر با 

 

 آشوب گذرا   -7

 آشوب گذرا به نقطه ثابت پايدار  7-3

𝑎یک رفتار آشوبناک جالب توجه در  =

𝑏و  3.28− = همانطور  شود.ملاحظه می  3.2−

هد، دنشان می 9و  8های که نمودار فاز در شکل

رفتار آشوبناک به طور قابل توجهی به طول 

توان رود. بنابراین، میانجامد و سپس از بین میمی

 در نظر گرفت. آن را به عنوان آشوب گذرا

 

 
𝑎( با 0دینامیک نماهای لیاپونوف سیستم ):  1شکل =

𝑏و  3.2 = . دو نمای لیاپونوف دیگر، کمتر از  3.2−

 هستند و در این شکل رسم نشده اند. 9−

 

 
 ( به ازای0برشی از فضای حالت سیستم ):  8 شکل

𝑎با  = 𝑏و  3.2 = −3.2 
 

رسد که سیستم دارای نوعی در اینجا به نظر می

 رفتار تواندمی آن جهبوده که در نتی "خودکنترلی"

ند در نگاه اول، این چهر  .ببرد بین از را آشوبناک

دهنده همزیستی یک جاذب رفتار سیستم نشان
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آشوبناک با یک گره کانونی پایدار است اما پس از 

 نقطه ثابت، تر پایداری مدت زمان کافی، با تأثیر قوی

 رود. رفتار اشوبناک از بین می

این وضعیت بر پیچیدگی فرضی ساختار مرزیِ 

  HNNسیستم  ۀهای جاذب در هم تنیدحوضه

 .تاکید دارد

 
𝑎( در 0برشی از فضای حالت سیستم ):  8 شکل =

𝑏و  3.28− = و  𝑥2و ترسیم دو متغیر حالت  3.2−

𝑥0  نسبت به زمان 

 

، تغییرات نماهای لیاپونوف سیستم 13در  شکل 

𝑎 ( برای0) = 𝑏و  3.28− = بر حسب  3.2−

زمان رسم شده است که آشوب گذرا را تایید 

 کند.می
 

 

 
𝑎( در 0برشی از فضای حالت سیستم ):  9 شکل =

𝑏و  3.28− = و  𝑥0و ترسیم دو متغیر حالت  3.2−

𝑥5  نسبت به زمان 

 

 
( در  0دینامیک نماهای لیاپونوف سیستم ):  13شکل

𝑎 = 𝑏 و 3.28− = . دو نمای لیاپونوف دیگر، 3.2−

 هستند و در این شکل رسم نشده اند. 9−کمتر از  
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 حدی پايدار آشوب گذرا به چرخه  7-8

𝑎در دیگر  یک رفتار آشوبناک = 𝑏و  3.2− =

های نمودار فاز در شکل شود.ملاحظه می 3.11−

از  پسرفتار آشوبناک  که دهدنشان می 12و  11

و جای خود را به یک چرخه  رودبین میمدتی از 

دهد. حدی پایدار )جواب متناوب پایدار( می

توان آن را به عنوان آشوب گذرا در نظر بنابراین، می

گرفت. 

 
𝑎( در 0برشی از فضای حالت سیستم ):  11 شکل =

𝑏 و 3.2− = و  𝑥2و ترسیم دو متغیر حالت  3.11−

𝑥0  نسبت به زمان 

𝑎( در 0برشی از فضای حالت سیستم ):  12 شکل =

𝑏 و 3.2− = و  𝑥2و ترسیم دو متغیر حالت  3.11−

𝑥0  نسبت به زمان 

 

 
( در  0دینامیک نماهای لیاپونوف سیستم ):  10شکل

𝑎 = 𝑏و   3.28− = . دو نمای لیاپونوف دیگر، 3.2−

 هستند و در این شکل رسم نشده اند. 9−کمتر از  
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، تغییرات نماهای لیاپونوف سیستم 10در  شکل 

𝑎در (  دیگر 0) = 𝑏و  3.2− = رسم   3.11−

 کند.شده که آشوب گذرا را تایید می

 

انشعاب دو برابر سازی دوره تناوب منتهي   -5

 به آشوب

𝑏با ثابت نگه داشتن  =   𝑎و تغییر   3.4322−

,3.111−]روی بازه   و محاسبه دو  [3.199−

ترسیم شده است.   14نمای لیاپونوف بزرگتر، شکل 

قم اعشار، با در نظر گرفتن نماهای لیاپونوف تا دو ر

شود که در این بازه، ابتدا چرخه حدی و ملاحظه می

برای  15سپس آشوب وجود خواهد داشت. در شکل 

، سناریوی انشعاب دو برابر سازی 𝑎برخی از مقادیر 

 دوره تناوب به آشوب مشاهده شده است.
 

 
𝑏( با 0نماهای لیاپونوف سیستم ):  14 شکل =

 روی بازه  𝑎و تغییر  3.4322−

 [−3.111, −3.199]. 

 

، به ترتیب 1پ11و  1ب11، 1الف11های در شکل

( مربوط به شکلهای 𝑡بر حسب  𝑥0سری زمانی )

,433]پ در بازه زمانی 15ب و 15الف، 15 533] 

,3]ترسیم شده است. همچنین بازه زمانی  2333]  

 
(  ( با 0برشهایی از فضای حالت سیستم ):  15 شکل

𝑏 = انشعاب دو برابر دهنده تبدیل ، نشان 3.4322−

تغییر  𝑎به سمت آشوب زمانی که سازی دوره تناوب 

 کند.می
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 𝑥0مربوط به سری زمانی ) 1و پ 1، ب1الف:  11 شکل

 𝑥0مربوط به ماکزیمم  2و پ 2، ب2( و  الف𝑡بر حسب 

,3]زیربازه حاصل از افراز بازه زمانی  13روی  2333]  ،

 پ15ب و 15الف، 15به ترتیب مرتبط با  به شکلهای 

 

روی   𝑥0قسمت تقسیم کرده و ماکزیمم   13را به 

های هر کدام از این قسمتها محاسبه و شکل

با رعایت همان ترتیب  2پ11و  2ب11، 2الف11

زیربازه است.  13قبلی بیانگر ماکزیمم ها روی این 

ربوط به که م 2الف11شود که در شکل ملاحظه می

الف 15چرخه حدی نشان داده شده در شکل 

باشد، بعد از گذشت زمان مشخص، تنها یک می

ماکزیمم خواهیم داشت. این موضوع برای شکل 

که مربوط به دوره حدی نشان داده شده در  2ب11

شود باشد، به دو ماکزیمم تبدیل میب می15شکل 

که مربوط به جاذب  2پ11در حالی که شکل 

باشد، پ می15نشان داده شده در شکل آشوبناک 

دارای تعداد زیادی ماکزیمم است. این موضوع 

تاییدی بر تبدیل انشعاب دو برابر سازی دوره تناوب 

باشد. در می 15به آشوب نشان داده شده در شکل 

، تا چهار رقم اعشار، 15، جزئیات شکل 2جدول 

 آورده شده است.
 

  15اطلاعات مربوط به شکل :  2 جدول

ل 
شک

15
ف

ال
 

شرط 

 اولیه
[−3.10, −3.13, 3.10, −2.84 , −10.08]  

𝐿𝐸𝑠 3.3301,    − 3.3318,    − 3.3858, 
     −9.80 ,    − 13.01 

ل 
شک

15
 ب

شرط 

 اولیه
[−3.13 , −3.18, 3.22, −2.12, −12.04] 

𝐿𝐸𝑠 3.3309,    − 3.3391,    − 3.3119, 
      −9.84,     − 13.00 

ل 
شک

15
 پ

شرط 

 اولیه
[−3.89, −3.59, 3.13, −2.95, −14.29] 

𝐿𝐸𝑠 3.3203,    − 3.3333 ,   − 3.1311, 
      −9.84,     − 13.00, 

𝑑𝐿 2.3221 

 

 هـازيستي جاذبهم  -9

بطور غیر منتظره ای با بررسی بیشتر آشوب، 

های آشوبناک بسیاری از سیستممشخص شده که 

)جاذب( برای یک دارای چندین حالت پایدار نهایی 

مجموعه معین از پارامترها هستند. این پدیده به 

های همزیست شناخته عنوان چندپایداری یا جاذب

تر اینکه چندپایداری در بسیاری از شود. جالبمی

های طبیعی مشاهده شده است و معمولاً سیستم

[. 00کند ]ها ایفا مینقش مهمی در عملکرد سیستم
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چندپایداری اولین بار به صورت تجربی شواهد واضح 

[. از آن 04] در یک لیزر گازی کیوسوئیچ آشکار شد

های آشوبناک با چندپایداری به طور زمان سیستم

[. با این حال، 01-05گسترده گزارش شده است ]

چندپایداری، به عنوان یک جهت تحقیقاتی جدید 

در نظریه آشوب، هنوز در مراحل ابتدایی خود است. 

زده با های آشوبنابراین، بررسی سیستمب

در شکل  چندپایداری نیاز به تحقیقات بیشتری دارد.

زیستی دو جاذب آشوبناک و دو چرخه ، هم11

الف، 11متناوب نشان داده شده است. در شکل 

𝑎 ( برای0برشهایی از فضای حالت سیستم ) = 1 

𝑏و  = رسم شده است. شکل آبی با شرط  3.1

 اولیه 
𝑋3
= [3.2121    3.5149   
− 3.4990    1.2124    9.0041] 

ترسیم شده است.  𝑋3−و شکل قرمز با شرط اولیه 

ب نیز برشهایی از فضای حالت سیستم 11در شکل 

𝑎 ( برای0) = 𝑏و  3.9853 = رسم  4341−

 شده است. شکل آبی با شرط اولیه 
𝑌3
= [−3.3938   − 3.0588   
− 3.3531    3.1091    1.1312] 

 ترسیم شده است. 𝑌3−قرمز با شرط اولیه و شکل 

 

 نتيجه گيری
 یهامدل از شبکه کما دینامیک یمقاله،  نیدر ا

با ارائه وزن های  نورون 5بر  یمبتن لدیهاپف یعصب

بررسی و تحلیل کردیم. در ضرائب  سیناپسی جدید 

سیناپسی این مدل، دو پارامتر گنجاندبم که با تغییر 

مدار  از جمله ،یغن اریبس یکینامید یرفتارهاآنها، 

، آشوب گذرا، آشوب ،چنبره(-0ی )تناوبشبه

ابرآشوب ، و انشعاب دو برابر سازی دوره تناوب 

های همزیست را آشکار منتهی به آشوب و جاذب

 a پارامتر رییبا تغنشان دادیم که ، ویژه. به نمودیم

,3.111−]بسیار کوچک  بازه کیدر  −3.199] ،

و  شودیغاز مچرخه حدی آاز  ستمیتکامل س ندیفرآ

 ،متناوب یاهجاذب یسر کیپس از عبور از 

 یکینامید دهیچیپ ی. رفتارهاشودآشوبناک می

نمودار  نوف،واپیل نمای فیبا استفاده از ط ستمیس

 یفاز بررس مقاطع مختلف از فضایانشعاب و 

تواند برای محققین در . این موضوع میشوندیم

های غیر خطی و سیستمهای عصبی حوزه شبکه

 راهگشا باشد.

 
 زیستی دو جاذب آشوبناکهم -الف:  11 شکل

 زیستی دو چرخه متناوبهم -و ب
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