
 

 http://jnrm.srbiau.ac.irدسترسي در سايتِ 

 4141  بهمن و اسفند، پنجاه و هشتمهم، شماره يازدسال 

 X855-8855شماره شاپا: 

     
    

 

 

 های آبلي متناهیا تولید شدهخواص مرکز مطلق در گروه
 

*
* 

 پروانهفرود 8

 

 گروه ریاضی، دانشکده علوم پایه، واحد کرمانشاه، دانشگاه آزاد اسلامی، کرمانشاه، ایران

 

 

 00/96/0493تاریخ پذیرش مقاله:   52/90/0495مقاله:  ارسالتاریخ 

 چکیده

است و   𝐺 𝑍(𝐺) یعنی شود در واقع تعمیم مفهوم مرکز گروهنشان داده می   𝐿(𝐺)که با  𝐺  مرکز مطللق گروه

پوچتوانی پذیری و خود[ مفاهیم خودحل7[ و ]6ها قرار گرفته است. در ]از محققین نظریه گروه بسیاریمورد مطالعه 

[ ثابت شده است، اگر 2اند. و همچنین در ]های مطلق گروه است معرفی شدهها که مرتبط با مرکزگروه
𝐺

𝐿(𝐺)
متناهی   

باشند، متناهی می 𝐺های به ترتیب زیرگروه خودجابجاگرها و گروه اتومورفیسمکه  𝐴𝑢𝑡(𝐺)و  𝐾(𝐺)باشد آنگاه  

 های آبلی متناهیاهستند.. هدف از نوشتن این مقاله شناسایی کامل و بررسی خواص  مرکز مطلق گروه برای گروه

تناهی های آبلی مگروهگیریم. ابتدا قضیه را برای برای اثبات قضیه اصلی دو حالت در نظر می باشد.تولید شده می

ای هکنیم. برای اثبات قضیه شدیدا از قضیه اساسی جبر و تجزیه گروه به حاصل ضرب مستقیم زیرگروهاثبات می

. یمکنمی ثابت را قضیه حالت این در. باشد فرد عدی مرتبه از گروه کنیممی فرض ادامه شود. دردوری استفاده می

وه گیریم که گرنظر می سپس حالتی را در. شودمی ثابت قضیه باشد نیز زوج گروه مرتبه که درحالتی همچنین

 . (های آبلی متناهیا تولید شدهگروه). نامتناهی و دارای تعداد مولد متناهی باشد
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 مقدمه .4

کند اگر گروه خارج قسمتی ثابت می[ 2]پیتر هگارتی در  0004در 
𝐺

𝐿(𝐺)
نیز متناهی  𝐾(𝐺)متناهی باشد آنگاه  

کند اگربود که بیان می 0094است که البته این قضیه خود تعمیم قضیه معروف شور در 
𝐺

𝑍(𝐺)
متناهی باشد آنگاه  

𝐺′  پذیر که دقیقا توان و خودحلنیز مفاهیم جدید خودپوچ [7[ و ]6]بوسیله 5902و   5909متناهی است. در

سری اتومرکزی افزایشی از مرکزهای  [7]باشد معرفی شده است. بخصوص در مرتبط با مرکزهای مطلق گروه می

رکز کند نه فقط متعریف شده است. همچنین بیان می ،مطلق یک گروه که تعمیم سری افزایشی مرکزی گروه است

مراجعه  [5[، ]3] [،4]که مرکزهای مطلق گروه کاربرد و مورد استفاده دارد. برای اطلاعات بیشتر به مطلق گروه،  بل

 شودبصورت زیر تعریف می از هرمرتبه𝐺 شود. مرکزمطلق گروه

𝐿(𝐺) = 𝐿1(𝐺) ⊆ 𝐿2(𝐺) ⊆ ⋯ ⊆ 𝐿𝑛(𝐺)… ,
𝐿𝑖+1(𝐺)

𝐿𝑖(𝐺)
= 𝐿 (

𝐺

𝐿𝑖(𝐺)
) , 𝑖 ≥ 1 

𝐿𝑖(𝐺) را مرکز مطلق   𝑖   گروه 𝐺 نامییم.می   

اینجا در قالب یک قضیه اصلی و چند قضیه فرعی مرکز مطلق گروه، برای گروهای آبلی متناهیا تولید شده  در

,𝐿𝑖(𝐺))توانیم مرکزهای مطلق یعنی می [7]شود. به کمک این مقاله و شناسایی و معرفی می برای  (𝑖دلخواه

 های آبلی و متناهیا تولید شده بدست آوریم.گروه

ه روش کنیم. چون قضیه اصلی بکاربردی دارند را بیان میبرای اثبات قضیه اصلی ابتدا چند قضیه جبر پایه که موارد 

ه، را در نظر گرفتشود، به شکل چند لم یا قضیه حالات متفاوت و ممکن حکم حالات یا برهان فرسایشی ثابت می

 شود.گروه ارائه میکنیم. ابتدا تعمیم تعریف مرکز مطلق بررسی و اثبات می

 باشد در این صورت  𝐺زیر مجموعه یا زیرگروهی از  𝑆یک گروه و  𝐺فرض کنید  تعريف:

L𝑆(G) = {s ∈ S: [s , α] = 𝑠−1α(s) = 1 , ∀αϵ𝐴𝑢𝑡(𝐺)} 

   L𝑆(G) یک زیرگروه مشخصه از Gباشد اگرمی G = 𝑆 آنگاهL𝑆(G)  را مرکز مطلق گروه𝐺 نامیم و با می𝐿(𝐺) 

 دهیم یعنینشاه می

L(G) = {g ∈ G: [g , α] = 𝑔−1α(g) = 1 , ∀αϵ𝐴𝑢𝑡(𝐺)} 

,در هر حالت ممکن برای 𝑆  L𝑆(G)همواره مشمول در 𝐿(𝐺) تعریف مرکز مطلق گروه، نتیجه  است. و البته از

𝐿(𝐻)باشد آنگاه  𝐺زیرگروه مشخصه گروه  𝐻شود اگر می ⊆ 𝐿(𝐺). 

 شده است.اقتباص   [0]ها جبر پایه از علائم معمول و استاندارد جبر، و قضیه

را به صورت حاصل ضرب مستقیم  𝐺توان آبلی متناهی باشد در این صورت مییک گروه 𝐺  فرض کنید  :4قضیه

 زیر گروهای سیلوی خود نمایش داد.

 0-05قضیه  [0] اثبات:

|𝐺|یک گروه آبلی  و   𝐺فرض کنید  :8قضیه = 𝑝𝑛  که در آن𝑝  عددی اول باشد. در این صورتG    برابر با

های یکتا است مگر در ترتیب قرار گرفتن زیرگروه Gاست و این تجزیه حاصل ضرب مستقیم زیرگروهای دوری خود 

 دوری موجود در حاصل ضرب.
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 5-05قضیه [0] اثبات :

… ، 𝐺1 ، G2یک گروه و  Gفرض کنید : 3قضیه ، G𝑛     زیر گروهای نرمال گروهG باشند بطوریکه 

 |𝐺𝑖| = 𝑔𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑗 , (𝑔𝑖 , 𝑔𝑗 ) = 𝐺و  1 = 𝐺1 × 𝐺2 × …× 𝐺𝑛  در این صورت 

𝐴𝑢𝑡(𝐺) = 𝐴𝑢𝑡(𝐺1) × 𝐴𝑢𝑡(𝐺2) × …× 𝐴𝑢𝑡(𝐺𝑛) 

  4-05لم  [0] اثبات :

… ، 𝐺1 ، G2یک گروه و  Gفرض کنید  :1قضیه ، G𝑛     زیر گروهای نرمال گروهG باشند بطوریکه 

 |𝐺𝑖| = 𝑔𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑗 , (𝑔𝑖 , 𝑔𝑗 ) = 𝐺و  1 = 𝐺1 × 𝐺2 × …× 𝐺𝑛  در این صورت 

𝐿(𝐺) = 𝐿(𝐺1) × 𝐿(𝐺2)…× 𝐿(𝐺𝑛) 

 داریم 3از قضیه اثبات:

 𝜏: 𝐴𝑢𝑡(𝐺) → 𝐴𝑢𝑡(𝐺1) × 𝐴𝑢𝑡(𝐺2) × …× 𝐴𝑢𝑡(𝐺𝑛),  𝜏(𝜑) = (𝜑|𝐺1 , 𝜑|𝐺2 , … , 𝜑|𝐺𝑛) 

:𝛾و  𝐴𝑢𝑡(𝐺1) × 𝐴𝑢𝑡(𝐺2) × …× 𝐴𝑢𝑡(𝐺𝑛) → 𝐴𝑢𝑡(𝐺), 𝛾((𝜃1, 𝜃2, … 𝜃𝑛)) =

𝜃1̅̅ ̅𝑜𝜃2̅̅ ̅𝑜 …𝑜𝜃𝑛̅̅ ̅ 

𝜃𝑖̅(𝑔1𝑔2…𝑔𝑖که در آن …𝑔𝑛) = 𝑔1𝑔2…𝜃𝑖(𝑔𝑖)…𝑔𝑛.توان دید که . می𝜏  و𝛾  دو یکریختی معکوس

𝑥هم هستند. حال فرض کنید  ∈ 𝐿(𝐺)  و𝛼𝑖 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝐺𝑖)  و دلخواه، لذا∃𝑥𝑖 ∈ 𝐺𝑖 ∶ 𝑥 = 𝑥1𝑥2…𝑥𝑛 

𝑒 = 𝛼1̅̅ ̅𝑜𝛼2̅̅ ̅𝑜 …𝑜𝛼𝑛̅̅̅̅ (𝑥1𝑥2…𝑥𝑛) = 𝛼1(𝑥1)𝛼2(𝑥2)…𝛼𝑛(𝑥𝑛) ⇒ 𝛼𝑖(𝑥𝑖) = 𝑒 

⟹ 𝑥𝑖 ∈ 𝐿(𝐺𝑖) ⇒ 𝑥 = 𝑥1𝑥2…𝑥𝑛 ∈ 𝐿(𝐺1) × 𝐿(𝐺2)…× 𝐿(𝐺𝑛) 

⟹ 𝐿(𝐺) ⊆ 𝐿(𝐺1) × 𝐿(𝐺2)…× 𝐿(𝐺𝑛) 

 به طریق مشابه عکس جزئیت نیز برقرار است لذا

𝐿(𝐺) = 𝐿(𝐺1) × 𝐿(𝐺2)…× 𝐿(𝐺𝑛) 

 توان دید اده و به کمک تعریف مرکز مطلق میبا محاسبات نسبتا س

𝐿(𝑍2) = 𝐿(𝑍4) = 𝐿(𝑍8) = 𝐿(𝑍4 × 𝑍2) ≅ 𝑍2 , 𝐿(𝑍2 × 𝑍2) = {𝑒} 

دهیم که در اثبات قضیه اصلی کاربرد دارند. قضیه اصلی مقاله که به وسیله آن وضعیت ارائه می حال چند قضیه

 .کنیمرا بصورت زیر بیان می شودمیمرکز مطلق یک گروه آبلی متناهیا تولید شده کاملا مشخص 

 قیتحق نهیشیو پ ینظر يمبان. 8

دارد وم علسایر های شیمی و کاربردهای در رشتهباشد که الیته های ریاضیات محض میها یکی از گرایشنظریه گروه

 در توان بیان کرد که صوص پیشینه مطالب مورد مطالعه میدر خ. باشدمی هاقاله حاضر در زمینه جبر، گروهو م

برای گروه خارج قسمتی   که اگرکند شخصی به نام شور ثابت می 0094 سال
𝐺

𝑍(𝐺)
متناهی  ′𝐺متناهی باشد آنگاه  

کند اگر گروه خارج قسمتی ثابت می[ 2]پیتر هگارتی در  0004در چنین هماست. 
𝐺

𝐿(𝐺)
 𝐾(𝐺)متناهی باشد آنگاه  

بوسیله  5902و   5909سالدر  آمد.به حساب می قضیه معروف شوری از این قضیه خود تعمیم .نیز متناهی است
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باشد معرفی مرتبط با مرکزهای مطلق گروه میپذیر که دقیقا توان و خودحلنیز مفاهیم جدید خودپوچ [7[ و ]6]

سری اتومرکزی افزایشی از مرکزهای مطلق یک گروه که تعمیم سری افزایشی مرکزی  [7]شده است. بخصوص در 

 ط مرکز مطلق گروه،  بلکه به موارد استفاده مرکزهایکند نه فقتعریف شده است. همچنین بیان می ،گروه است

 .مطلق پرداخته شده است

 روش پژوهش. 3

 باشد روش تحقیق و پژوهش  بیشتر به صورتر بیشتر در زمینه ریاضیات محض میمورد نظ مبحثبا توجه به اینکه 

 .بوده است ای و جستجوی اینترنتیکتابخانه

 قضیه اصلي .1

𝐿(𝑋)یک گروه آبلی متناهیا تولید شده باشد آنگاه   𝑋: اگر قضیه اصلي = {𝑒}  یا𝐿(𝑋) ≅ 𝑍2 

را بررسی و هر حالت را در قالب یک قضیه بیان و ثابت  𝑋با دقت، حالات ممکن گروه آبلی و متناهیا تولید شده 

 کنیم.می

کنیم. برای این منظور حالات متفاوت گروه متناهی و ناهی را در نظر گرفته و بررسی میمت و های آبلیابتدا گروه

ی هاکنیم. گروهباشد را بیان و ثابت میاصلی می التی خاص از قضیههای جداگانه که هر کدام حدر قضیه 𝐺 آبلی

وند. شهای آبلی با مرتبه زوج تقسیم میبا مرتبه فرد و گروه ر مرتبه، به دو دسته، گروها آبلیآبلی متناهی را از نظ

از مرتبه فرد کاملا های آبلی ی ساده زیر وضعیت گروهدهیم. در قضیههر دسته را مستقلا مورد مطالعه قرار می

 شود.مشخص می

𝐿(𝐺)یک گروه آبلی و از مرتبه عددی فرد باشد آنگاه   𝐺اگر  :8قضیه = {𝑒}. 

: یک گروه آبلی است  𝐺چون  :اثبات 𝐺 → 𝐺  𝜃 ی با ضابطه∀𝑥 ∈ 𝐺, 𝜃(𝑥) = 𝑥−1  یک اتومورفیسم از𝐺 

𝑔است اگر  ∈ 𝐿(𝐺)  و𝑔 ≠ 𝑒 آنگاه 

𝜃(𝑔) = 𝑔−1 = 𝑔 ⇒ 𝑔2 = 𝑒 ⇒ 2|𝑜(𝐺) 

باشد باید عددی زوج باشد که تناقض با فرض قضیه می 𝐺است. در نتیجه مرتبه  𝐺مرتبه گروه  𝑜(𝐺)که در آن 

𝐿(𝐺)لذا  = {𝑒}. 

𝐿(𝐺)باشد آنگاه  5یک گروه دوری از مرتبه عددی اول غیراز  𝐺نتیجه: اگر  = {𝑒}. به عبارت دیگر 

𝑝 ≠ 2 , 𝐿(𝑍𝑝) = {𝑒} .و عدد اول است 

𝐺اگر: 6قضیه = 𝑍2𝑛 2دوری از مرتبه  گروهی𝑛  باشد آنگاه𝐿(𝐺) ≅ 𝑍2. 

.فرض کنید  اثبات: 𝐺 =< 𝑎 ∶  𝑎2
𝑛
= 1 -تمام اتومورفیسم است، لذا 2𝑛گروهی دوری از مرتبه  𝐺چون  <

|𝐴𝑢𝑡(𝐺)|شوند. روشن است که به صورت زیرتعریف می 𝐺های  = 𝜑(2𝑛) 

𝜑𝑖: 𝐺 → 𝐺 , 𝜑𝑖(𝑎) = 𝑎
𝑖  , 𝑖 < 2𝑛 فرد  و 𝑖 

𝑎𝑠فرض کنید  ∈ 𝐿(𝐺)  بنا به تعریف(آنگاه𝐿(𝐺)  لازم است  )∀𝑖, 𝜑𝑖(𝑎
𝑠) = 𝑎𝑠   و با توجه به ضابطه𝜑𝑖  

𝑎𝑖𝑠 = 𝑎𝑠 ⇒ 𝑎𝑠(𝑖−1) = 𝑒 ⇒ 2𝑛|𝑠(𝑖 − 1). 
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 باشد و در نتیجه 2𝑛−1یا  9باید  𝑠کند عدد ایجاب می 𝑖های شرایط و محدودیت

𝐿(𝐺) = {𝑒 , 𝑎2
𝑛−1
} ≅ 𝑍2 . 

𝐴گروه متناهی و آبلی و -𝑝یک  𝐴: فرض کنید 0لم = 𝐶𝑝𝑚1 ×…× 𝐶𝑝𝑚𝑟 که در این حاصل ضرب 

𝐶𝑝𝑚𝑖 =< 𝑎𝑖 >,𝑚1 ≤ ⋯ ≤ 𝑚𝑟   و|𝐴| = 𝑝𝑚1+⋯𝑚𝑟  فرض کنید𝛾: 𝐴 → 𝐴   یک اتومورفیسم از𝐴 

 به صورت زیر عمل کند 𝐴باید روی مولدهای  𝛾باشد واضح است که 

𝛾(𝑎𝑖) =∏𝑎𝑗
𝛾𝑖𝑗

𝑟

𝑗=1

 ,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 ,0 ≤ 𝛾𝑖𝑗 ≤ 𝑝
𝑚𝑖 , 𝑜(𝛾(𝑎𝑖)) = 𝑜(𝑎𝑖) 

𝛾  یک اتومورفیسم𝐴  است اگر و فقط اگر دترمینان ماتریس𝑟 × 𝑟  ،(𝛾𝑖𝑗) همنهشت با صفر به هنگ 𝑝 .نباشد 

 3-00لم  [6] اثبات:

𝐿 :7قضیه (𝑍𝑝𝑘 ×…× 𝑍𝑝𝑘⏞        
𝑟

) = {𝑒)  که در آن  𝑝عددیک عدد اول  𝑘    طبیعی و𝑟 ≥  است. 2

𝑝اگر  :اثبات ≠ 𝐺آنگاه گروه  2 = 𝑍𝑝𝑘 × …× 𝑍𝑝𝑘⏞        
𝑟

حکم برقرار  0ه قضیه از مرتبه عددی فرد است. و بنا ب 

𝑝کنیم  است. فرض می =  و 2

    𝐺 = 𝑍2𝑘 × 𝑍2𝑘 ×…× 𝑍2𝑘 =< 𝑎1: 𝑎1
2𝑘 = 1 >×< 𝑎2: 𝑎2

2𝑘 = 1 >×…×

< 𝑎𝑟: 𝑎𝑟
2𝑘 = 1 > 

 گیریماست را در نظر می  𝐺های گروه های زیر که بخشی از اتومورفیسماتومورفیسم

𝜑𝑗 =

{
 

 
𝑎1 → 𝑎2

𝑗                  

𝑎2 → 𝑎1
𝑗𝑎2 

𝑗           
⋮

𝑎𝑟 → 𝑎1
𝑗𝑎2

𝑗 …𝑎𝑟
𝑗

  , 1 < 𝑗فرد < 2𝑘 

𝑘اگر = 𝑗آنگاه 1 = 𝑑𝑒𝑡(𝛾𝑖𝑗)توان دید که به آسانی می گیریمدر نظر می 1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2)  و بنا به لم

 (0فوق)

𝜑𝑗  یک اتومورفیسم𝐺 .است 

𝑎1مانند   𝐺اگر یک عضو دلخواه از 
𝑚1𝑎2

𝑚2 …𝑎𝑟
𝑚𝑟 , 0 ≤ 𝑚1, 𝑚2, … ,𝑚𝑟 < 2

𝑛 در 

𝐿(𝐺) های قرار داشته باشد باید تحت تمام اتومورفیسم𝐺 از جمله𝜑𝑗 در نتیجه لازم استپایا باشد . 

𝜑𝑗(𝑎1
𝑚1𝑎2

𝑚2 …𝑎𝑟
𝑚𝑟) = 𝑎1

𝑚1𝑎2
𝑚2 …𝑎𝑟

𝑚𝑟 

 شودتساوی زیر حاصل می 𝜑𝑗با توجه به ضابطه 

𝑎2
𝑗𝑚1𝑎1

𝑗𝑚2𝑎2
𝑗𝑚2 …𝑎1

𝑗𝑚𝑟𝑎2
𝑗𝑚𝑟 …𝑎𝑟

𝑗𝑚𝑟 = 𝑎1
𝑚1𝑎2

𝑚2 …𝑎𝑟
𝑚𝑟 

 شودها نتیجه می𝑚𝑖ها و انتخاب 𝑎𝑖های مشترک از طرفین و توجه به مرتبه با حذف عامل
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𝑚1 = 𝑚2 = ⋯ = 𝑚𝑟=0 

 و لذا حکم ثابت است.

𝑋فرض کنید   :5قضیه = 𝐺 × 𝐻 =< 𝑎: 𝑎2
𝑛
= 1 >×< 𝑏: 𝑏2

𝑚
𝑚که در آن  < < 𝑛  در این صورت

𝐿(𝑋) ≅ 𝑍2 

ها را روی مولدها تعریف کنیم. از کافی است، اتومورفیسم 0و لم  𝐻و 𝐺با توجه به دوری بودن دو گروه  اثبات:

 عبارت است از 𝑋های شود لذا شکل کلی اتومورفیسمها حفظ میطرفی چون مرتبه اعضا تحت اتومورفسم

𝛾𝑖,𝑗,𝑠,𝑘 = {
𝑎 → 𝑎𝑖𝑏𝑘  ,                      0 < 𝑖فرد < 2𝑛0 و ≤ 𝑘 < 2𝑚

𝑏 → 𝑎𝑠𝑏𝑗 , 𝑠 = 0, 2𝑛−𝑚, … , 2𝑛−10و < 𝑗فرد < 2𝑚
 

,𝑖با توجه انتخاب  𝑗, 𝑠, 𝑘 𝑑𝑒𝑡 (
𝑖 𝑘
𝑠 𝑗

) ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2),  0بنا به لم  ،𝛾𝑖,𝑗,𝑠,𝑘  اتومورفیسم𝑋 باشد.می 

ها پایا باشند به ام اتومورفیسمباشد باید تحت تم𝐿(𝑋)متعلق به  𝑏𝑓مانند  𝑏 و یا توانی از 𝑎𝑟 مانند 𝑎اگر توانی از 

𝛾𝑖,𝑗,𝑠,𝑘(𝑎این معنی که 
𝑟) = 𝑎𝑟  و𝛾𝑖,𝑗,𝑠,𝑘(𝑏

𝑓) = 𝑏𝑓. 

𝑎𝑟𝑖𝑏𝑟𝑘 = 𝑎𝑟 ⇒ 𝑎𝑟(𝑖−1)𝑏𝑟𝑘 = 𝑒 ⇒ ∀𝑖, 2𝑛|𝑟(𝑖 − 1) ⇒ 𝑟 = 2𝑛−1, 0 

𝑏𝑟𝑘و معادله  = 𝑒 نیز همواره برقرار است. از طرفی باید 

∀𝑠 , ∀𝑗, 𝑎𝑠𝑓𝑏𝑗𝑓 = 𝑏𝑓 ⇒ 𝑎𝑠𝑓𝑏𝑓(𝑗−1) = 𝑒 ⇒ 2𝑛|𝑠𝑓 ⇒ ∃𝑡: 𝑓 = 2𝑚𝑡 ⇒ 𝑏𝑓 = 𝑒 

𝐿(𝑋)شامل هیچ توانی از   یعنی𝑏 باشد. چوننمی 

𝑜(𝑎2
𝑛−1
) = 2 ⇒ ∀𝑓 ≠ 0, 𝑏𝑓𝑎2

𝑛−1
∉ 𝐿(𝑋) 

𝑏𝑓در غیر این صورت  ∈ 𝐿(𝑋) فرض کنید .𝑟 ≠ 2𝑛−1  و𝑎𝑟𝑏𝑓 ∈ 𝐿(𝑋) لذا 

∀𝜑 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑋), 𝜑(𝑎𝑟𝑏𝑓) = 𝑎𝑟𝑏𝑓 ⇒  𝜑(𝑎𝑟)𝜑(𝑏𝑓) = 𝑎𝑟𝑏𝑓 

:𝜑فرض کنید  𝑥 → 𝑥−1 شود نتیجه می𝑎2𝑟𝑏2𝑓 = 𝑒 ⇒ 2𝑛|2𝑟 ⇒ 𝑟 = 0 ⇒ 𝑓 = 0 

𝑎2فقط شامل 𝐿(𝑋) یابیم که  ازاین استدلال و محاسبات ارائه شده درمی
𝑛−1

گیری اثبات را است، و این نتیجه 

 کند.تمام می

 تر ارائه شده است.لیبیان شده حالت خاصی از قضیه زیر است که اثبات آن برای الگو گرفتن حالت ک قضیه

 فرض کنید : 9قضیه

𝐺 = < 𝑎1: 𝑎1
2𝑛1 = 𝑒 >×< 𝑎2: 𝑎2

2𝑛2 = 𝑒 >× …×< 𝑎𝑘: 𝑎𝑘
2𝑛𝑘 = 𝑒  که در آن <

𝑛1 > 𝑛2 ≥ ⋯ ≥ 𝑛𝑘  در این صورت𝐿( 𝐺) ≅ 𝑍2. 

روی مولدهای آن  𝐺 های لازم است که اثراتومورفیسم 0و لم  𝐺 های با توجه به دوری بودن تمام مولفه اثبات:

 تر صورت پذیرد.تر و آسانروشن 𝐿( 𝐺)یابی به  کاملا معلوم باشد تا محاسبه و دست

 عبارت است از 𝐺های  شکل کلی اتومورفیسم



 00شده های آبلی متناهیا تولیدخواص مرکز مطلق در گروه

𝜑[𝑖𝑙𝑗]𝑘×𝑘  

=

{
 
 

 
 𝑎1 → 𝑎1

𝑖11𝑎2
𝑖12 …𝑎𝑘

𝑖1𝑘 ,                               0 < 𝑖11 < 2
𝑛1 , 0 ≤ 𝑖1𝑗 < 2

𝑛𝑗 , 𝑗 ≥ 2

𝑎2 → 𝑎1
𝑖21𝑎2

𝑖22 …𝑎𝑘
𝑖2𝑘 , 𝑖21 = 0, 2

𝑛1−𝑛2 , … , 2𝑛1−1, 0 < 𝑖22 < 2
𝑛2 , 0 ≤ 𝑖2𝑗 < 2

𝑛𝑗

⋮
𝑎𝑘 → 𝑎1

𝑖𝑘1𝑎2
𝑖𝑘2 …𝑎𝑘

𝑖𝑘𝑘 ,                𝑖𝑘𝑗 = 0, 2
𝑛𝑗−𝑛𝑘 , … , 2𝑛𝑗−1, 𝑗 < 𝑘  , 0 < 𝑖𝑘𝑘 < 2

𝑛𝑘

 

 

𝑖𝑗𝑗 هاو   , 𝑗 = 1,… 𝑘  فرد هستند. و ماتریس[𝑖𝑙𝑗]𝑘×𝑘  های ماتریس توان𝑎𝑖  یا همان ماتریسها(𝛾𝑖𝑗) 0در لم 

همواره عددی فرد است) کافی است دترمینان   𝑘×𝑘[𝑖𝑙𝑗]ها، دترمینان ماتریساست که به خاطر انتخاب خاص درایه

های زیر قطر اصلی های روی قطر اصلی اعداد فرد و درایهرا نسبت به سطر آخر بسط دهیم(. توضیح اینکه درایه

 اهمگی اعداد زوج هستند لذ

𝑑𝑒𝑡[𝑖𝑙𝑗]𝑘×𝑘 ≡ 1 (mod 2)   های ها، به تمام توانو البته اتومورفیسم𝑎𝑖ها طوری ها وابستگی دارند و توان

 ها حفظ شود.اند که مرتبه عناصر تحت اتومورفیسمانتخاب شده

[𝑖𝑙𝑗]𝑘×𝑘   = (

𝑖11 𝑖12… 𝑖1𝑘
𝑖21 𝑖22… 𝑖2𝑘

⋮
𝑖𝑘1 𝑖𝑘2… 𝑖𝑘𝑘

)

𝑘×𝑘

 

𝜑[𝑖𝑙𝑗]𝑘×𝑘  
(𝑎1

2𝑛1−1) = 𝑎1
2𝑛1−1 ⇒ 𝑎1

2𝑛1−1 ∈ 𝐿(𝐺) ⇒ 𝑍2 ≤ 𝐿(𝐺) 

, 𝑎𝑖های توانها روی ا محاسبه اثر اتومورفیسمبه همین ترتیب ب 𝑖 ≥ شامل هیچ توانی  𝐿(𝐺)شود ها نتیجه می2

, 𝑎𝑖از  𝑖 ≥ 𝑎1باشد و فقط شامل های آنها نمیضربحاصل ها و2
2𝑛1−1  باشد. لذا است می 5که عضوی از مرتبه

 درست است. حکم قضیه

گیریم. حالتی که در آن گروه دوری از بیشترین توان گروه را در نظر می-5حال آخرین حالت ممکن برای تجزیه یک 

 ضرب تکرار شود ماننددر حاصل

𝐺 = 𝑍2𝑛 ×…× 𝑍2𝑛⏞        
𝑟

× 𝑍2𝑚1 ×…𝑍2𝑚𝑘 , 𝑟 ≥ 2, 𝑛 > 𝑚1 ≥ ⋯ ≥ 𝑚𝑘 

𝑟برای محاسبه مرکز مطلق در این شرایط کافی است حالت  =  هایدر نظر بگیریم حالترا  2

𝑟 >  باشد.تعمیم مستقیم و سر راست آن می 2

𝐺: فرض کنید 09قضیه = 𝑍2𝑛 × 𝑍2𝑛 × 𝑍2𝑚1 ×…𝑍2𝑚𝑘   در این صورت𝐿( 𝐺) = {𝑒}. 

 گیریمرا در نظر می 𝐺های دوری ، نمایش زیر برای اثبات: با در نظر گرفتن مولد برای گروه

𝐺 = < 𝑎: 𝑎2
𝑛
= 𝑒 >×< 𝑏: 𝑏2

𝑛
= 𝑒 >× 𝐻 

 که در آن

 𝑛 > 𝑚1 ≥ ⋯ ≥ 𝑚𝑘, 𝐻 =< 𝑎1: 𝑎1
2𝑚1 = 𝑒 >× …×< 𝑎𝑘: 𝑎𝑘

2𝑚𝑘 = 𝑒 > . 
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 باشد.نمی 𝑏 و 𝑎شامل هیچ توانی از  𝐿( 𝐺)دهیم که ابتدا نشان می

 هایبرای اینکار دسته اتومورفیسم

𝜃𝑖1,𝑗1,𝑖2,𝑗2 = {
𝑎 → 𝑎𝑖1𝑏𝑗1 ,   0 ≤ 𝑗1, 𝑖1 < 2

𝑛

𝑏 → 𝑎𝑖2𝑏𝑗2 , 0 ≤ 𝑗1, 𝑖1 < 2
𝑛

ℎ → ℎ                  ℎ ∈ 𝐻 

 

𝑑𝑒𝑡 (
𝑖1 𝑗1
𝑖2 𝑗2

) گیریم. فرض را در نظر می  𝐺)همواره باید مرتبه اعضا حفظ شود( از  عددی فرد باشد  بطوریکه 

𝑏𝑠کنید  ∈ 𝐿( 𝐺)  لازم است𝑏𝑠 زیر پایا باشد یعنی اتومورفیسم ها از جملهتحت همه اتومورفیسم 

𝜃3,2,1,3(𝑏
𝑠) = 𝑏𝑠 ⇒ 𝑎𝑠𝑏3𝑠 = 𝑏𝑠 ⇒ 𝑎𝑠𝑏2𝑠 = 𝑒 ⇒ , 2𝑛|𝑠 ⇒ 𝑠 = 0 

را ثابت نگه  𝑎 هیچ توانی از 𝜃3,1,2,3باشد. به همین ترتیب اتومورفیسم نمی 𝑏شامل هیچ توانی از  𝐿( 𝐺)لذا 

توان نشان داد که ترکیب دو ای میباشد. با محاسبه سادهتواند هم نمی 𝑎شامل هیچ توانی از  𝐿( 𝐺)دارد لذا نمی

نیز  𝑎𝑠𝑏𝑟شامل  𝐿( 𝐺)دارد لذا راثابت نگه نمی 𝑎𝑠𝑏𝑟هیچ عضوی به شکل   𝜃3,2,1,3و  𝜃3,1,2,3اتومورفیسم 

توانند روی عضوی از دارند نمیرا ثابت نگه می 𝑏 و𝑎  های که اتومورفیسم 0بنا به استدلال قضیه  تواند باشد.نمی

𝐻  به صورت همانی عمل کنند لذا𝐿( 𝐺) تواند شامل عضوی ازنمی 𝐻 ها نتیجه باشد با ترکیب این اتومورفیسم

𝐿( 𝐺) و لذا تواند باشدنیز نمی 𝑎𝑠𝑏𝑟ℎشمال عضوی به صورت  𝐿( 𝐺)شود می = {𝑒} کند.و این اثبات تمام می 

 را استخراج کرد. توان قضیه زیرازمطالب بیان شده می

𝑋 یک  گروه  آبلی  متناهیفرض کنید :44قضیه = 𝐺 × 𝐻  باشد که در آن𝐺 = 𝑍2𝑛     و𝐻   گروه آبلی -5یک

0با شرایط  ≤ 𝑒𝑥𝑝𝐻 < 2𝑛   باشد در این صورت𝐿(𝑋) ≅ 𝑍2  در غیر این صورت)گروه دوری𝐺 در حاصل-

𝐿(𝑋)ضرب تکرار شود(  = {𝑒}. 

ی های آبلمتناهیا تولید شده، نیز وضعیتی همانند گروه های آبلی وتوان دید که گروههای مشابه میبا استدلال

های آبلی متناهیا تولید شده، هر گروه آبلی متناهیا تولید شده هی دارند. بنا به قضیه اساسی جبر در مورد گروهمتنا

های دوری متناهی و گروه 𝑍از گروه دوری نامتناهی  کپی متناهی تعدادضرب مستقیم توان به صورت حاصلرا می

𝑍𝑛  نوشت. مرکز مطلق گروه آبلی متناهیا تولید شده بستگی به بخش متناهی گروه در نمایش ضرب مستقیم آن

 دارد.

𝑍گروه آبلی × 𝑍 =< 𝑎 >×< 𝑏 𝑎𝑠𝑏𝑡را در نظر بگیرید فرض کنید   < ∈ 𝐿(𝑍 × 𝑍)  بنا به تعریف مرکز

𝑍تحت تمام اتومورفیسم  𝑎𝑠𝑏𝑡مطلق باید × 𝑍  پایا باشد فرض کنید 𝛽: 𝑥 → 𝑥−1 یک اتومورفیسم از𝑍 × 𝑍 

𝛽(𝑎𝑠𝑏𝑡)باشد لذا  = 𝑎𝑠𝑏𝑡 ⇒ 𝑎−𝑠𝑏−𝑡 = 𝑎𝑠𝑏𝑡 ⇒ 𝑎2𝑠𝑏2𝑡 = 𝑒   که تناقض با نامتناهی بودن مرتبه

𝑠. در نتیجه 𝑏و  𝑎مولدهای  = 𝑡 = 0 ⇒ 𝐿(𝑍 × 𝑍) = {𝑒} 

 𝑍های یا کپی 𝑍ی های دوری و نامتناهتوان به هر تعداد متناهی از ضرب مستقیم گروهاین استدلال ساده را می

 تعمیم داد و لم زیر را نتیجه گرفت.

𝐿 :8لم (𝑍 × …× 𝑍⏞      

𝑘مرتبه

) = {𝑒},   𝑘 ≥ 1 



 03شده های آبلی متناهیا تولیدخواص مرکز مطلق در گروه

𝐿(𝑍توان نشان داد با محاسبه نسبتا ساده می × 𝑍2) ≅ 𝑍2, 𝐿(𝑍 × 𝑍3) = {𝑒} 

𝐹فرض کنید  اثبات قضیه اصلي: = 𝑍 × …× 𝑍  و𝑋 = 𝐹 × 𝐺  که در آن𝐺  یک گروه آبلی متناهی و𝑍 

اشد. بهای آبلی متناهیا تولیدشده بنا بر قضیه اساسی جبر ممکن میگروه دوری نامتناهی باشد.این تجزیه برای گروه

متناهی و مرتبه تمام  𝐺یک گروه آبلی متناهیا تولید شده نامتناهی است. روشن است مرتبه تمام اعضای  𝑋 در واقع

𝜑نامتناهی است فرض کنید  𝐹اعضای ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝑋) کنند لذا تحدیدها مرتبه را حفظ مین اتومورفیسمچو 𝜑  روی

𝐺  اتومورفیسمی از𝐺  است در نتیجه𝐺  زیرگروه مشخصه𝑋 فردباشد. فرض کنید می |𝐺|  هیچ  2باشد بنا به قضیه

شامل هیچ  𝐿(𝑋)باشد و لذا ثابت نمی𝑋 هایو در نتیجه تحت اتومورفیسم 𝐺 هایتحت اتومورفیسم 𝐺عضوی از 

پایا باشد. بنا به 𝑋 هاباید تحت تمام اتومورفیسم𝐿(𝑋) متعلق به 𝐹 باشد. از طرفی اگر عضوی ازنمی𝐺 ضوی ازع

با  باشد.می𝐹 که خود تناقض با ساختار گروه دارای مرتبه متناهی باشند 𝐹 لازم است بعضی از مولدهای 5اثبات لم

, 𝑓𝑔 شامل هیج عضوی به شکل  𝐿(𝑋)شود که همین استدلال نتیجه می 𝑓 ∈ 𝐹 , 𝑔 ∈ 𝐺 تواند باشد نیز نمی

𝐿(𝑋)لذا در این حالت  = {𝑒}حال فرض کنید .𝐺 وقضیه  0گروهی متناهی از مرتبه زوج باشد. بنا به قضیه

5𝐺های دوری خود ضرب مستقیم زیرگروه سیلوها و نهایتا حاصل ضرب مستقیم زیرگروهبه صورت حاصل گروه

 𝐻فرض کنید است. 𝐺نرمال و نتیجه مشخصه در  𝐺گروه آبلی است لذا هر زیرگروه سیلوی 𝐺شود. چونمینوشته 

𝐺 باشد و 𝐺زیرگروه سیلوی-5 = 𝐻 × 𝐺′ که𝐺′  زیرگروهی از مرتبه فرد است چون𝐻  در𝐺  و𝐺  در𝑋  مشخصه

های تحت اتومورفیسم 𝐻گروهی از مشخصه است در نتیجه اگر عضوی یا زیر 𝑋در 𝐻 زیرگروه سیلوی-5است لذا 

𝐻 ها پایا باشد تحت تمام اتومورفیسم𝐺 های و تحت تمام اتومورفیسم𝑋 همراه با  تلفیق  استدلال باشد. اینپایا می

 دهد.حکم قضیه در این حالت نیز نتیجه می 0 و 6،  7، 6ی قضیه
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