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 مقدمه -3

 جابجايیِ ۀيک حلقبیانگر 𝑅 ه، اين مقال سرتاسر در

آل يک ايدهبیانگر  𝐼وتری با عضو همانی غیر صفر، ن

متناهی  شدۀتولید مدول - 𝑅يک  𝑀و  𝑅صفر از  غیر

برای نمايش  °ℕباشند. بطور معمول، از نمادهای می

 برای Min(𝐼) از، اعداد صحیح نامنفی ۀمجموع

 و از 𝐼 های اول مینیمال آلايده ۀمجموع نمايش

Max(𝑅) های آلايدهتمام  ۀمجموع نمايش رایب

- 𝑅برای  خواهیم کرد. استفاده  𝑅 حلقه يمالگزما
گاه تکیه،  Supp𝑅(𝑀) نماد ، مقصود از𝑀مدول 

 𝑀  نسبت به حلقۀ𝑅 باشد که عبارت است از می

 :مجموعۀ
Supp𝑅(𝑀) = {𝑃 ∈ Spec(𝑅) | 𝑀𝑃 ≠ 3} . 

 

 

 
 

-نسبت به ايده 𝑀  کوهمولوژی موضعی مین مدولاُ-

 صورتبه  𝐼آل 

𝐻𝐼
𝑖(𝑀):= lim

𝑛ϵℕ
→  
Ext𝑅

𝑖  (𝑅 𝐼𝑛⁄ ,𝑀) , 

کسب اطلاعات بیشتر در زمینۀ  شود. برایتعريف می

 ح کافیتوضی در مورد آن هر نمادی که ها واين مدول

 مراجعه شود.  2و  1به  است، داده نشده
 

 : مطرح کرده استالات زير را ؤس 3که در ونِیه

𝐻𝐼مدول- 𝑅 در چه مواقعی. 1
𝑖(𝑀) آرتینی است؟ 

اول  هایآلۀ ايدهمجموع در چه مواقعی. 2

𝐻𝐼ۀوابست
𝑖(𝑀)  متناهی است؟ 

𝐻𝐼آرتینی بودن مدول
𝑖(𝑀)  و در 1در مرجع 

 اتتمرين همچنین در و  1. 1. 7 و 3. 1. 7 هایقضیه

 .ه استمطالعه شد 7. 1. 7و  0. 1. 7
 

های در قضیه 3طور که هونکه علاوه بر اين، همان

ها اشاره کرده است، دو نتیجۀ نیز به آن 0.2و  0.1

 1277و  1273های مهم در دهۀ هفتاد و طی سال

𝐻𝐼در مورد آرتینی بودن 
𝑖(𝑅) های روی حلقه

اند. يکی از اين نتايج توسط موضعی منظم اثبات شده

های موضعی منظم از مشخصۀ اوگوس و روی حلقه

-صفر و ديگری توسط هارتشورن و اسپیزر روی حلقه

شرح زير مورد به   𝑝 های موضعی منظم از مشخصه

 اند:بررسی قرار گرفته

 فرض کنید را ببینید( ]0[) .3.3قضیه 

 (𝑅,𝑚, 𝑘)  يک حلقۀ موضعی منظم و شامل

يک    𝐼)میدان اعداد گويا( باشد. همچنین فرض کنید

𝑖برای هر که به طوریباشد   𝑅 حلقه آل ازايده <

𝑛گاه ، تکیه𝐻𝐼
𝑛(𝑅)  آل ماگزيمال فقط شامل ايده

𝑚  هر صورت برایباشد. در اين 𝑖 < 𝑛 ،𝑅 -مدول 

𝐻𝐼
𝑛(𝑅) .آرتینی است 

فرض کنید  را ببینید(] 5[) .3.8قضیه    

(𝑅,𝑚, 𝑘) يک حلقۀ موضعی منظم از مشخصۀ 

𝑝 > آل يک ايده  𝐼 باشد. همچنین فرض کنید   3

، 𝑛 که برای برخی اعداد طبیعی طوری باشد به𝑅 از 

𝐻𝐼تکیه گاه 
𝑛(𝑅)  آل ماگزيمال فقط  شامل ايده𝑚  

𝐻𝐼صورت باشد. در اين
𝑛(𝑅)  .آرتینی است 

 

𝐻𝐼 بارۀزيادی در چندان معمولاً اطلاعات
𝑖(𝑀) در 

𝑖  نقطۀ = dim𝑀 − به . در دسترس نیست 1

عبارت ديگر مدولهای کوهمولوژی موضعی در اين 

 مارلی درچند نقطه زياد شناخته شده نیستند. هر

  گاهتکیه کهاست نشان داده  1از  2.5 نتیجه

𝐻𝐼
𝑖(𝑀) نقاط در 𝑖: = dim𝑀  و 𝑖: = dim𝑅  

 مجموعۀ متناهی است.يک 
 

آرتینی بودن و آرتینی  در اين مقاله، ما عمدتاً خواص

های کوهمولوژی موضعی را مورد بحث نبودن مدول

های آرتینی دارای ايم. با توجه به اينکه مدولقرار داده

 گاه هر مدول شاملتکیهگاه متناهی هستند و تکیه

، استۀ آن مدول نیز اول وابست هایآلايده مجموعه

𝐻𝐼رو بررسی آرتینی بودناز اين
𝑖(𝑀)  ، در پاسخ به

 ونکه نیز مفید خواهد بود.یدوم هسؤال 

 توضیح دهیم، به یئیات بیشتراگر بخواهیم با جز 

ان نش ،عنوان اولین و يکی از نتايج مهم در اين مقاله

يک حلقۀ نوتری دلخواه،  𝑅  در صورتی کهدهیم می
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𝑀   يک𝑅 -و  متناهی شدۀتولید  مدول𝐼 آل يک ايده

𝐼𝑀که طوریباشند به 𝑅از  ≠ 𝑀 و 
MinAss𝑅(𝑀/𝐼𝑀) ⊆ Min(𝐼)\Max(𝑅) 

𝐻𝐼 مدول- 𝑅گاه آن
ht𝑀𝐼(𝑀) گزارۀ  آرتینی نیست(

 را ببینید(. 2.1
 

، 𝑅 حال با به کار بردن مطلب فوق برای خود حلقۀ 
Min(𝐼)\Max(𝑅)شود که اگرنتیجه می ≠ ∅، 

𝐻𝐼مدول - 𝑅گاه آن 
ht𝐼(𝑅) نتیجۀ  آرتینی نیست(

مهم از اين  به عنوان يک نتیجۀ را ببینید(. 2.2

کند: شود که بیان میحاصل می 2.0نتیجۀ  مطلب، 

  𝑅آلی ازايده 𝐼يک حلقۀ موضعی و  (𝑅,𝑚)اگر 

3که طوریباشند به < dim 𝑅/𝐼گاه ، آن𝑅 -

𝐻𝐼  مدول
ht𝐼(𝑅) .آرتینی نیست 

 موضعی يک حلقۀاين بدان معنی است که روی 

𝑅 ،𝐻𝐼دلخواه مانند 
ht𝐼(𝑅)  آرتینی است اگر و تنها

dim 𝑅/𝐼  اگر = اگر و تنها اگر به ازای هر  و   3

𝑅 -تولیده شدۀ متناهی  مدول𝑀  و هر𝑖 ∈ ℕ°  ،

 𝑅-مدول 𝐻𝐼
𝑖(𝑀)   را  2.7)نتیجۀ آرتینی باشد

 ببینید(.
 

-البی را روی حلقهمقاله نتايج جوه بر اين، در اين علا

و  2ناپذيرهای موضعی به طور تحلیلی تحويل

مکالی )نه لزوماً -های کوهنهمچنین روی حلقه

را  2.2 و گزارۀ 2.8دهیم )نتیجۀ موضعی( ارائه می

لازم به يادآوری است که حلقۀ موضعی  ببینید(.

(𝑅,𝑚)  یده ناپذير نامتحويل طور تحلیلیبهيک حلقۀ

نسبت  𝑅حلقه کامل شده يعنی ) 𝑅̂شود، هرگاه می

 ( يک حوزۀ صحیح باشد. 𝑚آل ماگزيمال به ايده
 

 ترين نتايجدر نهايت و به عنوان آخرين و يکی از مهم

دهیم شرايطی را ارائه می 2.11در اين مقاله، در گزارۀ 

𝐻𝐼 مدول-𝑅ها که تحت آن
dim𝑅−1(𝑅)  تواند می

 آرتینی باشد.
 

 

                                                 
 Analytically irreducible Local ring. 2   

 نتايج اصلي -8

کنیم که مطالب اين بخش را با يک گزاره شروع می

های ها مدولکند که در آننقاطی را مشخص می

ور منظ ،در ادامهکوهمولوژی موضعی آرتینی نیستند. 

 𝑅 حلقۀ نسبت به 𝐼 آلايده يعنی ارتفاع ht 𝐼  ما از

 ، که عبارت است از:باشدمی

ht𝐼 = min{ht 𝑃 | 𝑃 ∈ Min(𝐼)} . 
نسبت  I، يعنی ارتفاعht𝑀𝐼 همچنین منظور ما از

 :که عبارت است از  𝑀 مدول-𝑅به 
 

ht𝑀𝐼 = min{ht𝑀𝑃 | 𝑃 ∈ Supp𝑅(𝑀) , 
                                                     𝑃 ⊇ 𝐼}, 

ht𝑀𝑃که در آن  = dim𝑅𝑃(𝑀𝑃)  تعريف (

 را ملاحظه کنید(. 2از  17.15و تمرين  15.1

، دلخواه حلقه نوتری يک𝑅 فرض کنید . 8.3گزاره   

𝑀 يک 𝑅- و  متناهی شدۀمدول تولید𝐼  از  یآلايده

𝑅  که طوریبهباشند𝐼𝑀 ≠ 𝑀و  

  .MinAss𝑅(𝑀/𝐼𝑀) ⊆ Min(𝐼)\Max(𝑅)  

 در اين صورت:

Supp𝑅𝐻𝐼
ht𝑀𝐼(𝑀) ⊈ Max(𝑅) 

 

𝐻𝐼مدول -𝑅 در نتیجه   و
ht𝑀𝐼(𝑀) آرتینی نیست. 

𝑡دهیم قرار می :برهان = ht𝑀𝐼 .صورتدر اين

𝑃 ∈ MinAss𝑅(𝑀/𝐼𝑀)\ Max(𝑅), 
 کهطوریاست به موجود چنان

 𝑡 = ht𝑀𝑃 = dim𝑅𝑃(𝑀𝑃) از طرف ديگر .

𝑃 چون ∈ Min(𝐼) ، بنابراين√𝐼𝑅𝑃 = 𝑃𝑅𝑃  و

 هدهد کصفر نشدن گروتنديک نتیجه می قضیۀ لذا
 

(𝐻𝐼
𝑡(𝑀))𝑃 ≅ 𝐻𝐼𝑅𝑃

𝑡 (𝑀𝑃) 

≅ 𝐻𝑃𝑅𝑃
𝑡 (𝑀𝑃) ≠ 3.                  

𝑃بنابراين ∈ Supp𝑅𝐻𝐼
ht𝑀𝐼(𝑀) \ Max(𝑅)   

 رو خواهیم داشت:از اين و 

   .Supp𝑅𝐻𝐼
ht𝑀𝐼(𝑀) ⊈ Max(𝑅) 

 

 ، نتايج بعدی 2.1 به عنوان چند نتیجۀ فوری از گزاره
 شوند.حاصل می
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-باشد به 𝑅از  یآلايده  𝐼 فرض کنید. 8.8 نتیجه

Min(𝐼)\Max(𝑅) .که طوری ≠ قرار دهید  ∅

.𝑠 = ht 𝐼 خواهیم داشت: صورتدراين 
  Supp𝑅𝐻𝐼

𝑠(𝑅) ⊈ Max(𝑅) 

𝐻𝐼 مدول-𝑅 بنابراين  و 
𝑠(𝑅)  آرتینی نیست. بويژه

و   بوده يک حلقۀ موضعی ( 𝑅,𝑚)که در حالتی

√𝐼 ≠ 𝑚  طور معادل)يا بهs < dim𝑅 ( دباش ،

𝐻𝐼گاه آن
𝑠(𝑅) .آرتینی نیست 

Ass𝑅(𝑅/𝐼)از اينکه  :برهان = 𝑎𝑠𝑠(𝐼) ،   لذا

 برقرار هستند.  2.1شرايط گزارۀ 

يک حلقۀ   ( 𝑅,𝑚) فرض کنید  .8.1نتیجه 

 شدۀتولید  مدول-𝑅 يک  𝑀و  𝑛از بعد  موضعی 

آل با يک ايده  𝐼 باشند. همچنین فرض کنید متناهی

= dim𝑅/𝐼) يعنی   𝑅ز بعد يک ا -طوریبه(  باشد  1

 که:

.MinAss𝑅(𝑀/𝐼𝑀) ⊈ { 𝑚 } 

𝑡قرار دهید  = ht𝑀𝐼 .صورتدر اين 
 

Supp𝑅𝐻𝐼
𝑡(𝑀) ⊈ { 𝑚 }, 

 

𝐻𝐼و در نتیجه 
𝑡(𝑀) .آرتینی نیست 

= dim𝑅/𝐼از اينکه  :برهان  و  1

MinSupp𝑅(𝑀/𝐼𝑀) = MinAss𝑅(𝑀/𝐼𝑀) 
                                     ⊈ { 𝑚 }, 

 

 :خواهیم داشت بنابراين
. MinAss𝑅(𝑀/𝐼𝑀) ⊆ Min(𝐼)  

به راحتی حاصل  2.1حال حکم با توجه به گزارۀ 

  شود.می

نوتری دلخواه  يک حلقۀ 𝑅 فرض کنید . 8.0نتیجه 

3با شرط  𝑅آل از يک ايده 𝐼و  )نه لزوماً موضعی( <

dim𝑅/𝐼 قرار دهید  .باشند𝑠 = ht 𝐼در اين .-

𝐻𝐼 مدول-𝑅 صورت 
𝑠(𝑅) .آرتینی نیست 

3که با توجه به اين :برهان < dim𝑅/𝐼  لذا ،

 خواهیم داشت:

Min(𝐼)\Max(𝑅) ≠ ∅  

  آيد.به دست می 2.2 و حکم به راحتی از نتیجۀ

 هایدر نتايج قبلی شرايطی بررسی شد که مدول

، آرتینی 𝐼 آل ايدهارتفاع نقطۀ کوهمولوژی موضعی در

نبودند. گزارۀ بعدی به عنوان نتیجۀ ديگری از گزارۀ 

 مدول هاآنکند که تحت ، شرايطی را بررسی می 2.1

، آلتواند در نقطۀ ارتفاع ايدهکوهمولوژی موضعی می

اگر بیانگر آن است که  2.5حقیقت گزارۀ  آرتینی باشد. در

𝐻𝐼
𝑖(𝑀) ۀدر نقط𝑖 = ht𝑀𝐼   گاه آن باشد،آرتینی

𝑖 اين مدول به ازای هر  ∈ ℕ°  نیز آرتینی است. اين

 1از   7.1.0دهد عکس تمرين مطلب نشان می

 تحت شرايطی برقرار است.
 

يک حلقۀ موضعی  ( 𝑅,𝑚) فرض کنید . 8.8گزاره 

باشند.  متناهی شدۀتولید  مدول-𝑅 يک 𝑀و 

که طوریباشد به 𝑅از  یآلايده  𝐼  کنید همچنین فرض

𝐼𝑀 ≠ 𝑀  و 

MinAss𝑅(𝑀/𝐼𝑀) ⊆ Min(𝐼) 

𝑡قرار دهید  = ht𝑀𝐼های زير صورت گزاره. در اين

 با هم معادل هستند:

(1) Supp𝑅𝐻𝐼
𝑡(𝑀) ⊆ { 𝑚 }؛

(2) Min(𝐼) ⊆ { 𝑚 }؛

𝑖به ازای هر  (3) ∈ ℕ° ،𝐻𝐼
𝑖(𝑀)  آرتینی

است؛

(0) 𝐻𝐼
𝑡(𝑀) .آرتینی است

: به برهان خلف، فرض کنیم ( 1) → (2) :برهان

Min(𝐼)حکم برقرار نباشد و  ⊈ { 𝑚 } .بنابراين 

 با توجه به فرض خواهیم داشت:
 

MinAss𝑅(𝑀/𝐼𝑀) ⊆ Min(𝐼)\ { 𝑚 }. 
 

 :شود، نتیجه می2.1حال بنابر گزارۀ 
 

Supp𝑅𝐻𝐼
𝑡(𝑀) ⊈ { 𝑚 } 

 

 بايد داشته باشیم:لذا  ست .  فرض  ا با   متناقض ا ين و

Min(𝐼) ⊆ { 𝑚 }. 
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Min(𝐼)که : از اين(2) → (3) ⊆ { 𝑚 } لذا ،

√𝐼 = 𝑚 و در نتیجه به ازای هر 𝑖 ∈ ℕ° خواهیم ،

𝐻𝐼داشت 
𝑖(𝑀) ≅ 𝐻𝑚

𝑖 (𝑀)  هر  ازای بهو بنابراين

𝑖 ∈ ℕ° ،𝐻𝐼
𝑖(𝑀) .آرتینی خواهد بود 

  : بديهی هستند.(3) →( 0)  →(1)

حاصل  2.7، نتیجۀ 2.5به عنوان يک نتیجه از گزارۀ 

  2.1يابی به اين نتیجه، به گزارۀ دست شود. برایمی

 نیازمنديم.

نوتری دلخواه  يک حلقۀ𝑅 فرض کنید  . 8.6گزاره 

𝑡و  )نه لزوماً موضعی( ∈ ℕ°به ازای  صورت. در اين

𝑡هر  ≤ 𝑖 ،𝐻𝐼
𝑖(𝑅)  آرتینی است اگروتنها اگر به

𝑡 هر و  𝑀 متناهی شدۀتولید  مدول-𝑅 ازای هر  ≤

𝑖 ، 𝐻𝐼
𝑖(𝑀) باشد.آرتینی 

𝑡فرض کنیم به ازای هر  (⇐)  :برهان ≤ 𝑖 ،

𝐻𝐼
𝑖(𝑅)  آرتینی و𝑀 يک  𝑅-شدۀتولید  مدول 

دلخواه باشند. در اين صورت رشتۀ دقیق  متناهی

 کوتاهی به صورت: 

3 → 𝐾 → 𝐹 → 𝑀 → 3, 

آزاد تولید  مدول-𝑅 يک  𝐹موجود است که در آن 

𝑛م دهیشدۀ  متناهی است. قرار می = ara(𝐼) .

 ، برای هر 1از   3.3.3بنابراين با توجه به نتیجۀ 

𝑛 < 𝑖 :خواهیم داشت  

𝐻𝐼
𝑖(𝐾) = 𝐻𝐼

𝑖(𝐹) = 𝐻𝐼
𝑖(𝑀) = 3 . 

-حال بدون اينکه از کلیت مسئله کاسته شود، می

𝑡توانیم فرض کنیم   ≤ 𝑛  و از اين رو کافی است

𝑡  که 𝑖 حکم را برای تمام مقادير  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   اثبات

دا کنیم.  ابتبه استقراء نزولی حکم را ثابت می کنیم.

𝑖فرض کنید  = 𝑛 از اينکه رشته . 

𝐻𝐼
𝑛(𝐾) → 𝐻𝐼

𝑛(𝐹) → 𝐻𝐼
𝑛(𝑀) → 3 , 

𝑖ازای هر دقیق است و به ∈ ℕ°،𝐻𝐼
𝑖(−)   يک

𝐻𝐼تابعگون جمعی است، لذا 
𝑛(𝐹)  آرتینی است و

𝐻𝐼درنتیجه 
𝑛(𝑀)   نیز آرتینی خواهد بود. حال حکم

𝑡 که هايی𝑖 به استقراء نزولی روی ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  و با

 توجه به رشته دقیق بلند: 

⋯ → 𝐻𝐼
𝑖−1(𝑀) → 𝐻𝐼

𝑖(𝐾) → 𝐻𝐼
𝑖(𝐹) 

       → 𝐻𝐼
𝑖(𝑀) → 𝐻𝐼

𝑖+1(𝐾)   → ⋯,  
 شود.حاصل می
  اين قسمت بديهی است.   (⇒)

نوتری يک حلقۀ  ( 𝑅,𝑚) فرض کنید  .8.7نتیجه 

𝑠.قرار دهید  .باشند 𝑅آل از ايدهيک  𝐼 موضعی و  =

ht 𝐼 های زير با هم معادل صورت گزارهدر اين

  هستند:

(1) Supp𝑅𝐻𝐼
𝑠(𝑅) ⊆ { 𝑚 }؛

(2) Min(𝐼) ⊆ { 𝑚 }؛

𝑖به ازای هر  (3) ∈ ℕ° ،𝐻𝐼
𝑖(𝑅)  آرتینی

است؛

𝑖به ازای هر   (0) ∈ ℕ°  و هر𝑅-تولید  مدول

𝑀 ،𝐻𝐼  متناهی شدۀ
𝑖(𝑀) .آرتینی است 

حاصل   1. 2و    5 . 2های راحتی از گزاره حکم به :برهان

 شود. می
 

نوتری يک حلقۀ  ( 𝑅,𝑚) فرض کنید .8.5نتیجه 

 𝐼 و 𝑛 ناپذير از بعد طور تحلیلی تحويلموضعیِ به

𝑠.. قرار دهید باشند  𝑅از  سره آلايدهيک  = ht 𝐼 

 برقرار هستند:های زير صورت گزارهدر اين
 

𝐻𝐼اگر  (1)
𝑛(𝑅) = 𝐻𝐼، آنگاه 3

𝑠(𝑅) 

 آرتینی نیست.

𝐻𝐼اگر  (2)
𝑛(𝑅) ≠ -𝑅 ، آنگاه برای هر 3

هر و  𝑀 مانند متناهی شدۀتولید  مدول

𝑖 ∈ ℕ° ، 𝐻𝐼
𝑖(𝑀).آرتینی است 
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-طور تحلیلی تحويليک حلقۀ به𝑅 که از اين :برهان

رو يک حوزۀ صحیح است. از اين 𝑅̂لذا ناپذير است، 

قضیۀ  هارتشورن ) -بامبنابر قضیۀ صفر شدن لیختن

𝐻𝐼داريم  (1از  8.2.1
𝑛(𝑅) = اگر و تنها اگر  3

3 < dim𝑅/𝐼 حال هر دو قسمت حکم از نتايج . 

  .شوندحاصل می  7. 2و    0 . 2

،  2. 2از نتیجۀ   یديگر گزارۀ بعدی به عنوان کاربرد

مفید مکالی  -های کوهنها و حلقهرشته-𝑅برای 

 است.

-باشد به  𝑅از  یآلايده  𝐼 فرض کنید  .8.9نتیجه 

Min(𝐼)\Max(𝑅).که طوری ≠ در اين  ∅

 صورت احکام زير برقرار هستند:

رشتۀ منظم به طول -𝑅توسط يک  𝐼 اگر (1)

𝑠  تولید شود، آنگاه  

Supp𝑅𝐻𝐼
𝑠(𝑅) ⊈ Max(𝑅)                    

𝐻𝐼 بنابراين و 
𝑠(𝑅) .آرتینی نیست 

 مکالی باشد، آنگاه -کوهن حلقه يک𝑅 اگر  (2)

g ≔
grade(𝐼, 𝑅)                         

    = inf  {𝑖 ≥ 𝐻𝐼 آرتینی نیست |3
𝑖(𝑅)}     .          

𝐻𝐼 مدول-𝑅بويژه 
g(𝑅) .آرتینی نیست 

رشتۀ منظم -𝑅توسط يک  𝐼 با توجه به اينکه  :برهان

𝑠شود، داريم تولید می  𝑠به طول  = ht 𝐼 بنابراين .

شود. برای حاصل می 2. 2از نتیجۀ حکم ( 1)قسمت 

مکالی -کوهن حلقه يک𝑅 توجه شود که  (،2قسمت )

gاست، لذا = ht 𝐼  ( 1) و بنابراين حکم از قسمت

  شود.می نتیجه

 

، به ازای عدد صحیح 7از  1. 2مؤلفین در تعريف 

1−   دلخواه  ≤ 𝑛 کلاس ،𝑅-هایمدول FD≤𝑛  را

مدول -𝑅يک  𝑋شود کردند. يادآوری میمعرفی 

FD≤𝑛 شود، هرگاهنامیده می 𝑅- زيرمدول تولید شدۀ

 چنان موجود باشد که: 𝑋 از   𝑁متناهی 

dim𝑋/𝑁 ≤ 𝑛 . 

مؤلفین ، 8از   1 . 2همچنین به طور مشابه در تعريف 

3به ازای عدد صحیح  ≤ 𝑛 کلاس ،𝑅-های در مدول

را مورد مطالعه قرار دادند. همچنین  𝑛بعد کمتر از 

 𝑛کمتر از  مدول در بعد-𝑅يک  𝑋شود يادآوری می

زيرمدول تولید شدۀ متناهی -𝑅 شود، هرگاهنامیده می

𝑁   از 𝑋 چنان موجود باشد که: 

dimSupp𝑋/𝑁 ≤ 𝑛 . 

های 𝑛 راحتی قابل بررسی است که به ازای  به 

و همچنین  FD≤𝑛های مدول-𝑅 کلاس  مناسب،

، تعمیمی از 𝑛های در بعد کمتر از مدول-𝑅کلاس 

-𝑅کلاس های تولید شدۀ متناهی، مدول-𝑅کلاس 

ماکس های مینیمدول-𝑅کلاس های آرتینی و مدول

و  7از   3. 2برای بررسی اين موضوع به لم  هستند.

 مراجعه شود.  8از   2. 2 تبصرۀ 

نشان  2از  11. 3از طرف ديگر ملکرسون در گزارۀ 

که به مدول باشد به طوری-𝑅 يک  𝑋 داده که اگر

3ازای هر  ≤ 𝑖 ، 𝑅- مدولExt𝑅
𝑖 (𝑅/𝐼, 𝑋)  تولید

𝑠شدۀ متناهی باشد و به ازای هر  ≠ 𝑖 ،𝐻𝐼
𝑖(𝑋)    يک

𝑅-مدول 𝐼-متناهی باشد، آنگاه هم𝐻𝐼
𝑠(𝑋)   نیز𝐼-

-𝑅شود که کلاس يادآوری می متناهی است.هم
به  13 متناهی توسط هارتشورن درهم-𝐼 هایمدول

مدول مانند -𝑅 صورت معرفی شده است که : يکاين

𝑋  ،𝐼-شود هرگاه متناهی نامیده میهم

Supp𝑅𝑋 ⊆ V(𝐼) 3ازای هر و همچنین به ≤ 𝑖 ،

𝑅- مدولExt𝑅
𝑖 (𝑅/𝐼,𝑀) تولید شدۀ متناهی ،

 باشد.

 2ملکرسون 11. 3گزارۀ دهد که نتیجۀ بعدی نشان می

لزوماً برقرار   FD≤3های مدول-𝑅در مورد کلاس 

 نیست.

مکالی -کوهن حلقه يک 𝑅 فرض کنید .8.34نتیجه 

dim𝑅/𝐼شرطبا ز آنا یآلايده 𝐼و  𝑛از بعد  = 1   

𝐻𝐼صورت باشند. در اين
𝑛−1(𝑅)  يک 𝑅- مدول
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FD≤3 ا ماکس يمینیتواند نیست و بنابراين نمی

 آرتینی باشد.

𝐻𝐼نباشد و  حکم برقرارفرض کنیم  :برهان
𝑛−1(𝑅)  

باشد )فرض خلف(. در اين  FD≤3مدول -𝑅 يک 

 صورت يک رشتۀ دقیق کوتاه مانند

3 → 𝑁 → 𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅) → 𝐿 → 3,   () 

تولید شدۀ مدول -𝑅يک  𝑁 وجود دارد که در آن 

Supp𝑅𝐿 همچنینو  متناهی است ⊆ Max(𝑅). 

 دهیم که:ابتدا نشان می
 

Supp𝑅𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅) ⊆ Max(𝑅). 

 

 کنیم منظور فرض برای اين

 𝑃 ∈ Spec(𝑅)\Max(𝑅) دلخواه باشد. با ،

و آرتینی بودن مدول  ()توجه به رشتۀ دقیق 

𝐻𝐼
𝑛(𝑅)هر  ازایشودکه به، نتیجه می𝑛 − 1 ≤ 𝑖  

(𝐻𝐼
𝑖(𝑅))

𝑃
مدول تولید شدۀ متناهی -𝑅𝑃يک  

کند که ايجاب می ]11 [از 1. 3است.  بنابراين گزارۀ  

𝑛به ازای هر  − 1 ≤ 𝑖 ،(𝐻𝐼
𝑖(𝑀))𝑃 = . از اين 3

 رو خواهیم داشت:
 

Supp𝑅𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅) ⊆ Max(𝑅), 

 

  . ، يک تناقض است 2. 2و اين با توجه به گزارۀ   
 

 

  𝑅دانیم که اگر ، می]1 [از 5 .1 .7 با توجه به قضیۀ

مدول تولید - 𝑅يک  𝑀يک حلقۀ جابجايیِ نوتری، 

 𝑅آل دلخواه از يک ايده 𝐼و  𝑑 شدۀ متناهی از بعد

𝐻𝐼 باشند، آنگاه 
𝑑(𝑀)  .آرتینی است 

طور که در مقدمه نیز به آن اشاره علاوه بر اين، همان

، نشان داده که روی ]1 [ از 5. 2شد، مارلی در نتیجۀ 

مدول تولید شدۀ -𝑅 ، به ازای هر 𝑅موضعی  حلقۀ

، 𝑅از 𝐼 آل دلخواه هر ايده و 𝑑با بعد  𝑀متناهی 

Supp𝑅𝐻𝐼های مجموعه
𝑑−1(𝑀) 

Ass𝑅𝐻𝐼و
𝑑−1(𝑀)   .متناهی هستند 

، 11. 2به عنوان آخرين نتیجه در اين مقاله، در گزارۀ 

ها و در حالتی دهیم که تحت آنشرايطی را ارائه می

مدول -𝑅باشد،  𝑛يک حلقه موضعی با بعد  𝑅که 

𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅) .آرتینی است 

 

 يک حلقۀ موضعی ( 𝑅,𝑚)فرض کنید  .8.33گزاره 

با شرط   𝑅آل از يک ايده 𝐼و  𝑛با بعد 

dim𝑅/𝐼 ≤ باشند. در اين صورت تحت هرکدام  1

𝐻𝐼از شرايط زير 
𝑛−1(𝑅) :آرتینی است 

(1)  Supp𝑅𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅) ⊆ { 𝑚 }؛ 

 داريم: 𝐼از  𝑃آل اول مینیمال برای هر ايده  (2)

                                          .ht 𝑃 < 𝑛 − 1  

dim𝑅/𝐼که در صورتی :برهان = گاه حکم ، آن3

شود. در حالت حاصل می  7. 2از نتیجۀ 

dim𝑅/𝐼 = ( برقرار 1، ابتدا فرض کنیم شرط )1

 باشد و داشته باشیم:

Supp𝑅𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅) ⊆ { 𝑚 }. 

 :توان فرض کردمیبنابراين 

 . Supp𝑅𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅) = { 𝑚 } 

dim𝑅/𝐼از اينکه  = 𝑥، لذا  1 ∈ 𝑚 \ 𝐼  موجود

 است و با توجه به اينکه

  𝐼 ⊊ 𝐼 + 𝑅𝑥 ⊆ 𝑚  

 :داريم بنابراين

dim𝑅/(𝐼 + 𝑅𝑥) = 3. 

، رشتۀ ]1 [از 2 .1 .8از طرف ديگر با توجه به گزارۀ 

 دقیقی به صورت:

𝐻𝐼+𝑅𝑥
𝑛−1 (𝑅) → 𝐻𝐼

𝑛−1(𝑅) → 𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅𝑥)                 

                                          → 𝐻𝐼+𝑅𝑥
𝑛 (𝑅),      

مدول -𝑅،  7. 2نتیجۀ وجود دارد. حال باتوجه به 

𝐻𝐼+𝑅𝑥
𝑛−1 (𝑅) همچنین از اينکه آرتینی است و 
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𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅𝑥) = 𝐻𝐼، لذا  3

𝑛−1(𝑅)  نیز آرتینی

  .خواهد بود

-باشد. نشان می( برقرار 2حال فرض کنیم شرط )

 دهیم:
 

Supp𝑅𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅) ⊆ { 𝑚 } 

شود. برای ( حاصل می1و بنابراين حکم از قسمت )

𝑃اين منظور فرض کنیم  ∈ Supp𝑅𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅) 

𝐻𝐼)دلخواه باشد. در اين صورت 
𝑛−1(𝑅))𝑃 ≠ 3 

کند که شدن گروتنديک ايجاب می  و لذا قضیۀ صفر

𝑛 − 1 ≤ dim𝑅𝑃.  بنابراين با توجه به فرض

(2 ،)𝑃  آل اول مینیمال از تواند يک ايدهنمی𝐼  .باشد

dim𝑅/𝐼 که حال باتوجه به اين = 𝐼و 1 ⊆ 𝑃 ،

𝑃بنابراين  =  𝑚 دهد که:و اين نتیجه می 

Supp𝑅𝐻𝐼
𝑛−1(𝑅) = { 𝑚 } .  
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