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 مقدمه -3

نگ ينسپريتوسط آروسون و است يعملگر يفضاها

 ياضيبه جامعه ر 1891و توسط افراس در  يمعرف

 يت جبرهايت و جذابي. با توجه به اهم[1]ارائه شد

 ،[0]مارد يا سيل يه اشتيه و فوريفور يگروه

دانان ياضير يها از علاقمند آن يعملگر يساختارها

س به عنوان يل يه اشتيمعاصر بوده است. جبر فور

است  يساختار عملگر يدارا يجبر گروه-  دوگان

آل بسته  دهيبه عنوان ا ،هين ساختار جبر فوريو با ا

 يليا .شوديم يز مجهز به ساختار عملگرين ،آن

دار در رسته کاملا کران يهانگاشت [13،11]در

ه يه به جبر فوريبالا، از جبر فور يعملگر يفضاها

در مرحله بعد  کرد ييو شناسا يس را بررسيل ياشت

 يها دهي[، بر اساس ا1] در يعملگر-p ير فضاهايتعب

[ گسترش 11] ي[ و لِ مرد10ه ]يزيپ يمطالعات

بر  يعيشده به شکل وس ين راهبرد معرفيافت. اي

-p، )      تالامانکا، هرتس، -گايجبر ف يرو

 ي[( به کار رفت و برخ9،9،8ه]يصورت جبر فور

 ز مطالعه شد.يگر آن نيخواص د

 يرو يعملگر-pن مقاله ما ساختار يدر ا

UPFp(G)  جبر ،p-يرا معرف يشبه توابع جهان 

ن مطالب را به ين هدف، ايا يم. برايکن يم

 م:يکن يم مير تقسيز يها بخش

فضاها را  -QSLp يا هيپا ي هينظر 1در بخش 

ه يلواز ايف و مقدمات مورد نيم، تعاريکن يم يمعرف

ان يرا ب  آن يسيها و صورت ماتر شينما يبرا

خواص جذاب  يبرخ 0م. سپس در بخش يکن يم

از آن  يا جهيان کرده و به عنوان نتيها را ب شينما

 م.يکن يم يمورد نظر را معرف يعملگر-pساختار 

 

 

 ازها ينش يپ -2

 يرو يفشرده موضع يها ش گروهيه نماينظر

 .مطالعه شده است يعيلبرت به شکل وسيه يفضاها

 و  [1] نه مرجعين زميدر اشتر يمطالعه ب يبرا

ها  شين نمايدر مورد ارتباط ب يمطالب ين برايهمچن

د. يمطالعه کن[ را 0]مرجع  يعملگر يو ساختارها

 بالام يمفاه صورت-p ين مقاله به دنبال طراحيدر ا

[ 10] مرجعاز  هايو نمادگذار هافيم و در تعريهست

 .ميبريبهره م

باناخ را عرضه  ياز فضاها يف رده خاصيدر ابتدا تعر

به مقوله مورد  يکينزد ياز برايم مورد نيو مفاه

 .ميکن يان ميها را ب شينما-pازمان در مورد ين

گروه فشرده  ش ازيک نماي. الف. 3ف يتعر

 يفضا  Eاست که در آن       ، زوج Gيموضع

 يعملگرها يبه فضا Gاز  يختيک همري  باناخ و 

نسبت به  کهاست  E ير رويپذوارون يطولپا

 يرو يقو يعملگر يو توپولوژ Gه ياول يتوپولوژ

B(E) ق يوسته است. به طور دقيپ    

    πاست که  وستهيپ يختيک همري     

 است.      πر و طولپا با وارون يپذوارون

از          ش يک نمايع از يک ترفيب. 

  ،        يبه جبر گروه Gيگروه فشرده موضع

̃   يانقباض يختيهمر است که            

 به صورت

 〈 ̃      〉  ∫     〈       〉  
 

      

             
و  Gه ياول يتوپولوژبه نسبت  کهشود  يف ميتعر

 وسته است.يپ B(E) يرو يقو يعملگر يتوپولوژ
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ده ينام   يبا بردار دور يدور      ش ينما ج.

̅̅        ̃ شود هرگاه  يم ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ چگال باشد.   Eدر   ̅

 (     )را با       ن حالت ممکن است يدر ا

-يم يدور يرا فضا   ن حالت يدر ا م.يدهش ينما

 .مينام

متناظر با  ي)جبرها(ن فضاها ياز مهمتر يکي

 هاست. ب آنيتوابع ضر ي، فضايگروه يها شينما

متعلق  يقيک اسکالر حقي pن مقاله يدر سرتاسر ا 

 است.        به بازه 

فضا -Lpک يرا  Eباناخ  يفضا. الف. 2ف يتعر

به       اندازه  يک فضاي يبرا ، هرگاهمينام يم

 باشد.         شکل

 ،مينام يفضا م-QSLpک يرا  Eباناخ  يفضا ب.

فضا -Lpک ي از ک خارج قسمتياز  ييرفضايهرگاه ز

 باشد.

دو       و       م يفرض کن .1ف يتعر

ن يباشند. در ا Gيش از گروه فشرده موضعينما

 صورت 

م، ينام يارز م را هم      و       ش ينماالف. 

چنان موجود باشد که        ييهرگاه طولپا

م يداشته باش        هر  يبرا

ن حالت ي. در ا    ̃         ̃ 

 .           م يسينو يم

ش يش از نماير نمايک زي      ش ينما ب.

ک ي    شود، هرگاه  يده مينام      

        هر  يبسته باشد و برا يرفضايز

 .     π     م يداشته باش

ده ينام      مشمول در       ش ينما ج.

ش از ير نمايک زيبا       شود، هرگاه  يم

م يسينوين حالت ميارز باشد. در ا هم      

           . 

( يارز هم يها مجموعه همه )کلاس .ينمادگذار

ک ي يرو Gيک گروه فشرده موضعي يها شينما

QSLp- و   شود يش داده مينما        فضا با

شود. يش اطلاق مينما- pک يبه هر عضو ان 

را با  يدور يها شينما- pن مجموعه همه يهمچن

       يبرا .ميده يش مينما        

 يدور يهاشير نماي، مجموعه همه ز       

 م.يده يش مينما          آن را با 

              ش ينما- pکي .0ف يتعر

هرگاه شامل همه  ،مينام يم يش جهانينما-pک يرا 

 باشد.        در  يدور يها شينما

م يکن يم يرا معرف شبه توابع– p يدر ادامه  جبرها

 کنند. يفا مين مقاله ايدر ارا  يکه نقش اساس

               م يفرض کن. 8ف يتعر

 ميده ين صورت قرار ميدر ا الف.

                 ‖ ‖  ‖    ‖ 

 يرو ينرم جبر-ميک ني  ‖  ‖ن حالت يدر ا

 کند. يف ميتعر      
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به صورت       شبه توابع متناظر با -pجبر  ب.

ف يتعر B(E)در           بستار در نرم 

شود.  يش داده مينما         شود و با  يم

باشد،  يش جهانينما-pک ي      ن، اگر يهمچن

ده ينام يشبه توابع جهان-pجبر           آنگاه 

 شود. يش داده مينما        شود و با  يم

 و قرار              م يفرض کن. 3تذکر 

 ميده يم

   {       |  ‖    ‖   }  

است       آل بسته  دهيک اي   ن صورت، يدر ا

نرم دار  يو با خارج قسمت گرفتن به فضا
     

  
 

 يشود. کامل ساز يمنجر م
     

  
ن نرم همان يبا ا 

شود  يشده بالا است. مشاهده م يمعرف         

ش ينما-pمستقل از انتخاب         که نرم 

 است. يجهان

را  يعملگر يجبرها-QSLp ،[0در ادامه بر اساس ]

 م.يکن يم يمعرف

 ک جبر باناخ باشد.ي Aم يفرض کن .6ف يتعر

ک ي( E يفضا-QSLp ي)رو Aش از يک نماي الف.

 مانند  يانقباض يختيهمر

π  است.        

را ناتبهگون          ش ينما ب.

            }م هرگاه ينام ي( مي)اساس

 چگال باشد. Eدر  { 

 ي)رو Aاز           يش اساسينما ج.

شود، هرگاه  يده مي( وفادار نامE يفضا-QSLpک ي

 ک باشد.يک به ي

ده ينام يجبر عملگر-QSLpک ي Aجبر باناخ  د.

 يختيو همر E يفضا-QSLpشود هرگاه  يم

ن يموجود باشد. در ا         يطولپا

ش يک نمايتوان گفت  يحالت به طور معادل م

موجود  E يفضا-QSLpبر،  Aوفادار از  يطولپا

 است.

-يم يعملگر يفضا-pف ين قسمت  به تعريدر ا

 [ است.11] [ و0ن بخش ]يم. مرجع ما در ايپرداز

، با Eباناخ  يو فضا μ، اندازه           يبرا

 يجبر يضرب تانسور يعيمتناظر کردن طب

-ي، م         يرفضايک زيبا         

ن حالت با يبر آن القا کرد. در ا يعيتوان نرم طب

باناخ حاصل را با  يفضا         يسازکامل

م ين داريم. همچنيده يش مينما   ̃      

)به صورت طولپا(.            ̃      

  نرم را با -  مجهز به    اگر 
م يش دهينما  

  
 خت است.يکري     با  يعيبه طور طب   ̃  

 يفضا-pرا     باناخ  يفضا . الف. 7ف يتعر

ک ي يم، هرگاه برايناميملموس م  يعملگر

QSLp-يفضا E ،بسته  يرفضايک زيB(E)  .باشد 

-کسانيتوان با يم    هر  ين حالت برايدر ا

     يرفضايبا ز       يساز
نرم     ̃  

القا کرد.             يرا رو  ‖  ‖
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افت که يرا       ‖  ‖ توان خانواده  ين ميبنابرا

 ل صادق استيط ذيدر شرا

   ‖   ‖        {‖ ‖  ‖ ‖ }  

ن حالت   يدر ا                    

س يش ماترينما يدارا            

]به فرم  يبلوک
  
  

 است. [

و        ،         يبراو 

  ميدار      

   ‖   ‖  ‖ ‖    
    

  ‖ ‖ ‖ ‖    
    

    

 Xباناخ  يک فضايمجرد،  يعملگر يفضا-p ب. 

 يرو      ‖  ‖  يها از نرم يخانواده امجهز به  

صادق    و    است که در دو شرط       

 هستند.

-pملموس  و  يعملگر يفضا-pم يمفاه   .2تذکر

 [0] مجرد بر هم منطبق هستند. يعملگر يفضا

 يفضاها-pن يچن ين کاربردهاياز مهمتر يکي

-تالامانکا-گايجبر ف يرو 1له داوسيبه وس يعملگر

[ دو ساختار 0به کار رفت. او در ]      هرتس 

p-کرد که  يمعرف       يبرا يعملگر يفضا

بر هم  Gر يپذنيانگيم يگروه فشرده موضع يبرا

 منطبق هستند.

 يعملگر يفضا-pدو  Yو  Xم يفرض کن .5ف يتعر

𝛷باشند و  -nباشد.  يک نگاشت خطي     

ر يبه صورت ز يعيبه شکل طب 𝛷تاب نگاشت 

                                                 
2
 M. Daws 

 شود يف ميتعر

𝛷
 
                𝛷

 
([   ])  [𝛷     ] . 

 نرم کامل آن با-pو 

           ‖𝛷‖
    

       ‖𝛷
   

‖  

‖𝛷‖ن حالت اگر يشود. در ا يداده م
    

   

کاملاً کراندار است و هرگاه -𝛷 ،pم ييگو

‖𝛷‖
    

م. ينام يم يکاملاً انقباض-pآن را    

n  ،𝛷هر  يکه برا ين در حالتيهمچن
   

 ييطولپا 

 ييکاملاً طولپا-pک نگاشت يرا  𝛷است، 

 م.يخوان يم

ن يدر اشبه توابع-pجبر  يرو يسينرم ماتر -1

 يسيماتر يها از نرم      ‖  ‖ بخش خانواده 

ش ينما يبرا         شبه توابع، -pجبر  يرو

م. در ابتدا يده يرا ارائه م              

ساختار، خوش شتر يشفاف شدن هر چه ب يبرا

م. در گام نخست   يکن يم يآن را بررس يفيتعر

م و در ادامه به يکن ير ارائه ميگزاره سرراست ز

 م پرداخت.يها خواه شيم نمايجمع مستق-lpمفهوم 

از  يا خانواده         م يفرض کن .3گزاره 

    ،          کراندار  يخط يها نگاشت

          ن صورت يباشد. در ا

 يبرا                    

 م:يف است و داريخوش تعر         

‖ ‖     {∑ ‖      ‖
  

           
  

          
 

    
 

    ∑|  |
    }   
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ن ي. در ا             م يفرض کن. 3لم 

 م:يصورت دار

    (  ( 
    ))

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅‖ ‖ (    )
   (        )   

به  [   ]  م يبرهان. فرض کن

ن صورت يمتعلق باشد. در ا (        )  

    ) )، تور      هر زوج  يبرا
))

       

 

-سيک مجموعه اندي    موجود است که در آن 

 گذار است و 

    ‖  ‖            
 (    

)    

∏  ميده يحال قرار م ∏    
 
   

 
    

ک مجموعه ي يعيب طبيبا ترت  ن صورت يدر ا

α يس گذار است. براياند  [   ] ، فرض    

[        ]م يکن  [ (    
    جهي. در نت [(

          ‖  ‖        [ 
       ]  

 ت کهين واقعين حکم از ايدر ا

             ‖[   ]‖
 
 ∑ ‖   ‖

 
    

هر  يق تر برايستفاده شده است. به طور دقا

ε    م يفرض کن   
باشد  يا به گونه      

       هر يکه برا
  

‖     (    
)‖  

 

  
   

     ن صورتيدر ا

‖[     (    
)]‖

 
 

 ∑ ‖       (    
)‖

 
 
             

 ميست قرار ده ا يحال کاف

α  [   ]  [   
 ]    . 

، لم قبل               يبرا. 1تذکر 

 ل است:يانگر تناظر ذيب

    (  ( 
    ))

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅‖ ‖ (    )
 

  (        )    ( (     )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ‖ ‖    
)   

          يعملگر يفضا-pدر گزاره بعد ساختار 

 م:يکن يرا ارائه م

ش ينما-pک ي      م يفرض کن .2گزاره 

         ن صورت جبر باناخ يباشد. در ا يگروه

جبر -QSLpک ي      شبه توابع متناظر با -pاز 

 است. يعملگر

ش طولپا از يک نمايد ياثبات با يبرهان. برا

        م يم. فرض کنيارائه کن         

 يش دورين صورت نمايدر ا    و 

      يبا بردار دور      از  (         )

    چنان موجود است که

 ‖           ‖  ‖    ‖       
 

 
      ‖    ‖  

        

ها را در  متناظر آن يم فضاهايجمع مستق-lpحال 

 ميريگ ينظر م

Π                  
       

ε                
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ر يکتا به شکل زيش ينما يدارا ε  هر عضو 

 است

        
      

        

 م ين داريهمچن

‖ ‖  ∑ ∑ ‖     ‖
  

   
 
   . 

،مقدار        ک عضو دلخواه ي يبراحال 

 Π     م. عملگر يکنيرا محاسبه مΠ     به

 ر استيصورت ز

Π                    
          

 م يدار 1و با توجه به گزاره 

‖Π   ‖
 
    {∑ ‖            

‖
  

        

       
       

 ε   ∑ ‖     
‖
  

      }. 

εو          يبرا نيهمچن عضو    

 چنان موجود است که εدر               

‖Π   ‖
 
   

∑ ‖π
    

        
‖

 

       ∑ ‖     
‖
 

           

Πگر چون يد يسواز 
    

 ير فضايبر ز π ديتحد 

 مياست، دار      بسته 

π
    

         π               و 

‖Π
    

   ‖  ميلذا دار  ‖    ‖ 

‖Π   ‖
 
   ∑ ‖π

    
        ‖

 

    

‖π   ‖
 
. 

 ، عضو    يگر برايد ياز سو

              
   

    

 م:يکن ير انتخاب ميرا به فرم ز

     
   

 {
     

   
اگر                          

  درغير  اين  صورت                                        
 

‖  ‖ن صورت  يدر ا    

 و

‖Π   ‖  ‖Π     ‖  ‖           ‖  

‖π   ‖  
 

 
  

Πن يبنابرا   (     ) ش يک نماي      

گسترش          تواند به يست که ما طولپا

 دا کند.يپ

ش ينما-pک ي      م يفرض کن .1گزاره 

ن صورت يباشد در ا        در  يگروه

 است. يعملگر يفضا-pک ي         

 يش متناظر معرفينما (  Π)م يبرهان. فرض کن

م يدهيشده در گزاره قبل باشد. نشان م

(Π
   

ک نگاشت طولپا ي (     

از  يابسته ير فضايز يبه رو (      )  

 است. (    )  

ر يرا به صورت ز Πام نگاشت -nتاب      يبرا

 م:يريگ يدر نظر م
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 Π
   

 π
   

(  (      ))    (    )  

       

 Π
   

( (   ))  [Π(   )]  

Π م يده ينشان م
   

 مياست. دار ييطولپا

‖[Π(   )]‖
 
 

   {
∑ ∑ ‖∑ π

    
 
   (   )     

 
‖

 

 

 
      ∑ ∑ ‖     

 
‖
 

   
 
   

  

}   

ε يبرا  يم به طوريابيب       م يتوانيم   

 که 

‖ ‖  ∑ ‖  ‖
  

    ∑ ∑ ‖     
 

‖
 

   
 
       

‖ ‖و   و لذا   

‖[      ]‖
 
   

∑ ∑ ‖∑ π
    

 
   (   )     

 
‖

 
 
         

،           هر  يکه برا ييگر از آنجايد ياز سو

πعملگر 
    

 ير فضايبه ز (   )πد يتحد (   )

 مين دارياست. بنابرا      

π
    

(   )     
 

 π(   )     
   

م يقرار ده  يبرا           و اگر

           
، در             و    

 ن حالتيا

 و    ‖ ‖

‖[ (   )]‖
 
   

∑ ∑ (∑ ‖∑      
  

   (   )     
 

‖
 

 
   )   

   
 
   

∑ ‖∑   
   (   )  ‖

 
 ‖ (   ) ‖

  
      

 و لذا

‖ (   )‖  ‖ (   )‖. 

     يبرا [(   ) ]ف نرم يتعربرعکس بنا به 

 ، بردار

      
     

     
      

         

 که يبه طوراست  موجود

‖  ‖  ‖   
      

  ‖  ∑‖  
 ‖

 
    

 و

‖[      ]‖
 
 

 

 
 ∑ ‖∑   

   (   )  
 ‖

 
  

     

 شود يده ميد يحال به سادگ

∑ ‖∑   
   (   )  

 ‖
  

    ‖[ (   )]‖
 
   

 نگاشت نيبنابرا

  Π
   

    ( (     ))         

تواند به يش طولپاست که ميک نماي

 دا کند.يگسترش پ (        )  

از  يدگاه جذابيج دين نتايم که اين اعتقاد هستيبر ا

 يسيرامون مقوله ساختار ماتريپ يمسائل مختلف

دهد. در ادامه يه به دست مياز نوع فور يجبرها

شده  ياز جبر معرف يخواص افکنش يبرخ

 م.يکن يان ميرا ب         
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رمجموعه و يک زي     م يفرض کن

تابع به    ک تابع باشد. منظور از ي        

 فرم

   {
روي                      

در غيراينصورت          
  

 است.

ک گروه فشرده ي Gم که يفرض کن. 0گزاره 

م                      يرگروه باز آن باشد و فرض کنيز   و يموضع

 ن صورت نگاشتي. در ا              

    
        

               

 که به صورت

    
(   

   )   (    
)               

 يکاملاً انقباض-p يختيک همريشود يف ميتعر

 ر برقرار استياست. در واقع رابطه ز

       
     

{                       }̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅‖ ‖     

         

   )برهان. به وضوح 
  )          .

و هر         هر  ين برايهمچن

   ميدار        
    

                
(    

)        
  

ξهر  ين برايهمچن ηو     و اگر     

 ميدار        و         

 〈   
      〉  ∫     〈   

      〉
  

 

 ∫     〈       〉
  

  

 ∫      〈       〉
  

  

 〈        〉  

 و

〈   
(    

)   〉  

∫     
      〈   

      〉   
  

  

                            ∫     
      〈       〉     

  

 〈 (    
)   〉.  

 حکم واضح است.ن يبنابرا     

شده  يمعرف يعملگر-pنکه ساختار يبا توجه به ا

 يش جهانيانتخاب  نما يبر مبنا          يبرا

 يعملگر-pساختار  يعدم وابستگل ياست، گزاره ذ

ش يرا به انتخاب نما          يشده برا يمعرف

 سازد. يمحرز م يجهان

ش از ير نمايک زي      م يفرض کن .8گزاره 

 ن صورت نگاشتيدر ا      

𝛹                          

                         

p-.کاملاً کراندار است 

است. از  يبرهان. واضح است که نگاشت فوق انقباض

شامل تمام       گر از آنجا که يد يسو

 ياست، حکم کل       يدور يها شيرنمايز

 شود. يجه مينت
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رگروه بسته و يک زي    م يفرض کن .6گزاره 

      ن صورت اگر ينرمال باشد. در ا

    (
 

 
                آنگاه  (

 يخارج قسمت يعينگاشت طب qاست که در آن 

  مياست و دار

     (
 

 
)               

)          م  يبرهان. فرض کن 
 

 
به  (

و                 م يح دارووض

)             ن نگاشتيهمچن
 

 
) 

 يبرا        ∫       ف يبا تعر

(   
 

 
ن صورت يم. در ايآور يرا به خاطر م (

𝛹و     و      يبرا     

〈𝛹        〉ميدار  〈       𝛹〉 

  وسته يهر تابع پ يو از آنجا که برا
 

 
و    

 ميدار        

 (       )  〈       𝛹〉  

 جهيدر نت

〈        𝛹〉  〈       𝛹〉  

 نيو بنابرا

              

 و 

               

 .    و         

  پوشاست Pن از آنجاکه يو بنابرا

                (
 

 
)  

 ين حالت براين در ايهمچنو 

 [    ]    ( 
 ميدار (    

‖[         ]‖ 
 ‖[        ]‖ 

  

 است. ييکاملاً طولپا-pن يبنابراو  
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