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 چکيده

ه همسايگی هرگاگوييم  Gزبای بسته بندرا يک  Gی هااز رأس  Sمجموعه اف باشد. زير گريک   Gکنم ض فر

ز گراف بای بسته بندد عدی هايی، بسته بندازه چنين ندزيمم اباشند. به ماکا مجزدو به دو  Gدر  Sی هاز رأس با

)با می شود. و آن را گفته  ) G  خت درهر ای که بردهيم می ن مقاله نشانمايش می دهيم. دراينT  مرتبه از

3n داريم ،
2

3

( ) 
n

T  یخت هاوه دربه علاوT   با
 

2

3

( ) =
n

T کنيم.میرا دسته بندی 
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 مقدمه -0

توجه رد موو مهم ت موضوعاهای باز يکی از بسته بند

ی هارکااف است. گربسياری از محققين در نظريه 

ان که به عنو، گرفتهرت صوزيادی در مورد اين مفهوم 

د. کرره شاا ]9،17،11، 0،0، 1،2،6[به ان تومی  لمثا

ست. ا ]3[مطابق با ی ما در اين مقاله  هاذاری گدنما

=ض کنيم فر ( , )G V Eباشد. ده سااف  گر يک

vهرای بر V ز رأسبار از همسايگی منظوv 

)ی مجموعه ) = { | }N v u V u v E  و ست ا

ازست رت اعبا vرأس بسته  همسايگی

[ ] = ( ) { }N v N v v  یمجموعهزير S V  را

 هرای بره هرگاگوييم  Gای برز بای بسته بنديک 

 ,u v S کهu v ،( ) ( ) =N u N v  به .

 Gای عدد بسته بندی بازSماکزيمم اندازه چنين

)گفته می شود و اين عدد را با )G نمايش می-

Sدهيم. مجموعه  V را يک( )G- مجموعه

با ز بای بسته بنديک   Sه هرگاميم، نامی

| | = ( )S G  .ی مجموعهزير باشدS V  را

هرای بره هرگاگوييم  Gای بری بسته بنديک 

,u v S  کهu v ،[ ] [ ] =N u N v  . به

گفته Gی بندبستهد عدای Sازه چنين ندماکزييم ا

)با د را عدد واين می شو )G .نمايش می دهيم

)با ای را  S ازه چنينندهمچنين  مينيموم ا )G
L

 

در  nلبطور از يک مسير منظودهيم. ن مینشا

 دو متمايز به ی دو هااز رأسست ای انباله د Gاف گر

Gم به فر, , . . . ,
0 1

v v v
n

دو رأس هر ، بطوريکه 

ل کوتاهترين باشند. طوور نباله مجادر اين دلی امتو

بين آن دو رأس فاصله بين دو رأس را ممکن مسير 

را ها ساير رأس با يک رأس فاصله بيشترين نامند. 

وج از خربيشترين نامند. آن رأس میمرکز وج از خر

ون دور همبند بداف نامند. گراف میقطر گررا مرکز 

=اف گرگوييم. خت را در ( , )G V E  دار جهترا

Eه هرگاگوييم  V V  .دار را جهتاف گر

جهت ون بداف گره هرگادار گوييم خت جهت در

دار خت جهت يک درخت باشد. آن، يک دربه ط مربو

ه يک رأس منحصر به هرگاريشه دار گوييم خت را در

و شته باشد داصفر ورودی جه دربا م ريشه به نافرد 

راس باشند. ورودی يک جه ی آن از درهاساير رأس 

رأس غير از ريشه  ريشه دار يکخت والد  در يک در

که موجود باشد   vآن مانند با  ورمجاکه راسی ست ا

حد کمتر ريشه يک واتا  vفاصله ريشه  از تا آن فاصله 

ور ست مجااسی د يک رأمولويا ند زفر همچنينست. ا

تا  vفاصله ريشه از تا آن که فاصله  vراسی مانند با 

گ بريک را جه رأس درست. بيشتر احد ريشه يک وا

با  Gاف نامند. گرمیمحملگ را برور مجاو رأس 

1n   جه يک رأس آن از درکه رأسn  و ساير

ره می ستااف گررا باشند يک جه رأسهای  آن از در

 بانامند و 
1,K n

نمايش می دهند. يک عنکبوت يا  

ستاره  گرافی است شامل دو ستاره که راس های  -2

ماکزيمم درجه در دو ستاره مجاوراند.گراف مسير به 

1nرا با  nطول
P

 .نمايش می دهيم  

بعضی از نتايج مهم و کليدی بدست آمده در مورد  

 بسته بندی ها به شرح زير است:

مرتبه از همبند افی گر Gگرثابت شده است ا ]0 [در  

2nی    ه:نگاآباشد 

( )

( )
n

G

G



  .   

 

 وخته داپرختها ی دربه بسته بند ]1[ هنينگ در

3n مرتبهاز ختی در Tگراکه ن داده است  نشا  

ه نگاآباشد 
3

( ) ( )
n

T T  

 
 وه:بعلاو 

1

2

( ) ( )
n

L
T T


   

  

ختی در Tگراکه  وی در همان مقاله ثابت می کند

3n مرتبهاز    ه :نگاآباشد 
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3 2
( )

2

n n
TL

 


. 

 

از  Tختدرهرای که برن می دهيم مقاله نشااين  در

3nمرتبه  :داريم 
2

3

( )
n

T   

 

2با  Tیختهاوه دربه علاو 

3

( )
n

T   را دسته

 بندی  می کنيم.
 

 نتايج اصلي -8

 کنيم.میوع شرتعريف زير اين بخش را  با 

معمولی را رأس  Tختاز در  رأس. 0. 8تعريف 

) مبه تماه هرگاگوييم  )T-  ها تعلقمجموعه 

 شد.باشته اند

 مسير. 8.  8ه تبصر
2

P   رأس خت فاقد درتنها

 ست.امعمولی 

3n مرتبهاز  T ختدرهر ای بر. ٣.  8قضيه   

 داريم:
2

3( )
n

T  . 

 

3nا رویستقربه ا ت.ثباا  مطلب را ثابت 

  کنيم. می

3nگرا   ست کهبديهی اباشد
3

T P. ض فر

  nی کمتر از  مرتبهاز خت درهر ایحکم برکنيم 

4nی مرتبهاز  Tخت درباشد. ار برقر   با قطرd 

=اگر  گيريم.را در نظر می 2d  آنگاه ،T  يک ستاره

و 
2

3( ) = 2 <
n

T  زيرا> 3n.اگر= 3d 

ره وستا -2يک   T آنگاه
2

3( ) = 2 <
n

T .

4dاينک فرض کنيم که       ،, , ,
0 1

x x x
d

 

را يک  Sو بعلاوه   Tيک مسير به طول قطر در

( )T-  مجموعه درT کنيم که چنان انتخاب می

| { , } |
1

S x x
d d




حداقل باشد. فرض کنيم  

= 4dواضح است که هر رأس در ،

( ) { }
1 2

N x x يک برگ است. اگر
1

x  و
3

x  تنها

)های راسُ )
2

N x  باشند که برگ نيستند آنگاه

{ , , }
0 1 4

x x x  يک( )T-  مجموعه است و

 بعلاوه:

10 2

3 33 = ( ) < <
n

T . 

 

)کنيم تعداد پس فرض می 1)a   رأس در

( ) { , }
2 1 3

N x x x  .وجود دارد که برگ نيستند

 بنابراين :
2(5 2 ) 2

3 3( ) = 3 <
a n

T a


   

 

5d ایبراکنون    نظر می حالت های  زير را در

 گيريم.

xاول :حالت  S
d


 
. 

ابتدا فرض کنيم که  
1

x S
d




. بديهی که  

( ) = { }

1

S V T x
x d

d 

=. با فرض

1

T T T
x
d

 


 ،

{ }S x
d

 يک( )
'

T-  بنا به و مجموعه است

 ا:ستقرض افر

2 ( ) 2( 2)

3 3

| | 1 ( )
n T n

S T
 

     

 پس 
2

3

| |<
n

S . 

ض می کنيم که  فراين بنابر
1

x S
d




ست اضح ، وا 
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که 
2

x S
d




کنيم  ض.فر
1

( ) 3
d

deg x


داريم . 

 که: 

11
( ) = { , }

x d dd
S V T x x


. 

 

با فرض
1

=
xd

T T T


   ،{ , }
1

S x x
d d




 

)يک )T -  ا:ستقرض افربنا به و مجموعه است 
 

2 ( ) 2( 3)

3 3

| | 2 ( )
n T n

S T
 

     

 

 ه:در نتيج
2

3

| |
n

S  . 

 

ض کنيمفراکنون 
 1

( ) 2
d

deg x


بعلاوه و

2
( ) 3

d
deg x


 بنا به تعريف .S ،x

d
تنها رأس  

2xd
T


از  2با فاصله  

2d
x


د هر مولواين بنابراست. 

2d
x


به جز  

1d
x


ض کنيم فريک برگ است.  

2
=

xd
T T T


 اين بنابر{ , }

1
S x x

d d



يک  

( )T -  ا:ستقرض ابنا به فرو مجموعه است 

 
2 ( ) 2( 4)

3 3

| | 2 ( )
n T n

S T
 

     

 

 و اين نتيجه می دهد که:
2

3

| |<
n

S . 

 

(پس فرض کنيم که  2
2

(
d

deg x 


. لذا 

{ , }
1

S x x
d d




)يک   )T-  و مجموعه است

 ا:ستقرض ابنا به فر

2 ( ) 2( 3)

3 3

| | 2 ( )
n T n

S T
 

     

 

 مانند حالات قبل نتيجه می شودکه:
2

3

| |
n

S  . 

xدوم: حالت  S
d

. 

اگر 
1

x S
d




، S، آنگاه با توجه به انتخاب

11
( ) = { }

x dd
S V T x


  و

1
{ }

d
S x


  يک

( )T- مجموعه  برای
1

=
xd

T T T


  .لذا است

 ا:ستقرض ابنا به فر

2 ( ) 2( 2)

3 3

| | 1 ( )
n T n

S T
 

     

 

 لذا :
2

3

| |<
n

S . 

 کنيممی ضفر اينبنابر
1

x S
d




. اگر

1
( )

xd
S V T


 آنگاه ،

1
( ) 3

d
deg x


و  

1
| ( ) |= 1

xd
S V T


و  

1
( )

xd
S V T


يک  

( )T -  مجموعه  برای
1

=
xd

T T T


   .است

 ا:ستقرض ابنا به فرلذا 
 

2 ( ) 2( 3)

3 3

| | 1 ( )
n T n

S T
 

    

 

 :و در نتيجه 
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2

3

| |<
n

S . 

)بنابراين فرض کنيم که   ) =

1

S V T
x

d





 .

بديهی است که
2d

x S


  بنابراين .

2
| ( ) | 2

xd
S V T


   و

2
( )

xd
S V T


  يک

( )T-   مجموعه برای
2

=
xd

T T T


   .است

 لذا بنا به فرض  استقرا:
2 ( ) 2( 3)

3 3

| | 2 ( )
n T n

S T
 

     

 

 و در اين حالت هم داريم:
2

3

| |
n

S  ،کند. و اين اثبات  را کامل می   

 

هايی که در تساوی کران قضيه قبل در ادامه درخت

کنيم. برای اين صدق می کنند را دسته بندی  می

منظور ابتدا به معرفی يک خانواده از درخت ها 

 خواهيم پرداخت. 

 

به را خت ها از در  اده ی خانو. 4. 8تعريف 

 کنيم:میزير تعريف شکل

T   از روی دنباله( 2)j 
1 2

, , ,
j

T T T 

=بدست می آيد به طوری که 
1 3

T P  و برای

( 2)j  ،
1

T
i

Tاز روی  
i

 ( = 1, 2, , 1)i j  

به طور بازگشتی با متصل کردن يک رأس معمولی 

T
i

جه يک به يک رأس در 
3

P  بدست می آيد. اين

 می ناميم. O عمل را عملگر

 

3n مرتبهاز  T ختدرهر ای بر. 8.  8قضيه    ،
2

3

( )
n

T   اگر و تنها اگرT . 

درختی از مرتبه  T ابتداء فرض کنيمت. ثباا

3n   و
2

3

( )
n

T  باشد،  به استقرا روی

3n   نشان می دهيمT . 

3n اگر   آنگاه=
3

T P  .و حکم برقرار است 

فرض کنيم حکم برای هر درخت از مرتبه کمتر از  

n  .برقرار باشدT 4را درختی از مرتبهn  در نظر

گيريم کهمی
2

3( )
n

T .  فرض کنيم

= ( )d diam T و , , x
2

,
0 1

x x x
d 

به  Sو

، انتخاب قبل گفته شدت قضيه ثبادر انچه مانند  آ

=گرشده باشند. ا 2dآنگاه ،T اگر  يک ستاره و

3 4d   باشد آنگاه طبق اثبات قضيه قبل
2

3( ) <
n

T  که اين يک تناقض است. بنابراين

5dلازم است که  ادعا می کنيم .x S
d

 فرض .

xکنيم  S
d

ابتدا فرض کنيم .
1

x S
d




. اگر

( )

1

S V T
x

d

 



 آنگاه:  

( ) 3
1

deg x
d




|و     ( ) |= 1

1

S V T
x

d 

. 

  

)فرض کنيم  )

1

a S V T
x

d





}. لذا  }S a 

)يک  )T - مجموعه برای=

1

T T T
x
d

 



 

 است. پس بنا به قضيه قبل :
2 2( 3)

3 3

| | 1 ( )
n n

S T
 

     

 

 و درنتيجه:
2

3

( ) <
n

T  

)که اين ممکن نيست. پس  ) =

1

S V T
x
d

 



 ،
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بنابراين   
2

x S
d




|. اگر ( ) |= 1

2

S V T
x

d 

 

}آنگاه  }
2

S x
d




)يک   )T -  مجموعه برای

2
=

d
T T T

x 
  : و بنا به قضيه قبل 

2 2( 3)

3 3

| | 1 ( )
n n

S T
 

     

 

 پس
2

3

( ) <
n

T  

که باز ممکن نيست. بنابراين فرض می کنيم که 

| ( ) | 2

2

S V T
x

d





در اين حالت داريم   

( ) 3
2

deg x
d




|و بعلاوه   ( ) |= 2

2

S V T
x

d 

 .

)اکنون  )

2

S V T
x
d





)يک   )T -  مجموعه

=برای 

2

T T T
x
d

 



 است. لذا بنا به قضيه قبل : 

2 ( ) 2( 4)

3 3

| | 2 ( )
n T n

S T
 

     

 

که اين هم  ممکن نيست. اينک حالتی را در نظر 

گيريم که  می
1

x S
d




|. اگر  ( ) |= 1

1

S V T
x

d 

 

}آنگاه  }
1

S x
d




)يک   )T -  مجموعه برای

=

1

T T T
x
d

 



 است. لذا با استفاده از  قضيه قبل : 

2 ( ) 2( 2)

3 3

| | 1 ( )
n T n

S T
 

     

 

|که تناقض است. بنابراين  ( ) | 2

1

S V T
x

d





 

|و لذا  ( ) |= 2

1

S V T
x

d 

و بعلاوه   

( ) 3
1

deg x
d




). اگر  ) 4
1

deg x
d




باشد  

آنگاه دوباره به تناقض می رسيم در نتيجه 

( ) 3
1

deg x
d




. 

)اگر  ) 2
2

deg x
d




)آنگاه   )

2

S V T
x
d





 يک  

( )T -  مجموعه برای=

2

T T T
x
d

 



است.  

 و بنا به قضيه قبل :
2 2( 4)

3 3

| | 2 ( )
n n

S T
 

      

 

)که امکان پذير نيست. بنابراين ) 3
2

deg x
d




 .

)واضح است  ) = { }
2 1

N x S x
d d 

. فرض 

کنيم  
2

x
d 

يک مولود   
1

a x
d




 aدارد که  

يک رأس محمل است.  در اين صورت مولودی مانند 

b ازa  بهS  تعلق خواهد  داشت که اين با انتخاب

 مسير به طول قطر در تناقض است.

بنابراين هر مولود  
2

x
d 

، متفاوت از 
1

x
d 

، يک 

)است. حال   برگ )

2

S V T
x
d





)يک    )T - 

مجموعه برای 
2

=
d

T T T
x 

   است و بنا به قضيه

 قبل :
2 2( 4)

3 3

| | 2 ( )
n n

S T
 

     

 

xکه اين يک تناقض است. بنابراين  S
d

 .است 

اگر
1

x S
d




، آنگاه با در نظر گرفتن درخت

1

T T
x
d





و قضيه قبل خواهيم داشت  

 
2

3

( ) <
n

T که يک تناقض است. لذا
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1
x S

d



واضح است که . 

2
x S

d



اگر .

( ) 4
1

deg x
d




 ، آنگاه بديهی است :

( ) = { , }
1

1

S V T x x
x d d

d




. 

 

}پس  , }
1

S x x
d d




) يک  )T -  مجموعه

برای 
1

=
d

T T T
x 

  و در نتيجه ،
2

3

| |<
n

S  

 که يک تناقض است. بنابراين فرض می کنيم :

2 ( ) 3
1

deg x
d

 


. 

)فرض کنيم    ) 3
2

deg x
d




. باتوجه به انتخاب 

S ،
d

x تنها راس از
2

T
x
d 

از  2با فاصله  
2

x
d 

 

است. بنابر اين هر مولود 
2

x
d 

به جز  
1

x
d 

يک  

 برگ است. پس 

{ , }
1

S x x
d d




)يک  )T -  مجموعه برای

2
=

d
T T T

x 
  : است و بنا به قضيه قبل 

2 ( ) 2( 4)

3 3| | 2 ( )
n T n

S T
 

     

 

 و لذا خواهيم داشت که :
2

3

| |<
n

S . 

 

که اين يک تناقض است. بنابراين فرض کنيم  

( ) = 2
2

deg x
d

). اگر ) = 3
1

deg x
d

باشد  

}آنگاه   , }
1

S x x
d d




)يک    )T -  مجموعه

برای 
2

=
d

T T T
x 

  : است و بنا به قضيه قبل 

2 ( ) 2( 4)

3 3| | 2 ( )
n T n

S T
 

     

 بنابراين نتيجه می شودکه:  

2

3| |<
n

S . 

 

که اين يک تناقض است. بنابراين فرض کنيم  

( ) = 2
1

deg x
d

=. فرض کنيم 

2

T T T
x
d

 



}واضح است   , }
1

S x x
d d




)يک    )T - 

Tمجموعه برای   : است و لذا 

2 2( 3)

3 3( ) | | 2 = 2 =
n n

T S


     

 

از طرفی بنا به قضيه قبل 
2(n 3)

3( )T


   .

بنابراين  
2(n 3)

3( )T


   و بنا به فرض استقرا

T    چون .{ , }
1

S x x
d d




)يک    )T - 

Tمجموعه برای     ،است
3d

x


يک رأس معمولی  

T  است و بنابراينT ازT   به وسيله عملگرO 

Tبدست می آيد. در نتيجه   . 

Tبر عکس فرض کنيم که  بنابراين .T  از روی

)دنباله  2)j  , , ,
1 2

T T T
j

بدست می آيد به  

=طوری که 
1 3

T P 2و اگرj  باشد
1

T
i

 

( = 1, , 1)i j   به طور بازگشتی از روی ،T
i

 

بدست می آيد. استقرا را روی  تعداد  Oتوسط عملگر

به کار می بريم.  Tتا رسيدن به  Oعمليات عملگر

واضح است  
2

3( )
n

T   اگر=
3

T P. 

Tفرض کنيم حکم برای 
i

برقرار باشد، بنابراين   

2 ( )

3( ) =
n Ti

T
i

 فرض کنيم .v  يک رأس

Tمعمولی از
i

باشد و 
1

T
i

Tاز  
i

 به برگ vبا اتصال  

x از مسير: , ,
3

P x y z  بدست آيد. واضح است با

)به  zو yاضافه کردن  )T
i

-  مجموعه،  يک

مجموعه بسته بندی باز برای 
1

T
i

بدست می آيد و  
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 لذا داريم :

2 ( )

3

2 ( ) 21

3 3

( ) ( ) 2 = 2
1

= =

n Ti

n T ni

T T
i i

 



  


 

 

و بنابر قضيه قبل خواهيم داشت که  

2

3( ) =
1

n
T

i



. 

 

 

 نتيجه گيری -٣

در اين مقاله نويسندگان، يک کران بالا برای عدد 

اند. و بعلاوه نشان باز درخت ها ارايه کردهبندی دسته

دادن که اين کران بالا توسط خانواده ای از درخت ها 

 اخذ می شود. 
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