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ي دوم براي  بررسی پایداري عددي و همگرایی مرتبه

  حل کلاس جدیدي از معادلات قدر مطلقی
  

  

  

 3علی برهمند ،*2لطفی، طاهر 1مظفر رستمی

  

  
  ي علوم پایه، دانشگاه آزاد اسلامی، واحد همدان، همدان، ایران استاد، گروه ریاضی، دانشکده   )3و2و1(

  

  

  

  16/12/1400تاریخ پذیرش مقاله:    28/11/1399تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

  :کنیم می در این مقاله، کلاس جدیدي از معادلات قدر مطلق به صورت زیر را مطالعه

Ax-B|x|-b=o,            (B≠I, σ_"max" (|B|)<σ_"min" (A)    

 

کنیم و همچنین همگرایی و  یافته حل می کلاس جدید معادلات قدر مطلقی را با استفاده از روش نیوتن تعمیم

روش حل هاي عددي، کارایی و مؤثر بودن  کنیم. همچنین با تست مثال پایداري عددي کلاس جدید را بررسی می

    براي کلاس جدید با دیگر کارهایی که انجام شده است مورد بررسی واقع شده است.

  

  .ي همگرایی ي قدرمطلقی، روش تکرار، پایداري عددي، مرتبه هاي غیرخطی، معادله سیستم هاي کلیدي: واژه

                                                 
 Email: lotfitaher@yahoo.ir                                                             دار مکاتبات:                                     عهده. *

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه - 1

کلاس جدید از معادلات قدر مطلقی زیر را در نظر 

 گیریم: می

�(�)= �� �|�| � = �,																		(1) 
(� ≠ �,			���� (|�|)< ���� (�)),		  

 

�,�که در آن  ∈ �و  � ∈ |و  � نشان  |

ي مقدار قدرمطلقی است. تاکنون همگرایی و  دهنده

�پایداري عددي کلاس جدید در حالت  ≠ مورد  �

این خواهیم در  بررسی قرار نگرفته است. اکنون می

مقاله، به بررسی همگرایی و پایداري عددي کلاس 

ي حل معادلات قدر مطلقی،  جدید بپردازیم. مسئله

ي  باشد و از طرفی مسئله پی سخت می- جزو مسائل ان

ي قدر مطلق است.  ارز معادله هم  )LCP(متمم خطی 

ي  براي حل معادله 2] را ببینید. منگسرین12مرجع [

�قدر مطلق،  = یافته استفاده  یوتن تعمیم، از روش ن�

�ي قدر مطلق،  کرد و نشان داد که حل معادله = � ،

باشد، آنگاه داراي  1، بیشتر از �اگر مقادر منفرد 

 باشد. همگرایی خطی می

ي  باشد، آنگاه معادله 1بیشتر از  �اگر مقادیر منفرد 

�)، 1قدر مطلق ( = جواب منحصر به فرد دارد،  �

]15 ،14.[ 

�د، کلاس جدی ≠ ����با شرط  � (|�|)<

���� باشد،  داراي جواب منحصر به فرد می (�)

ي قدر مطلق  ]. حل منحصر به فردي معادله15[

� = ] بررسی شده 1، 10، 11، 21در مراجع [ �

ها، همگرایی خطی  است. در برخی دیگر از روش

�کلاس جدید در حالت  = نشان داده شده  �

] براي حل 21]. زینلی و لطفی [5، 13، 16است، [

�کلاس جدید در حالت  = روش نیوتن  �

اند که این  یافته را اصلاح کرده و اثبات کرده تعمیم

  است. 2ي  روش داراي همگرایی موضعی مرتبه

هاي ذکر شده به همــگرایی و پایداري عـددي  روش

�معادلات قدرمطلقی در حالت  =  اند. پرداخته �

                                                 
2 Mangasarian 

�بنابراین ما  ≠ ����و شرط  � (|�|)<

���� ایم که در  ایم و اثبات نموده را لحاظ کرده (�)

این حالت کلاس جدید نیز داراي همگرایی موضعی 

 باشد. ي دوم و داراي پایداري عددي می مرتبه

1فضاي تابعی 
2 [0,1]W  یک فضاي هسته باز تولید

ف خواهد شد. هدف ما است که در بخش بعدي تعری

) در این مقاله پیدا کردن تابعی مانند )u x  در
1
2 [0,1]W صدق 1طوري که در معادله (است به (

) یک 1کند. بدین منظور با توجه به شکل معادله (

1عملگر خطی روي 
2 [0,1]W کنیم. سپس تعریف می

اده از عملگر الحاقی نظیر و توابع هسته باز با استف

1تولید در 
2 [0,1]W سازیم. یک پایه براي آن می

) را بر حسب این پایه به 1سپس جواب معادله (

 آوریم.دست می

  

یافته و همگرایی موضعی  روش نیوتن تعمیم -2

ي دوم براي حل کلاس جدید معادلات  مرتبه

  قدر مطلق

) به 1ي ( یافته از معادله م ژاکوبین تعمیمفرض کنی

  صورت زیر باشد:

��(�)= � ��(�),																																(2) 
  

=(�)�که در آن  فرض کنیم  ((�)����)����

ي  بردار شروع مناسب براي حل دقیقی از معادله �0

ي  یافته قدر مطلق باشد. روش نیوتن تعمیم

سرین براي حل کلاس جدید از معادلات قدر منگ

  ایم: مطلقی به کار گرفته

�� ��(�)���� 
= ��� + ����� + �																													(3) 

���1 = �� + ���,�� = 0,1,2,… �.				(4) 

  

 ���1کنیم و  ) را حل می3ابتدا ما سیستم خطی (

کنیم. جزئیات بیشتر را در  وز رسانی می) را بر4از (

 ] ببینید.2، 6، 8، 19، 20مراجع [
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=(�)�فرض کنیم  �� 	�|�| � ،��(�) 

باشد و  (�)�ي  یافته ژاکوبین تعمیم

�(�)= باشد. روش نیوتن  ((�)����)����

) به 1ي ( یافته براي پیدا کردن جواب معادله تعمیم

 آید: دست میصورت زیر به 

����� + ����
�� ����1 ��� = �.									(5)  

��� �	���� � + �� ������� ×   

����1 ��� = �,																																							(6)  

 

�������با توجه به نکته که  = ، روش نیوتن ����

یافته، شکل ساده شده، به صورت زیر به دست  تعمیم

 آید: می

�� ������� ���1 = �,																									(7)  

  

 در نتیجه

���1 = �� ������ \�,																										(8)  

 

) باشد، 1عضوي از کلاس ( (�)�فرض کنیم  .1لم 

����اگر  (|�|)< �� باشد، آنگاه  (�)��

�� ��(�)�
�1

 �براي هر ماتریس قطري  

±داراي عناصر قطري  �وجود دارد جایی که  یا  1

  باشد. صفر می

اثبات به روش برهان خلف است. فرض  برهان.

��کنیم  ��(�)�
�1

منفرد باشد، آنگاه براي  

�برخی از  ≠  داریم: �

(9) �� ��(�)�� = �,  

  

 ابراینبن

(10) �� = �|�|  

 

������ ≤ |(��)�(��)| 
																	≤ |��|�|��| 
																	≤ (|�||�|)�|�||�| 
																	= |�|�|�|�|�||�|,	 

 

  

در نتیجه تناقضی با فرض مسئله به صورت زیر 

  داریم:

(11) 

��� �(�)= ��� ������ 
                  ≤ ������  

																	≤ |�|�|�|�|�||�| 
																	= ��� ��|�|�|�|� 
																	= �	���

‖�‖�� 1
(|�|), 

  

�����فرض کنیم  .2لم  = ��� ��� � 

����اگر  (|�|)< ���� ، آنگاه روش نیوتن (�)

) خوش تعریف و کراندار 3ي ( یافته براي رابطه تعمیم

 است.

است.  ]10[در  3ي  اثبات مشابه گزاره برهان.

  مراجعه کنید. ]22[ همچنین به مرجع

  

عضوي از کلاس جدید  (�)�فرض کنیم  .3لم 

  ه:باشد، آنگا  )1(

��� ��(�)�
�1
�                               (12) 

			≤
��

�1
�‖� (�)‖

1���
�1
�‖�‖‖� (�)‖

.  

  

��چون  برهان. ��(�)�
�1

 وجود دارد، آنگاه: 

�� ��(�)��� ��(�)�
�1

= �.     (13) 
 

 بنابراین با گرفتن نرم از طرفین تساوي داریم:

‖� ��(�)‖	                                     (14) 

‖� ��(�)‖�1 = 1.  

 
 در نتیجه 

‖� ��(�)‖ =
1

‖���� (�)‖
.  

 
 چون داریم:

‖�‖ ‖�‖‖�(�)‖                              (14) 
							≤ ‖� ��(�)‖,  
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 در طرفین نامساوي داریم: ‖��1‖با ضرب 

��
�1
�‖�‖ ��

�1
�‖�‖‖�(�)‖  

≤ ���1�‖� ��(�)‖,  

 
 در نتیجه 

1

��
�1
�‖���� (�)‖

≤
1

1���
�1
�‖�‖‖� (�)‖

,  

)1(  

‖� ��(�)‖�1

≤
��

�1
�‖�(�)‖

1 ���1�‖�‖‖�(�)‖
. 

 

جدید عضوي از کلاس  (��)�فرض کنیم  .4لم 

����) باشد و 1( (|�|)< ���� و  (�)

��
�1
� <

1

4
���، آنگاه 

�1
����� < 1.  

 

��� چون برهان.
�1
����� = �� �������

�1
 ،

 داریم: 3با توجه به لم 

���
�1
����� ≤

��
�1
��� �����

1���
�1
�‖�‖�� �����

  

 

و از طرفی، با توجه به فرض مسئله که 

���� (|�|)< ���� گیریم که  ، نتیجه می(�)

���1�‖�‖ < ���، پس 1
�1
����� < 1. 

 

باشد و  �ي باز در  یک بازه �اگر  .5قضیه 

داراي خاصیت  �در  �در همسایگی  ��

�شیتز باشد، آنگاه براي هر  لیپ ∈ و هر  [0,1]

� + ��� ∈  داریم: �

)2(  
‖�(� + ��) �(�)

��(�)��‖ ≤
���

2
‖��‖2,  

 
 �در  ��شیتز براي  ي لیپ پیوسته ���جایی که 

 است به عبارت دیگر:

)3(  
‖��(� + ���) ��(�)‖ 
≤ ���‖���‖. 

 

 ]21در [ 2.3ي  اثبات مشابه برهان قضیه برهان.

    ] مراجعه نمایید.2.3است یا به مرجع [

 

از کلاس  (�)�جوابی از  �فرض کنیم  .6  قضیه

�)�) باشد. یعنی اینکه 1جدید ( )= و فرض   �

به طور  �برقرار باشد و  5کنیم که مفروضات لم 

��پذیر براي تمام  پیوسته مشتق ∈ ��(� )⊂ � 

���باشد، همچنین 
�1
(�)� < . آنگاه براي 1

� > ) 4) و (3تولید شده توسط ( {��}ي  ، دنباله0

  کند: هاي زیر صدق می در نامساوي

)4(  
����1 � � 

≤
���

2
��� � �

2
. 

 برهان. 

)5(  ���1 = �� ��
�1
���������,  

 
  بنابراین 

)6(  

���1 � = �� �  

��
�1
���� ������ �(� )� =

��
�1
���� ��(� ) �����

����
��� �� ���.  

 

 در نتیجه با گرفتن نرم از طرفین تساوي داریم:

��
��1 � � = ‖��

�1
(��)  

��(� ) ����� ����
���									        	 )22(  

(� ��)‖ 

≤ ���
�1
(�)���(� ) �����

						����
���� ����.																			   

  

���چون 
�1
(�)� <  4-1، آنگاه با استفاده از لم 1

  داریم:
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)7( ��
��1 � � ≤

���
2
��� 			 � �

2
.  

 

برقرار  6ي  فرض کنیم مفروضات قضیه .7  قضیه

0باشد. اگر  < �� ≤ �0 <
2

���
��و 

0
���� ⊂ � ،

را به طوري که  {��}ي  ) دنباله4) و (3آنگاه روابط (

�� ∈ ��
0
(� ��و  ( →  کند. تولید می �

  باشد.  می ]21[در  3.3ي  اثبات مشابه قضیه برهان.

  

برقرار باشد، آنگاه  6ي  گر مفروضات قضیها .8  قضیه

�در  �جواب  2

���

(�  منحصر به فرد است.  (

  

است یا  ]21در [ 4.3ي  اثبات مشابه قضیه برهان.

   ] مراجعه نمایید.24به مرجع [

  

. بررسی پایداري عددي معادلات کلاس 3

  )1جدید (

عددي معادلات در این قسمت، براي بررسی پایداري 

) را 25) و (24)، روابط (1قدر مطلق کلاس جدید (

 در نظر بگیرید:

)8( 

� �� ���� + �
1
������ =

��� + ����� + � + �
2
�,  

 

)9(  

 

����1 = ��� + ���� + �3,				  

�� = 0,1,2,… �.  

  

ي شناور با دقت  این دو روابط را با استفاده از نقطه

�اعداد متناهی و با جایگزین کردن  ��(��� +

��)��به به جاي  (�1
و با در  ��به جاي  ���و  (�

�نظر گرفتن خطاهاي 
1
� ،�

2
�و  �

3
که همگی  �

 ایم. محاسباتی هستند، به دست آورده خطاهاي

که نقش مهمی در  (�,�)�کاندیشن نامبر 

] را ببینید. 6مان دارد و براي جزئیات بیشتر [ مطالعه

را در نظر  �ها براي سادگی، بردار  در تمام فرمول

به صورت زیر  (�,�)�ایم. کاندیشن نامبر از  نگرفته

 باشد: می

)10( 
cond	(�; �)

= ���
�(� ; �)�1��

� (� ; �)�
‖�‖

‖� ‖
, 

 
��جایی که 
��و  �

و  �ت نسبت به  مشتقات فرچه �

] را 6، 18، 20، 21هستند. براي جزئیات بیشتر [ �

هایی به عنوان  ماتریس �و  �ببینید. فرض کنیم 

  باشند، آنگاه اگر  �به  بردارهاي ورودي نسبت

�(�; �,�) = �� �|�| �,  
 

��آنگاه 
�(�; �,�) = � و  (�)��

��
�(�; �,�) = ��و  (�)	����

� (�; �,�) =

یک ماتریس  (�)diagکه در آن  |�|(�)�

���قطري با عناصر  = �و  �� = 1,… ,� 

 باشند: می

 

cond(�; �,�)  

= ���
�(�; �)�1��

�(� ; �)�
‖�‖

‖� ‖
  

+ ���
�(� ; �)�1

��(� ; �)�
‖�‖

‖� ‖
.																												     )27(  

 

��با جایگزین کردن مشتقات 
��و  �

ي  در رابطه �

  ) داریم:27(

)11( 

cond(�; �,�)= ���

��(� )�
�1

× ����(� )� ×
‖�‖

‖� ‖
  

+ �� ��(� )�
�1

× ����(� )� ×

‖�‖

‖� ‖
.  

 

  

 تر کردن تساوي بالا داریم: با ساده

)12( 

cond(�; �,�)= ���

��(� )�
�1
� × ‖�‖  

+ ‖( ��(� )�1‖ × ‖�‖.  
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�)�) اگر 29ي ( در رابطه ) =  ، آنگاه داریم:�

)13( �(�; �,�)= ��
�1
�‖�‖.  

  

) 3تولید شده در روابط ( �اکنون با در نظر گرفتن 

خیلی  ���1توان گفت که  طور قطع می) به4و (

) است. اگر 30ي ( در رابطه وابسته به کاندیشن نامبر

خیلی بزرگ باشد، یعنی عدد کاندیشن نامبر  �

به صفر میل  (��)�عددي بزرگی باشد، آنگاه مقدار 

کند. بنابراین ما یک سیستم خطی همگن داریم.  می

 اکنون فرض کنیم:

fl �����;�,��� 

= �� + Δ��
������ + ��

�; � + ��,� + ��� 

= ����� + ������,  )14(                            

epsجایی که  = 5 × 10
��

به ترتب دقت  ��و  

‖���‖و  �ماشین و خطاي گرد کردن  ∼ eps  و

‖��‖ ∼ eps  و‖��‖ ∼ eps‖�‖  و

‖��‖ ∼ eps‖�‖ :آنگاه داریم  

)15( 

������ = Δ��
������ +

�� ������� ��
� +

diag�����(��)  

+ � ���������
� +

diag(� )�(��)+ �(eps)2,  
 

  

��یک بردار با عناصر  �جایی که  =

max��(�,�) ،� = 1,… ��و  �, =

max��(�,�)  که در آن� = 1,… . بنابراین �,

  فرض کنیم:

)16( 
�� ������; �,���  

= ������ + �������,						  

������� = �(���).  

  

��) با استفاده از 3آنگاه حل عددي ( = �(eps) 

  را به صورت زیر خواهیم داشت:

)17( ������� + ������� + ���Δ��� 

= ����� + ������, 
 

 ���1را ببینید. سپس  ]6براي جزئیات بیشتر [

  توسط فرمول زیر مقایسه شده است:

)18( ���1 = (� + ��)(�� + Δ���) 
  

����ماتریس قطري با  ��جایی که  ∼ ��� 

) و 34توانیم پایداري عددي ( باشد. اکنون می می

  ) را اثبات کنیم.35(

  

) برقرار 33) و (31فرض کنیم روابط ( .8قضیه 

) داراي پایداري 35) و (34باشند، آنگاه روش (

  عددي هستند. 

است یا  ]20[ در 5.1ي  اثبات مشابه قضیه برهان.

    ] مراجعه نمایید.25به مرجع [

  

 اجراي عددي و مقایسات

ي همگرایی  در این قسمت از مطالعه، ما مرتبه

مثال از معادلات در  100محاسباتی براي حل 

) با استفاده از روش نیوتن 1کلاس جدید (

  ایم. یافته به صورت زیر به دست آورده تعمیم

در متلب،  randi([-m,m],n,n)با استفاده از دستور 

�,�ماتریس تصادفی  100 ∈ براي مقادیر  �×�

�متفاوت به طوري که  = 20,50,100,500,1000 

�و  = 1,2,…  100ایم.  را به دست آورده 20,

�با همین ایده تنها براي  �جواب  = و  0٫5

�را به صورت  �همچنین بردار  = �� �|� | 

 ت.به دست آمده اس

ابتدایی طوري انتخاب شده است که در  �0مقادیر 

ي  مفروضات همخوانی داشته باشد. ما مرتبه

صورت زیر استفاده به (COC)همگرایی عددي 

را  ]3، 6، 17، 20[ایم. براي جزئیات بیشتر به  کرده

  ببینید.

)19( ��� =
����

��1
����

����
���

��1
�
,	  
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�� = 0,1,2,… �. 

 

ي همگرایی معادلات  ، مرتبه5تا  1هاي  در جدول

  ایم. ها مقایسه کرده ) را با دیگر روش1کلاس جدید (

  

  

�: نتایج عددي و مقایسات براي 1جدول  = 20  

 زمان ��� روش

 0٫00455 1٫7300 ]21روش حل زینلی و لطفی در [

 0٫000255 0٫9984 ]10روش حل منگسرین در [

 0٫000392 1٫2275 ]5روش حل خاکسار در [

 0٫000392 2٫0517 )1روش حل کلاس جدید (

  

�: نتایج عددي و مقایسات براي 2جدول  = 50  

 زمان ��� روش

 0٫00451 2٫0814 ]21روش حل زینلی و لطفی در [

 0٫000350 1٫0050 ]10روش حل منگسرین در [

 0٫000700 1٫0011 ]5روش حل خاکسار در [

 0٫000897 2٫0150 )1روش حل کلاس جدید (

  

�: نتایج عددي و مقایسات براي 3جدول  = 100  

 زمان ��� روش

 0٫000896 1٫9683 ]21روش حل زینلی و لطفی در [

 0٫001021 1٫0284 ]10روش حل منگسرین در [

 0٫002105 1٫0744 ]5روش حل خاکسار در [

 0٫003752 1٫9120 )1روش حل کلاس جدید (

  

�: نتایج عددي و مقایسات براي 4جدول  = 500  

 زمان ��� روش

 0٫0216 2٫1032 ]21روش حل زینلی و لطفی در [

 0٫17935 1٫0228 ]10روش حل منگسرین در [

 0٫03581 1٫0100 ]5روش حل خاکسار در [

 0٫0739 2٫1038 )1روش حل کلاس جدید (
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�: نتایج عددي و مقایسات براي 5جدول  = 1000  

 زمان ��� روش

 0٫0788 2٫0158 ]21روش حل زینلی و لطفی در [

 0٫07514 1٫1181 ]10روش حل منگسرین در [

 0٫1766 1٫0027 ]5روش حل خاکسار در [

 0٫4312 1٫9791 )1روش حل کلاس جدید (

  

  

 گیري نتیجه

یافته براي حل کلاس  نیوتن تعمیم در این مقاله، روش

جدیدي از معادلات مقدار قدرمطلقی را به کار گرفتیم 

که نه تنها داراي پایداري عددي بلکه داراي همگرایی 

باشد. از مزایاي این روش،  ي دوم نیز می موضعی مرتبه

ي انتخابمان براي حل معادلات قدر  این است که دامنه

قبل از این کار، فقط  مطلقی بیشتر شده است. چون تا

�انتخابمان روي معادلات در حالت  = بوده است.  �

هایی شود از روشبراي کارهاي عادي پیشنهاد می

براي حل این  بدون مشتقی مانند وتري یا استیفنسن

معادلات همراه با تحلیل خطا انجام شود. همچنین، 

تواند ها بالاتر بدون مشتق هم میتعمیم و توسعه روش

ها همگرایی خطی البی باشد زیرا بیشتر روشایده ج

گیرند. می دارند و حجم محاسباتی بالاي را هم در بر

تواند استفاده از تحلیل دینامیکی ناحیه جذب هم می

  ایده مناسب دیگري براي مطالعه این معادلات باشد.

  

  نویسندگان مقاله بر خود لازم  تشکر و قدردانی:

ه ارتقا کیفیت مقاله دانند از داوران محترم که بمی

اند مراتب تشکر و قدردانی خود را کمک نموده

  صمیمانه ابراز دارند.
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