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 چکیده

𝑝باشند وفضاهای توپولوژیک  𝑋̃ و  𝑋 فرض کنیم  ∶ (𝑋̃, 𝑥̃0) → (𝑋, 𝑥0)  گوییم نگاشت  .دباش پوشش𝑝   دارای

̃ 𝛼    دمسیری مانن ،𝑋در   𝛼 خاصیت بالابر مسیری است هرگاه برای هر مسیر دلخواه ∶  (𝐼, 0)  →  (𝑋̃, 𝑥̃0) 

𝑝که به طوری شته باشدوجود دا ∘  𝛼̃ =  𝛼چنین نگاشت .  هم𝑝   دارای خاصیت بالابر مسیری یکتا است اگر

̃ 𝛼   حداکثر یک بالابر   𝑋در   αبرای هر مسیر ∶  (𝐼, 0)  →  (𝑋̃, 𝑥̃0) از𝛼 با آغاز𝑥̃0  .اخیرا برازاس موجود باشد 

 نگاشت ،کرده است. کوکبی، مشایخی و ترابی ثابت کردندمعرفی  ،هستندها که تعمیمی از پوشش را هاپوششنیم

𝑝 ∶ 𝑋̃ → 𝑋 خواص بالابر مسیری و یکتایی بالابر  بوده وریختی موضعی پوشش است اگر و فقط اگر همساننیم

𝑝پوشش دارا باشد. چون هر پوشش و نیممسیری را  ∶ 𝑋̃ → 𝑋 را دارد، برای هر مسیر خاصیت بالابر هموتوپیα  

𝑝]که   𝑥̃ آغازبا   𝑋در ∘  𝛼] = 𝑝، یعنی  1 ∘  𝛼 توان نتیجه گرفت طوقه پوچ باشد میα .این  طوقه پوچ است

,G)−مطلب به ما کمک کرد که در این مقاله  H) پوشش و−(G, H)کنیم تاکید میرا تعریف کنیم و پوشش نیم

,G)که یک  H)-خواص بالابر مسیریها مانند محک بالابر، پوشش، یک پوشش است و در نتیجه خواص پوشش، 

,G)−در این مقاله به بررسی خواص ... را داراست.  و یکتایی بالابر مسیری H) پوشش و−(G, H)پوششنیم 

𝑝اگر  پردازیم. برای مثال می ∶ (𝑋̃, 𝑥̃0) → (𝑋, 𝑥0)    یک−(G, H) پوشش و یا−(G, H)دباش پوششنیم ،

α  مسیری در 𝑋̃  با آغاز𝑥̃0  و پایان 𝑥̃ گاه آن ،باشد𝑝 ∶ (𝑋̃, 𝑥̃0) → (𝑋, 𝑥0)       یک

−(𝛼−1Gα, (p ∘ α)−1H(p ∘ α)) پوشش و یا   (𝛼−1Gα, (p ∘ α)−1H(p ∘ α))-است.پوشش نیم 
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 مقدمه. 3

 شهای هندسه، توسط پوانکاره ظهور و پیدایشاخه از ها، مانند بسیاری دیگرپوشش ز دیدگاه تاریخی باید گفت نظریها

در  [1] زایفرت و ثرلفال توسط گردیدها به طور منسجم معرفی و مطالعه است. ولی اولین باری که پوشش یافته 

هندسه  ماننددیگری از ریاضیات  هایدر شاخه ا در توپولوژی، بلکهنه تنه بود. فضاهای پوششی 9111سال 

 .پرکاربرد استبسیار های لی نیز دیفرانسیل، آنالیز مختلط و گروه

البته باید یادآوری معرفی شدند.   [2]توسط برازاس  ،هستندها ها که تعمیمی از پوششپوشش، نیم1199 در سال

. کوکبی،  مشایخی و ترابی در پوشش ارائه کرده استنیم تری برایتعریف ساده  [3]از 1-1یادآوری کنیم برازاس در

𝑝   نگاشت   ،ثابت کردند [8]از 0-1قضیه ∶ 𝑋̃ → 𝑋 بوده ریختی موضعی پوشش است اگر و فقط اگر همساننیم

 دارا باشد.خواص بالابر مسیری و یکتایی بالابر مسیری را  و

𝑝    ها برقرار است، اگرپوششها و نیمبا توجه به اینکه خاصیت یکتایی بالابر برای پوشش  ∶ 𝑋̃ → 𝑋  پوشش و یا

𝛼وپوشش باشد نیم ∶ 𝐼 → 𝑋̃  آغازمسیری با 𝑥̃ کهبه طوری باشد[𝑝 ∘  𝛼] = 𝑝  گاهآن ،1 ∘  𝛼    پوچ است و

 نیز طوقه پوچ باشد.  αباید  خاصیت بالابر هموتوپیبا توجه به 

,G)−این مطلب به ما کمک کرد که در این مقاله  H) پوشش و−(G, H)در این مقاله  .را تعریف کنیمپوشش نیم

𝑝اگر پردازیم. برای مثال به بررسی خواص این مفهوم جدید می ∶ (𝑋̃, 𝑥̃0) → (𝑋, 𝑥)   یک−(G, H) پوشش و

,G)−یا  H)دباش پوششنیم ،α   مسیری در 𝑋̃  با آغاز𝑥̃0  و پایان𝑥̃ گاه آن ،باشد 𝑝      یک

−(𝛼−1Gα, (p ∘ α)−1H(p ∘ α)) پوشش و یا(𝛼−1Gα, (p ∘ α)−1H(p ∘ α))-است.پوشش نیم 
 

 نیازها. پیش8

 استفاده شده است.[2] و   [6,7]در مطالب این بخش عمدتا از مراجع 

𝑝 نگاشت  .3-8تعريف ∶ 𝑋̃ → 𝑋   باز  گوییم زیر مجموعهگیریم. نظر میبین دو فضای توپولوژیک را در𝑈   از

p−1(U)  هرگاه شودمیبه طور هموار پوشیده  pتوسط نگاشت 𝑋  فضای توپولوژیک  =∪j∈ J V𝑗 V𝑗 که     ها  

𝑝|V𝑗  وباز و مجزا 
∶ V𝑗 → 𝑈  ریختی باشد. همسان 

𝑝نگاشت  گیریم.را در نظر می𝑋̃ و  𝑋فضاهای توپولوژیک  .8-8تعريف  ∶ 𝑋̃ → 𝑋  را پوشش و𝑋̃  را فضای پوششی

∋ xگویند هرگاه برای هر  𝑋برای   X همسایگی باز ،𝑈 ⊆  𝑋 شامل 𝑥  وجود داشته باشد به طوری که توسط𝑝 

𝑝     . پوشش(9-1)تعریف به طور هموار پوشیده شده باشد ∶ 𝑋̃ → 𝑋̃   ورا بدیهی   p−1(x) تار  را𝑥 گوییممی. 

𝑝برای مثال نگاشت  ∶ ℝ → 𝑆1  با ضابطه  exp(𝑡) =  𝑒(2πit)، .پوشش است 

𝑝 مفرض کنی (خاصیت بالابر مسیری) .1-8لم ∶ 𝑋̃ → 𝑋  پوشش و𝛼 ∶ 𝐼 → 𝑋  آغازمسیری با 𝑥 گاه باشد. آن

yبرای هر ∈ p−1(x) ، مسیری مانندα ̃ ∶ 𝐼 →  𝑋̃  که وجود دارد به طوری𝑝 ∘  𝛼̃ = 𝛼 و  𝛼̃ (0) = 𝑦 . 

 .ییمگو 𝑦 از آغازبا  𝑋̃در  𝛼را  بالابر از  ̃ αمسیر 

ی هموتوپی ارزی رابطههای همتمام رده گاه مجموعهباشد، آن X کعضوی از فضای توپولوژی 𝑥0اگر  .0-8قضیه

,0}به  نسبی نسبت دهد که به آن گروه گروه می با عمل زیر تشکیل X در ( 𝑥0روی تمام مسیرهای بسته )در  {1

,π1(𝑋گویند و آن را با نماد  𝑥0 نقطه در   Xی فضا دینبنیا 𝑥)  دهند.نشان می 

[𝑓]𝑋 ∗  [𝑔]𝑋 = [𝑓 ∗ 𝑔]𝑋  
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Topی از رسته𝜋1 فرض کنیم نگاشت  .8-8قضیه
∗

 مثلدار فضای نقطه ها چنان باشد که هرگروه به رسته 

(X, 𝑥0)  را بهπ1(𝑋, 𝑥0)  و هر ریخت درTop
∗

:𝑝مثل    (𝑋, 𝑥0) → (𝑌, 𝑦0) را به همریختی 

 p∗ =  π(p): π1(𝑋, 𝑥0) →  π1(𝑌, 𝑦0)   
p∗([𝑓]𝑋)با ضابطه  =  [𝑝 ∘ 𝑓]𝑌  بنگارد. در این صورت π1  باشدمیتابعگون همورد. 

𝑝]یا  [𝑓]از این به بعد برای سادگی از نوشتن اندیس برای   ∘ 𝑓] این اندیس را  ،کنیم و عالم سخنخودداری می

𝑝]و همچنین بجای  𝑝∗[𝑓]برای راحتی خواهیم نوشت   p∗([𝑓]𝑋)مشخص خواهد کرد و بنابراین بجای  ∘ 𝑓]𝑌  

𝑝]نویسیم می ∘ 𝑓]  که منظور همان𝑝∗[𝑓] باشد.می 

𝑝 مفرض کنی (خاصیت يکتايي بالابر مسیری) .6-8لم  ∶ 𝑋̃ → 𝑋  پوشش و𝛼 ∶ 𝐼 → 𝑋  آغازمسیری با 𝑥 

∋ y برایدر این صورت اگر  د.باش p−1(x) ،  مانند دو بالابر𝛼̃1, 𝛼̃2 ∶ 𝐼 →  𝑋̃   کهموجود باشد به طوری 

𝑝 ∘  𝛼̃𝑖 =  𝛼  و𝛼̃𝑖 (0) = 𝑦 برای  𝑖 = 1 , 𝛼̃1 گاه، آن2 =  𝛼̃2. 

𝑝 ، موضعی بوده فضایی همبند و همبند مسیری 𝑋فرض کنیم ( هامحک بالابر برای پوشش. )7-8قضیه ∶

𝑋̃ → 𝑋   پوشش و𝑞 ∶ 𝑌̃ → 𝑋   نگاشت پیوسته باشد. نگاشت پیوسته𝑟 ∶ 𝑌̃ → 𝑋̃ کهطوری است به موجود  

𝑞 = 𝑝 ∘ 𝑟،  هر  برای اگر  فقط و  اگر  𝑦̃  ∈ p−1(x)،                  𝑞∗π1(𝑌̃, 𝑦̃) ⊆ 𝑝∗π1(𝑋̃, 𝑥̃). 
  [8]تعریف کرد. کوکبی،  مشایخی و ترابی در هاعمیمی از پوششرا برازاس به عنوان ت پوشش، نیم1199 در سال

 ها به صورت زیر  ارائه دادند.پوششتر برای نیمتعریف ساده  0-1قضیه

𝑝  نگاشت  .5-8تعريف ∶ 𝑋̃ → 𝑋 که خواص بالابر  بودهریختی موضعی پوشش است اگر و فقط اگر همساننیم

 باشد.دارا را  (UPLP) و یکتایی بالابر مسیری (PLP) مسیری

پوشش حتی اگر همبند هم پوشش است. اما هر نیمها، نشان داد هر پوشش یک نیمپوششبرازاس پس از تعریف نیم

ت، هاوایی که پوشش نیسی پوشش همبند برای فضای گوشوارهاو در مثالی یک نیم ،باشدنمیباشد، لزوما پوشش 

است که به صورت اجتماع خانواده  ℝ2هاوایی زیرفضایی از واره کنیم گوش. یادآوری می([4] از 8. 3مثال ) ارائه داد

، به شعاع 𝐶𝑖های شمارای بی پایان از دایره
1

𝑖
)و مرکز  

1

𝑖
,  با مماس هستند، هم بر مختصاتکه همگی در مبدا  (0

 . گرددتعریف می ℝ2 زیرفضایی توپولوژی

𝑝  فضایی همبند و همبند مسیری موضعی بوده و 𝑋فرض کنیم ( هاپوششمحک بالابر برای نیم. )9-8قضیه ∶

𝑋̃ → 𝑋  و 𝑞 ∶ 𝑌̃ → 𝑋 های آن باشند. برایپوششنیم  𝑦̃  ∈ p−1(x)، اگر 𝑞∗π1(𝑌̃, 𝑦̃) ⊆ 𝑝∗π1(𝑋̃, 𝑥̃)، 

𝑟پوششی مانند گاه نیمآن ∶ 𝑌̃ → 𝑋̃ به طوری که  موجود است𝑞 = 𝑝 ∘ 𝑟. 
ها پردازیم که یکی از قضایای مهم در پوششها میپوششها و نیمپوششقضیه هموتوپی برای در قضیه زیر به بیان  

 ها است.پوششو نیم

𝑝    کنیم فرض (هاپوششها و نیمپوشش)قضیه هموتوپي برای . 34-8قضیه ∶ (𝑋̃, 𝑥̃0) → (𝑋, 𝑥0) 

:𝑓های پیوسته باشد. اگر نگاشت پوششیپوششی یا نیمنگاشت  𝐼 → (𝑋̃, 𝑥̃0)    و𝐹: 𝐼 × 𝐼 → (𝑋, 𝑥0)  و نیز

𝑗: 𝐼 → 𝐼 × 𝐼 با ضابطه j(t) =  (t, :F̃ یکتایپیوسته در این صورت نگاشت  موجود باشد.   (0 I ×  I →

 (𝑋̃, 𝑥̃0) که وجود دارد به طوری𝐹 ̃ ∘ 𝑗 =  𝑓  و𝑝 ∘  𝐹̃ = 𝐹. 
 

 . نتايج اصلي1

𝑝  اگر ،(91-1)قضیهها برقرار است با توجه به اینکه خاصیت بالابر هموتوپی برای پوشش ∶ 𝑋̃ → 𝑋  پوشش بوده

𝛼 و ∶ 𝐼 → 𝑋̃  آغازمسیری با 𝑥̃ کهبه طوری باشد  [𝑝 ∘  𝛼] = 𝑝 گاهآن، 1 ∘  𝛼    پوچ است و با توجه به
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نیز طوقه پوچ باشد. این مطلب به   αباید ( 1-1ها )تعریف( و نیز تعریف پوشش91-1خاصیت بالابر هموتوپی)قضیه

,G)−ما کمک کرد که  H)پردازیم. تمام را تعریف کنیم. در ادامه به بررسی خواص این مفهوم جدید می پوشش

 اند.فضاهای توپولوژیک مورد بحث در این مقاله همبند مسیری در نظر گرفته شده

∋ 𝑥دو فضای توپولوژیک،  𝑋̃ و     𝑋فرض کنیم . 3-1تعريف 𝑋  و  𝑝 ∶ 𝑋̃ → 𝑋  نگاشت پوششی باشد. 𝑥̃0 ∈

𝑝−1(𝑥)، 𝐺  زیر گروهی  ازπ1(𝑋̃, 𝑥̃0)   بوده و 𝐻  نیز زیر گروهی ازπ1(𝑋, 𝑥)  .باشد𝑝    را یک

−(G, H) پوشش گوییم هرگاه برای هر مسیرα  در 𝑋̃ آن  که آغاز𝑥̃0  باشد و[𝑝 ∘  𝛼] ∈ 𝐻گاه بتوان نتیجه ، آن

[ α]گرفت  ∈ 𝐺. 

,G)سازیم خاطر نشان می H)-خواص بالابر مسیریبالابر،  ها مانند محکپوشش، یک پوشش است و خواص پوشش 

(PLP،) یکتایی بالابر مسیری (UPLP)   و ... را داراست و توجه داریم(G, H)-ها ای از پوششها یک ردهپوشش

  𝐻)که   𝐻ای که کلاسش در به طوقه 𝑝باشد و توسط  𝑥̃0آن  که آغاز 𝑋̃ در  αکه برای هر مسیر است به طوری

,π1(𝑋زیر گروهی از  𝑥) گاه بتوان نتیجه گرفت اولا است( برود، آنα  طوقه  است و ثانیا  کلاس آن در𝐺  که(𝐺 

,π1(𝑋̃زیر گروهی از   𝑥̃0) .است( قرار دارد 

𝑝فرض کنیم  ∶ 𝑋̃ → 𝑋   پوشش بوده و 𝛼 ∶ 𝐼 → 𝑋̃  آغازمسیری با  𝑥̃ که به طوری باشد[𝑝 ∘  𝛼] = 1، 

𝑝 گاهآن ∘  𝛼    باید   ،ها برقرار استخاصیت بالابر هموتوپی برای پوششپوچ است و با توجه به اینکهα   نیز طوقه

,1)−پوچ باشد. بنابراین هر پوشش یک  ها بدیهی در گروه همان زیر گروه 1 است. منظور از زیرگروه  پوشش(1

:𝑝پوششهر  گفتتوان باشد. همچنین میمی (𝑋̃, 𝑥̃) → (𝑋, 𝑥) یک− (π1(𝑋̃, 𝑥̃0), 𝑝∗π1(𝑋, 𝑥)) پوشش

 است.

𝑝فرض کنیم . 8-1گزاره ∶ 𝑋̃ → 𝑋   یک−(G, H)پوشش ،𝐺  زیر گروهی از𝐺′  و𝐻′   زیر گروهی از𝐻   .باشد

,′G)−یک     𝑝در این صورت  H′).پوشش است 

𝑝]فرض کنیم برهان.  ∘  𝛼] ∈ 𝐻′   و𝐻′ ⊆ 𝐻  بنابراین[𝑝 ∘  𝛼] ∈ 𝐻  و از طرفی𝑝 ∶ 𝑋̃ → 𝑋   یک

−(G, H)داریم 9-1پس  با توجه به تعریف  ،پوشش است، [α ] ∈ 𝐺 و درنتیجه[α ] ∈ 𝐺′ بنابراین .𝑝     یک

−(G′, H′).پوشش است 

∋ 𝑗 اگر برای هر. 1-1نتیجه 𝐽 ،𝑝 ∶ 𝑋̃ → 𝑋   یک−(𝐺𝑗, 𝐻)در این صورت  ،دباش پوشش𝑝     یک

−(⋂𝑗 ∈𝐽𝐺𝑗 , 𝐻).پوشش است 

𝑝]باشد و  𝑥̃0 با آغاز 𝑋̃ مسیری در   αفرض کنیم برهان.  ∘  𝛼] ∈ 𝐻از طرفی برای هر  .  𝑗 ∈ 𝐽 ،𝑝 ∶ 𝑋̃ →

𝑋   یک−(𝐺𝑗, 𝐻)پس   ،است پوشش[α ] ∈ G𝑗 و در نتیجه  [α ] ∈ ⋂𝑗 ∈𝐽𝐺𝑗بنابراین با توجه به گزاره . 

𝑗 ∈𝐽𝐺𝑗⋂)−یک     𝑝 ،خواهیم داشت 1-1  , 𝐻).پوشش است 

∋ 𝑖 اگر برای هر .0-1نتیجه 𝐼، 𝑝 ∶ 𝑋̃ → 𝑋   یک−(𝐺, 𝐻𝑖)در این صورت  ،دباش پوشش𝑝     یک

−(𝐺, <∪ 𝑖 ∈𝐼 𝐻𝑖  پوشش است.(<

𝑝]باشد و  𝑥̃0 با آغاز 𝑋̃ مسیری در   αفرض کنیم برهان.  ∘  𝛼] ∈  <∪ 𝑖 ∈𝐼 𝐻𝑖 𝑝]درنتیجه  ،< ∘  𝛼] =

[𝛽1 ∗ 𝛽2 ∗ … ∗ 𝛽𝑘]    برای    هر که 𝑖 ∈ 𝐼 ، 𝛽𝑖 ∈ 𝐻𝑖  و𝐻𝑖  زیر گروهی ازπ1(𝑋, 𝑥) اگر است .𝛼𝑖   بالابر

𝛽𝑖  در 𝑋̃  از نقطه  آغازبا𝑥̃0   برای هر𝑖 ∈ 𝐼 باشد داریم 𝑝 ∘  𝛼𝑖 = 𝛽𝑖 .از طرفی برای هر𝑖 ∈ 𝐼  ،    𝑝 ∶ 𝑋̃ →
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𝑋   یک−(𝐺, 𝐻𝑖)است و   نیز  پوشش[𝑝 ∘  𝛼𝑖] = 𝛽𝑖 ∈ 𝐻𝑖  پس𝛼𝑖 ∈ 𝐺 از طرفی .   [𝑝 ∘  𝛼] =

[𝛽1 ∗ 𝛽2 ∗ … ∗ 𝛽𝑘]   ،  پس 

  [𝑝 ∘  𝛼] =   [𝑝 ∘  𝛼1 ∗ 𝑝 ∘  𝛼2 … 𝑝 ∘  𝛼𝑘] =  [𝑝 ∘ (𝛼1 ∗ 𝛼2 ∗ … ∗ 𝛼𝑘)] 
 ( خواهیم داشت: 91-1ها )قضیهو لذا با توجه به خاصیت بالابر هموتوپی برای پوشش

[𝛼] =   [𝛼1 ∗ 𝛼2 ∗ … ∗ 𝛼𝑘]. 
 پوشش شود یادآوری می  ها  بسیار مورد توجه است، پوشش جهانی است.ها که در نظریه پوششیک نوع از پوشش

𝑝 ∶ 𝑋̃ → 𝑋 را جهانی گویند هرگاه  𝑋̃   همبند ساده بوده یعنی𝑋̃   همبند مسیری وπ1(𝑋̃, 𝑥̃0) گروه بدیهی ،

,𝑝∗π1(𝑋̃ شود که این گزاره معادل این است که   باشد. به سادگی دیده می 𝑥̃0) = 1  . 

𝑝اگر . 8-1قضیه ∶ 𝑋̃ → 𝑋   1)−یک, π1(𝑋, 𝑥))گاهآن ،دباش پوشش𝑝    .پوشش جهانی است 

[𝛼]فرض کنیم برهان.  ∈ π1(𝑋̃, 𝑥̃0)،  (1-1پس با توجه به تعریف پوشش )تعریف،  

  [𝑝 ∘  𝛼] = 𝑝∗([𝛼]) ∈  π1(𝑋, 𝑥)      و𝑝∗π1(𝑋̃, 𝑥̃0) = 𝑝]در نتیجه   1 ∘  𝛼] = .  با توجه به 1

 پوشش جهانی است.    𝑝 ،توان گفتتعریف پوشش جهانی می

𝑝هر نگاشت پوششی . 6-1نتیجه ∶ 𝑋̃ → 𝑋   یک−(π1(𝑋̃, 𝑥̃0),  است. پوشش(1

𝑝]که باشد به طوری 𝑥̃0 با آغاز 𝑋̃ مسیری در   αفرض کنیم برهان.  ∘  𝛼] = خاصیت بالابر . با توجه به 1

[𝛼]  باید ،(91-1)قضیه هموتوپی ∈ π1(𝑋̃, 𝑥̃0)داریم 1-1. با توجه به برهان قضیه، 

 𝑝 ∶ 𝑋̃ → 𝑋   یک−(π1(𝑋̃, 𝑥̃0),  است. پوشش(1

𝑝اگر . 7-1نتیجه ∶ 𝑋̃ → 𝑋   یک−(G, H)گاه   آن ،دباش پوشش𝐻  زیرگروه𝑝∗π1(𝑋̃, 𝑥̃0) .است 

[𝛽]فرض کنیم برهان.  ∈ 𝐻  و𝐻  زیرگروهπ1(𝑋, 𝑥) باشد .β   یک بالابر در𝑋̃  مانندα  آغاز با𝑥̃0   پس  .دارد   

β = 𝑝 ∘  𝛼 ∈  𝑝∗π1(𝑋̃, 𝑥̃0)  بنابراین .𝐻  زیرگروه𝑝∗π1(𝑋̃, 𝑥̃0) .است 

𝑝    فرض کنیم. 5-1مثال ∶ (𝑋̃ = 𝑆1) → (𝑋 = 𝑆1)  نگاشت پوششی معروف با ضابطه𝑝(𝑧) =  𝑧4   و

𝛼: 𝐼 → 𝑆1   مسیری با ضابطه 𝛼(𝑡) = exp (𝑡) دانیم باشد. میπ1(𝑆1) =< 𝛼 >≅ ℤ  2  است وℤو 

 4ℤهای زیرگروهℤ باشند. می𝐺 =< 𝛼2 >≅ 2ℤ  زیرگروهی ازπ1(𝑋̃ = 𝑆1)  و 𝐻 =< 𝛼4 >≅  4ℤ  

π1(𝑋گروهی از نیز زیر = 𝑆1) باشد  .𝑝  یک−(π1(𝑋̃ = 𝑆1) ≅ ℤ, 𝐻 ≅ 4ℤ)که ،است پوشش ℤ  گروه

𝐺)−یک  𝑝البته   اعداد صحیح است. ≅ 2ℤ, 𝐻 ≅ 4ℤ )نیست چون فرض کنیم پوشش  𝛼4 ∈ 𝐻 ≅ 4ℤ  از

p∗[𝛼]دانیم   می طرفی = 𝑝 𝜊 𝛼 = 𝛼4  ∈ 𝐻 ≅ 4ℤ   پس ،𝛼 ∈ π1(𝑆1) =< 𝛼 >≅ ℤ  

𝛼اما    ∉  𝐺 =< 𝛼2 >≅ 2ℤ   . 

𝐺داریم  ≅ 2ℤ ≠  ℤ ≅  π1(𝑆1)  و بنابراین𝑝    یک−(𝐺 ≅ 2ℤ, 𝐻 ≅ 4ℤ)نیست. پوشش 

,G)−در تعریف  H) پوشش، فرض کردیم 𝐺  زیر گروهی ازπ1(𝑋̃, 𝑥̃0)  و اگر نقطه فضای  باشد𝑋̃   را بجای𝑥̃0   

,π1(𝑋̃زیرگروه   𝐺در نظر بگیریم دیگر ممکن است  𝑥̃ی نقطه 𝑥̃)  .تر برای بدست آوردن نتایجی جالب نباشد

,π1(𝑋̃کافیست زیرگروهی از  𝑥̃)  را که با𝐺  ریخت است در نظر بگیریم. برای این منظور فرض کنیم یک α   مسیر

,𝜓𝛼: π1(𝑋̃  ریختی  یک ،باشد   𝑥̃به   𝑥̃0دلخواهی از  𝑥̃0) →  π1(𝑋̃, 𝑥̃) 

𝜓𝛼([𝑓])ی با ضابطه = [𝛼−1 ∗ 𝑓 ∗ 𝛼]  
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با یکریخت  𝐺( لذا 1-1و  0-1قضیه  ،)منظور از * ضرب یا همان چسباندن مسیرهاست ،را در نظر بگیرید

[𝛼]−1𝐺[𝛼] را با نماد است و ما در این مقاله آن𝛼−1𝐺𝛼 دهیم.نمایش می 

𝑝اگر . 9-1قضیه ∶ (𝑋̃, 𝑥̃0) → (𝑋, 𝑥)   یک−(G, H)دباش پوشش  ،α   مسیری در 𝑋̃  با آغاز𝑥̃0  و پایان𝑥̃ 

,𝛼−1Gα)−یک   𝑝گاه آن ،باشد (p ∘ α)−1H(p ∘ α))است. پوشش 

 𝑥̃با آغاز  𝑋̃ نیز مسیری دیگر در   βباشد و  𝑥̃و پایان  𝑥̃0با آغاز  𝑋̃ مسیری دلخواه در   αفرض کنیم برهان. 

∘ 𝑝]که  طوری باشد به 𝛽] ∈   (p ∘ α)−1H(p ∘ α)  فرض کنیم پایانβ  نقطه𝑥̃1    باشد. چون𝑝 ∘ 𝛽  

𝑝 (𝛽(0))در یک تار است یعنی    𝛽طوقه است درنتیجه ابتدا و انتهای  = 𝑝(𝛽(1))   و از طرفی𝑝(𝛽(0)) =

𝑝 (𝛼(1))    و بنابراین𝑝(𝛽(1)) =  𝑝(𝛽(0)) = 𝑝 (𝛼(1)) . 

𝑝(𝛽(1)) درنتیجه   = 𝑝 (𝛼(1))   پس𝛽(1) = 𝑝−1 (𝑝 (𝛼(1))) حال بالابر .(𝑝 ∘  𝛼)−1 با آغاز 𝑥̃1 

∘ 𝑝نامیم  درنتیجه   می  𝛼̅را  𝑋̃در   𝛼̅ =  (𝑝 ∘  𝛼)−1 اکنون مسیر .α ∗ β ∗ 𝛼̅  را با آغاز𝑥̃0   در نظر

 رفی داریم: و از ط گیریم می

[𝑝 ∘ ( α ∗ β ∗ 𝛼̅)] = [(𝑝 ∘  𝛼) ∗ ( 𝑝 ∘  𝛽) ∗ (𝑝 ∘  𝛼̅)] = 

[(𝑝 ∘  𝛼) ∗ ( 𝑝 ∘  𝛽) ∗ (𝑝 ∘  𝛼)−1]  = [(𝑝 ∘  𝛼)][( 𝑝 ∘  𝛽)][(𝑝 ∘  𝛼)−1]  
∘ 𝑝]و بنا به فرض   𝛽] ∈   (p ∘ α)−1H(p ∘ α) پس[𝑝 ∘ ( α ∗ β ∗ 𝛼̅)] ∈ 𝐻. 

αمسیر   ∗ β ∗ 𝛼̅ آغاز دارای نقطه 𝑥̃0     است و با توجه به اینکه𝑝   یک −(G, H) پس باید   ،پوشش است

[α ∗ β ∗ 𝛼̅] ∈ 𝐺  و چون𝐺  زیر گروهی ازπ1(𝑋̃, 𝑥̃0)  ،پس یک طوقه حول   است𝑥̃0  است. بنابراین پایان𝛼̅ 

∘ 𝑝است حال برای  𝑥̃0همان   𝛼  ی از نقطه𝑥̃0  دو بالابرα   و(α̅)−1  داریم که با توجه به یکتایی بالابر برای

αباید ،(1-1و 1-1ها )قضایای پوشش = (𝛼̅)−1  بنابراین .[α ∗ β ∗ 𝛼−1] = [α ∗ β ∗ 𝛼̅]  ∈ 𝐺     و

[β]درنتیجه  ∈  𝛼−1 ∗ 𝐺 ∗ 𝛼 بنابراین  .𝑝   یک−(𝛼−1Gα, (p ∘ α)−1H(p ∘ α))است. پوشش 

𝑝اگر . 34-1نتیجه ∶ (𝑋̃, 𝑥̃0) → (𝑋, 𝑥)   یک−(G, H)و  دباش پوششα   مسیری در 𝑋̃  با آغاز𝑥̃0  و پایان

𝑥̃ که باشد  به طوریp ∘ α و  یک طوقه𝐻  گروه نرمال زیرπ1(𝑋, 𝑥) گاه آن ،باشد𝑝   یک

−(𝛼−1Gα, 𝐻)است. پوشش 

pباشد. چون  𝑥̃و پایان  𝑥̃0با آغاز  𝑋̃ مسیری در   α فرض کنیمبرهان.  ∘ α پس   طوقه است[p ∘ α]  ∈

 π1(𝑋, 𝑥) چنین و هم𝐻  گروه نرمال زیرπ1(𝑋, 𝑥) بنابراین   ،است(p ∘ α)−1H(p ∘ α) = 𝐻    و با توجه

,𝛼−1Gα)−یک   𝑝به قضیه قبل  𝐻)است. پوشش 

𝑝اگر . 33-1نتیجه ∶ (𝑋̃, 𝑥̃0) → (𝑋, 𝑥)   یک−(G, H)و  دباش پوششα   یک طوقه  در 𝑋̃  حول𝑥̃0  باشد و

𝐺   زیر گروه نرمال π1(𝑋̃, 𝑥̃0)گاه آن ،باشد𝑝      یک−(𝐺, (p ∘ α)−1H(p ∘ α))است. پوشش 

,π1(𝑋̃ زیر گروه نرمال   𝐺باشد و  𝑥̃0حول  𝑋̃ در  ایطوقه  αفرض کنیم برهان.  𝑥̃0) .باشد𝛼−1Gα = 𝐺  و

,𝐺)−یک    𝑝 1-1با توجه به قضیه (p ∘ α)−1H(p ∘ α))است. پوشش 

𝑝اگر .  38-1نتیجه ∶ (𝑋̃, 𝑥̃0) → (𝑋, 𝑥)   یک−(G, H)دباش پوشش  ،γ   مسیری در 𝑋  با آغاز𝑥  باشد و

 𝛾 ̃ بالابرγ  با آغاز𝑥̃0 گاه آن ،باشد𝑝  یک −( 𝛾 ̃−1G 𝛾 ̃, 𝛾−1Hγ)است. پوشش 
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α ،قرار دهیم 1-1کافی است در برهان قضیهبرهان.  =  γ̃  لذاp ∘ α =  p ∘ γ̃ = γ   و بنابراین𝑝   یک

−( 𝛾 ̃−1G 𝛾 ̃, 𝛾−1Hγ)است. پوشش 
 

 گیری. نتیجه0

𝑝اگر  ∶ 𝑋̃ → 𝑋  ویک  پوشش باشد    𝛼 ∶ 𝐼 → 𝑋̃  آغازمسیری با 𝑥̃ که    به طوری باشد[𝑝 ∘  𝛼] = 1، 

𝑝 گاهآن ∘  𝛼    باید خاصیت بالابر هموتوپی پوچ است و با توجه بهα   نیز یک طوقه پوچ باشد. این مطلب به ما

,G)−کمک کرد که  H)پردازیم در این مقاله به تعریف و بررسی خواص این مفهوم جدید می .را تعریف کنیم پوشش

𝑝اگر برای مثال  ∶ (𝑋̃, 𝑥̃0) → (𝑋, 𝑥)   یک−(G, H)دباش پوشش  ،α   مسیری در 𝑋̃  با آغاز𝑥̃0  و پایان𝑥̃ 

,𝛼−1Gα)−یک       𝑝گاه آن ،باشد (p ∘ α)−1H(p ∘ α))است. اما از طرفی در بخش دوم، با تعریف  پوشش

ها بیان کردیم در نتیجه به کمک پوششبرای نیم 1-1(  آشنا شدیم و محک بالابر را در قضیه1-1پوشش )تعریفنیم

را  1-9توان تعریف( می91-1ها )قضیهچنین قضیه هموتوپی برای نیم پوششها و همپوششمحک بالابر برای نیم

,G)−برای  H)ها به صورت زیرمطرح کرد.ششپونیم 

∋ 𝑥دو فضای توپولوژیک باشد.  𝑋̃ و     𝑋فرض کنیم . 3-0تعريف 𝑋  و  𝑝 ∶ 𝑋̃ → 𝑋  پوششی نگاشت نیم

𝑥̃0 .باشد ∈ 𝑝−1(𝑥) ،𝐺   زیر گروهی ازπ1(𝑋̃, 𝑥̃0)  باشد و 𝐻  نیز زیر گروهی ازπ1(𝑋, 𝑥)  .باشد𝑝    را یک

−(G, H)پوشش گوییم هرگاه برای هر مسیر نیمα  در 𝑋̃ آن  که آغاز𝑥̃0  باشد و[𝑝 ∘  𝛼] ∈ 𝐻گاه بتوان . آن

[ α]نتیجه گرفت  ∈ 𝐺. 

,G)توجه داریم  H)-خواص بالابر مسیریها مانند محک بالابر، پوششپوشش است و خواص نیمپوشش، یک نیمنیم 

(PLP،) یکتایی بالابر مسیری (UPLP)  تمام نتایج فصل  و ... را داراست. بنابراین ( 91-1هقضیه هموتوپی ) قضیو

,G)( هستند برای 91-1( و قضیه هموتوپی )قضیه1-1سوم که بر پایه دو قضیه مهم  محک بالابر )قضیه H)-

 ها قابل اثبات است.ها نیز با همان برهانپوششنیم

,G) هر پوشش نیز هست درنتیجهتوجه شود که هر پوشش، یک نیم H)- پوشش، یک(G, H)-پوشش نیز نیم

پوششی که پوشش نیست ارائه کرده توان همان مثالی که برازاس برای نیمهست اما عکس آن برقرار نیست و می

,π1(𝑋̃)آورده شده است. بنابراین یک  1-1است را بیان کرد که بعد از تعریف 𝑥̃0), 𝑝∗π1(𝑋, 𝑥))-پوشش نیم

,π1(𝑋̃)داریم که  𝑥̃0), 𝑝∗π1(𝑋, 𝑥)) داریم هر پوشش یک پوشش نیست. توجه

− (π1(𝑋̃, 𝑥̃0), 𝑝∗π1(𝑋, 𝑥))پوشش یک پوشش هست و هر نیم(π1(𝑋̃, 𝑥̃0), 𝑝∗π1(𝑋, 𝑥))-پوشش نیم

دادیم  ها ارائهباشند درنتیجه ما مقاله را برای پوششتر و پرکاربردتری میها مفهوم قدیمیاما از آنجا که پوشش است.

 ها نیز در نظر گرفت.پوششین مقاله را برای نیمنتایج ا  توانها میاما با توجه به مشابهت برهان
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