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  ، 1سامت_یافته معرفی شده توسط جللیدر این مقاله به تعریف همسایگی نقاط واقع در فضاي متریک تعمیم
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  تعریف  سامت وجود ندارد. هم چنین با استفاده از_فته به سبک جللی در فضاي متریک تعمیم یا لزوماً

متریک  لزوماً سازگار نیست. علاوه بر آن روشی براي ساخت ��دهیم توپولوژي تعمیم یافته نشان می هاهمسایگی
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دهیم که هر دو فضاي متریک کنیم و نشان مییافته آماري را معرفی میسامت، فضاي متریک تعمیم_جللی

  یافته با هم معادلند.تعمیم
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  تاریخچه و مقدمه - 1

ي متعددي از اخیراً فضاهاي متریک تعمیم یافته

دانان معرفی شده است. به طور مثال سوي ریاضی

شبه  ،[12]توان به فضاهاي متریک جزئی می

  اشاره نمود. [5]متریک _bو [6]متریک 

اقدام به معرفی یک  2015جللی و سامت، در سال 

کردند که لزوماً  [12]یافته فضاي متریک تعمیم

خاصیت نامساوي مثلثی را نداشته، ضمن اینکه هر 

ي با خودش نیز الزاماً صفر نمی فاصله هر نقطه

بودن فاصله نقاط هی باشد. در این فضا امکان نامتنا

ها در خاصیت صفر نبودن خود فاصلهنیز وجود دارد. 

ي یافته، امکان مطالعهفضاي متریک تعمیم این

را  [15]ها گذاري شبکه جریان دادهمعانی علامت

کند که این خاصیت در علوم زیستی و میسر می

   .[2]کامپیوتري از اهمیت خاصی برخوردار است 

 یک مجموعه غیر تهی و تابع Xفرض کنید

: [ , ]d X X   داده شده باشد. براي هر

x Xمجموعه ، ( , , )C X d x را مجموعه دنباله-

}مقدار مانند_X هاي }n nx گیریم کهمی  

lim ( , )n
n

d x x


 
 

  

Xفرض کنید. [12]سامت)_(جللی 1. 1تعریف 

:یک مجموعه غیر تهی و تابع [ , ]d X X   
واقع  yو xبا شرایط زیر داده شده باشد. براي هر

  ، Xدر

) ( , ) ,

) ( , ) ( , ) ,

) : ( , ) ,

{ } ( , , ) ,

( , ) lim ( , ).

n n

n
n

d d x y x y

d d x y d y x

d c x y X X

x C X d x

d x y c d x y


  



    





1

2

3




 

  

)در این صورت زوج مرتب , )X d فضاي متریک  را

نامیم. از این سامت می_یافته به سبک جللیتعمیم

  یافتهپس براي راحتی آن را فضاي متریک تعمیم

  

( )J S شود.نامیده می  

صدق  1. 1از تعریف  ��در رابطه  c1گر عدد مثبتا

cبراي هر عدد ��گاه رابطه کند آن c نیز برقرار  1

) است. اگر , , )C X d x  ،  بنابر خاصیت اینفیمم

در  cبه جاي xcتوان از عدد منحصر به فردمی

dخاصیت   .[12]استفاده کرد  3

dتوجه شود طبق خاصیت ، حد 1. 1از تعریف  3

}دنباله }n nx
)در فضاي متریک   )J S  منحصر

دو عضو متمایز  yو xبه فرد است. به عبارتی اگر

}بوده و Xدر } ( , , )nx C X d x، گاهآن  

{ } ( , , )nx C X d y . 

  

و [11] 3فضاهاي متریک معمولی، متریک در رفته

b_هایی از فضاي متریک تعمیم، مثال[5]متریک-

) یافته )J S ([12])هستند .  

  

)فرض کنید. 2. 1تعریف  , )X d یک فضاي متر- 

)یافته یک تعمیم )J S  و{ }n nx نیز یک دنباله

X_ .مقدار باشد  

}دنباله -1 }n nx راd_ (به اختصار کوشی) کوشی

 نامیم اگر رابطه زیر برقرار باشد،  [7]

,
lim ( , )n m

n m
d x x


 . 

را یک زیرمجموعه چگال  Xاز Aمجموعه زیر -2

هرگاه براي هر اي (به اختصار چگال) نامیمدنباله

x X،   . �(�, �, �) ≠    

نویسیمدر این حالت می
d

A X. 

)فضاي -3 , )X d  را کامل نامیم، هرگاه هر دنباله

 باشد. Xکوشی در آن یک دنباله همگرا در

در فضاي مفهوم نقاط ثابت و قضایاي مربوط به آن 

)یافته متریک تعمیم )J S  مورد علاقه برخی از

هاي توان به مقالهدانان بوده که براي مثال میریاضی

 مراجعه کرد. [15 ,11 ,8]

                                                 
3 Dislocated metric 
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دهیم در این مقاله ابتدا با ارائه چند مثال نشان می

بعضی از خواص فضاي متریک لزوماً در فضاي 

)یافته متریک تعمیم )J S  .برقرار نیست  

یافتهدهیم که متریک تعمیمنشان می 3 .2در مثال 

( )J Sd  نه تنها پیوسته نیست بلکه هر دنباله

  باشد. همگراي آن لزوماً کوشی نمی

 [3]در  2002یافته سال مفهوم توپولوژي تعمیم

از  �زار معرفی گردید. یک گردایه توسط سا

یافته (به را توپولوژي تعمیم Xهايزیرمجموعه

∋) نامیم اگر و تنها اگر GTاختصار  �و  �

تحت اجتماع دلخواه بسته باشد. در این صورت هر 

یک مجموعه باز و متمم  را �واقع در  Aمجموعه

کنیم. واضح آن را یک مجموعه بسته تعریف می

است که هر فضاي توپولوژي، یک فضاي توپولوژي 

باشد. فضاي توپولوژي تعمیم یافته نیز میتعمیم

را هاسدورف نامیم هرگاه هر دو نقطه  �یافته 

متمایز از آن توسط دو مجموعه باز مجزا شامل آن 

}يند. همچنین دنبالهنقاط از هم جدا گرد }n nx  از

 �یافته در توپولوژي تعمیم xهمگرا به Xمقادیر

داراي نقاطی  xنامیم هرگاه هر مجموعه باز شامل

}از  }n nx لاعات بیشتر درباره باشد. براي اط

  توان بهیافته به سبک سازار میتوپولوژي تعمیم

  مراجعه کرد. [4 ,1]

دانیم که توپولوژي تولید شده توسط هر متریک می

دهد. به معمولی یک توپولوژي سازگار تشکیل می

دیگر همگرایی دنباله اي عناصر یک فضاي  عبارت

)متریک معمولی , )X d  همگرایی آن در فضاي با

معادل است. در این  �توپولوژي القا شده توسط 

مقاله با ذکر مثالی به بررسی شکاف توپولوژیکی 

ناسازگار بودن توپولوژي تعمیم یافته تولید شده 

 پردازیم. هممی (J_S)توسط متریک تعمیم یافته 

اي از چنین نشان خواهیم داد که اگر تابع پیوسته

بروي (پوشا) یک فضاي متریک یک فضاي متریک 

)یافته تعمیم )J S گاه تمام داشته باشیم، آن

)یافتهاعضاي فضاي متریک تعمیم )J S  داراي

  شوند.خاصیت خود فاصله صفر می

توسط  1988مفهوم همگرایی آماري در سال 

ی به عنوان تعمیمی از همگرای [9]فرآیدي در 

�معمولی مطرح شد. فرض کنید  داده شده  ⊇

را با  Kباشد. چگالی طبیعی یا به اختصار چگالی

)نماد  )K  نمایش داده و به صورت زیر تعریف

  گردیده است

( ) lim { , }

lim ( ).

n

n

K
n

k

K k K k n
n

k
n










  

 
1

1

1
 

  

و  Kابع مشخصه رويبیانگر ت Kهنگامی که

| |A کاردینالیتی مجموعهA باشد. مجموعهK 

)نامیم هرگاه  را چگال در  )K 1 یا 

( )cK  .  

  

} مقدارنباله حقیقید ([9]). 3 .1تعریف  }n nx را

 نامیم هرگاه براي هر xهمگرایی آماري به   

�({� ∈ : |��	 �| ≥ �}) = . در این 0

limنویسیمصورت می n
n

st x x


  کایا و .

} نبالهنشان دادند که د [12]همکارانش در  }n nx 

�است اگر و فقط اگر  lهمگراي آماري به ⊆ 

) موجود باشد که )K 1   و  

lim lim . ( )
n K

n n
n n

st x x l


 
   1  

  

هاي متناهی صفر که چگالی مجموعهبا توجه به آن

گراي است هر دنباله همگراي معمولی یک دنباله هم

آماري خواهد بود. در حالی که هر دنباله همگراي 

آماري لزوماً همگراي معمولی نخواهد بود. به طور 

kxمثال اگر 1 برايk هاي مربع و در غیر این

kxصورت   گاه، آن  

{ : } .kk n x n    
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limاین  بنابر k
k

st x


    در حالی که دنباله فوق

  همگرا نیست. 

تعریفی براي  1917 در سال [10]فرآیدي و اورهان 

حد بالایی آماري به صورت زیر آوردند و ارتباط حد 

بالایی آماري و حد بالایی معمولی را به صورت 

  اند.) معرفی کرده2رابطه (

} فرض کنیم }n nx x اي از اعداد حقیقی دنباله

  باشد و قرار دهید 

�� = {� ∈ :	�{�:	�� > �} ≠ 0}  
  

در این صورت حد بالایی آماري به صورت زیر 

  گردد، تعریف می

sup
lim:

x x

x

B B
st

B

 
  

 
 

  

  رابطه زیر برقرار است [10]در  2بر اساس قضیه 

lim lim . ( )n n
n n

st x x
 

  2  

  

هاي همگراي معمولی اینکه فضاي دنباله با توجه به

هاي همگراي به طور محض درون فضاي دنباله

رسد که با در نظر گیرند، به نظر میآماري قرار می

dگرفتن مفهوم همگرایی آماري در شرط از  3

تري یافته وسیعبه فضاي متریک تعمیم 1. 1تعریف 

سامت به نام _ه جللییافتنسبت به متریک تعمیم

یافته آماري خواهیم رسید. فضاي متریک تعمیم

دهیم که هر لیکن در بخش پایانی مقاله نشان می

  یافته با هم معادلند. دو فضاي متریک تعمیم

  

  نتایج اصلی -2

از لم زیر شرط کافی براي برقراري خاصیت صفر 

یافته بودن خود فاصله عناصر فضاي متریک تعمیم

  کنیم.سامت استفاده می_للیبه سبک ج

  

) فرض کنید )[13]( .1. 2لم  , )X d  یک فضاي

)یافته متریک تعمیم )J S و x X  داده شده

  باشد.

( , , )C X d x   اگر و تنها اگر( , )d x x  .  

  

)یافتهگر فضاي متریک تعمیما. 2. 2لم  , )X d 

سامت داراي یک زیر _یافته به روش جللیتعمیم

گاه هرباشد، آن Aاي مانندمجموعه چگال دنباله

x X .نیز داراي خود فاصله صفر است  

 

xفرض کنید اثبات. Xبا توجه به چگال بودن .

A درX دنباله ،A_ مقدار{ }n nx  موجود است

�→�limکه �(��, �) = . از اینرو  0

�(�, �, �) ≠  
)، 1. 2بنا بر لم  , )d x x   براي هرx X .

داراي خود فاصله ي صفر  Xبنابراین تمام عناصر

   هستند. 

dدهد در زیر مثالی خواهیم آورد که نشان می

)یافتهمتر تعمیم_ )J S  ،لزوماً پیوسته نیست

 باشد. به یک مولفه آن نیز پیوسته نمی حتی نسبت

 

}فرض کنید. 3. 2مثال  }n nx یک دنباله از اعداد

باشند. قرار   دو عضو متمایز از bو a گویا،

}دهید } { , }n nX x a b  جائیکه ،� و  ∋

  را به صورت زیر تعریف کنید. d تابع

( , ) ,

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

n

n

d y x x y X

x y x a
n

d x y x y a a

x y x b

otherwise



 



 
 




1

2

1

  

  

)یافته یک متر تعمیم dبدین ترتیب  )J S   
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aCاست و  1 زیرا طبق تعریف هر دو خاصیت .

نیز  ��رسی خاصیت برقرار بوده و براي بر ��و  ��

  هاي زیر دقت کنیم:کافی است به نابرابري

�(�, �) = 0,  
 �و براي هر 

�(�, ��) ≤ lım�����→� �(��, ��),  
�(�, �) ≤ lım�����→� �(��, �).  
 

)رابطه  , ) ( , ) ( , )n nd x b d x a d a b  دهد نشان می

lim متریک نیست. از طرفی dکه  ( , )n
n

d x a


 
 

  که در حالی

( , ) ( , ) .nd x b d a b as n    

  

  باشد.پیوسته نمی dدهد کهمطالب فوق نشان می

  

شود براي هردیده می 3. 2در مثال . 4. 2نتیجه 

m  وn واقع در   

( , )n md x x 1
. 

  

}بنابراین  }n nx یک دنبالهd_باشد که همگرا می

 کوشی نیست. 

در واقع یکی از خواص مقدماتی و کاربردي فضاهاي 

متریک در این فضا اتفاق نمی افتد و احتمال می 

که در فضاي متریک  رود بسیاري از پدیده هایی

وجود دارد قابل مدلسازي در فضاهاي متریک 

  نباشد. (�_�)یافته ي محض تعمیم

براي تحقیق در خواص توپولوژیکی فضاي متریک 

)یافته تعمیم )J S � هاي نیاز به شناخت همسایگی

داشتیم که در زیر با توجه به شرایط  Xاز xنقاط

ها سه گانه نقاط در این فضا به معرفی همسایگی

  پرداختیم.

xهر عضو X  در یکی از سه حالت زیر صدق

  کند. می

(i ( , )d x x    2.  1در این حالت بنابر لم ،

( , , )C X d x  .  

(ii ( , )d x x    
(iii . ( , )d x x    

  

)فرض کنید. 5. 2تعریف  , )X d یک فضاي متر- 

)یافتهیک تعمیم )J S است. برايx X  و

r  همسایگی به مرکز ،x و شعاعr را با

( )rN x هاي زیر تعریف نمایش داده و به صورت

  کنیم:می

( )i اگر( , )d x x  دهیم، قرار می  

( ) { : lim ( , )

, { } ( , , )} ,

r x n

n

N x y X c d x y r

for all x C X d x

  


 

  

ن عدد مثبت منحصر به فرد ، هماxcکه عدد مثبت

)خاصیت )d 3
  باشد. می 1. 1از تعریف  

( )ii اگر( , )d x x   گاه آن  

( ) { : ( , ) ( , )}.rN x y X d x y r d x x     
 

( )iii اگر( , )d x x  گاه، آن( )rN x X در .

xهر سه حالت براي هر X،( )rx N x 

rخواهد بود و اگر  r1   گاه، آن2

( ) ( ).r rN x N x
1 2

 

  

)هم چنین  )r
x X

X N x


  براي هر ،r  .  

  

)فرض کنید. 6 .2تعریف  , )X d یک فضاي متر- 

)یافتهیک تعمیم )J S و خانواده  

. { ( ) : , }rN N x x X r     

  

هايها از همسایگیشامل تمام اجتماع ��گردایه 

N یافته القایی توسط را توپولوژي تعمیمd  به

در تعریف   ��باشد. در حقیقتسبک سازار می

  صدق  [3]یافته به سبک سازار توپولوژي تعمیم

,�)در این حالت کند.می را فضاي توپولوژي  	(	��

نامیم. هر مجموعه می dیافته القایی توسطتعمیم
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را یک مجموعه باز و متمم آن را   ��واقع در

  باشد. مجموعه بسته می

تعاریف شمارایی اول و خاصیت هاسدورف بودن را 

  گردد، در نظر شبیه آنچه در توپولوژي ارائه می

  گیریم.می

,�)دانیم که اگر می توپولوژي القایی توسط  (���

dیک متریک معمولی مانند  گاه موارد د، آنباش

  زیر همواره برقرار است.

}) اگر 1 }n nx  و{ }n ny ي همگرا بهدو دنباله

x X گاه باشند، آن. lim ( , )n n
n

d x y


   

dبا متریک معمولی ���) 2  ت. به سازگار اس

}مقدار _Xعبارت دیگر براي هر دنباله }n nx دو ،

  باشند.گزاره زیر با هم معادل می

.الف)  lim ( , )n
n

d x x


    

}ب) }n nx
است. در واقع  ���یک دنباله همگرا در  

}شامل نقاطی از xهر مجموعه باز از }n nx   

  گردد.می

دهد که خواص بالا براي هاي زیر نشان میمثال

-القایی توسط متر تعمیم  ��یافتهتوپولوژي تعمیم

)یافته )J Sd  .لزوماً برقرار نیست  

  

} ض کنیدفر. 7 .2مثال  } { } { }n n n nX x y a   
�  که براي هرطوريبه ∈  

	�� ∈ , �� ∈
�	,  

  

. و �   گیریمرا با ضابطه زیر در نظر می dتابع ∋

( , ) ,

( , ) ( , )

( , )
( , ) ( , ) ( , )n n

d y x x y X

x y a a

d x y
x y x a or y a

n

otherwise


 

 





1

1



 
  

)یک dتابع  )J S یافته است که تعمیم متریک

در آن 
aC 1  و خاصیت نامساوي مثلثی ندارد. زیرا

,براي هر  � > 2			  

�(��, ��) > �(��, �) + �(�, ��).  

,�)�هاي برابرينا طرفیاز ��) ≤ lım�����→� �(��, ��) 

,�)�و  ��) ≤ lım�����→� �(��, برقراري  (��

aCبا انتخاب  1. 1از تعریف  ��خاصیت  1  براي

  کند.را ضمانت می �متریک 

}هر دو دنباله  }n nx  و{ }n ny واقع در( , , )C X d a 
�هر  که برايبوده در حالی داریم  ∋

( , )n nd x y 1.  در متریک  1بنابراین خاصیت

  سامت برقرار نیست. _تعمیم یافته جللی

��} با انتخاب خانواده

�

(�): � ∈ �, � ∈ }   

 
توپولوژي تعمیم یافته القایی  توان نشان داد کهمی

،داراي   ��سامت،_توسط متریک تعمیم یافته جللی

  ت شماراي اول است. مثال بعدي نشان خاصی

دهد که خاصیت هاسدورف براي توپولوژي القایی می

ي حالی که هر دنبالهبرقرار نیست در ��یافته تعمیم

  ، داراي حد منحصر به فرد است.dهمگرا در

  

دو عدد متمایز از  bو aفرض کنید. 8. 2مثال 

}اعداد گنگ و  }n nx  .یک دنباله از اعداد گویا باشد

�براي هر  } ، مجموعه∋ } { , }n nX x a b 
 

و 

:نگاشت  [ , ]d X X   با ضابطه  

( , ) ,

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

n

d y x x y X

x y x a
n

d x y x y a a

x y b b

otherwise



 



 
 




1

1

2


 

  

)گیریم. در نظر می , )X d فضاي متریک تعمیم 

)یافته  )J S  است که در آن
aC 

1

2
. با توجه به 

بوده    �برابر با �، همسایگی به مرکز 5 .2تعریف 

هاي به تراك با تمام همسایگیکه همواره داراي اش

باشد. پس امکان مجزا سازي دو عضو می �� مرکز

هاي باز مجزا وجود توسط مجموعه �و  ��مایز مت

داراي خاصیت هاسدورف  Xندارد. در این صورت

  باشد.نمی
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> ،8. 2علاوه بر آن اگر در مثال  ∞ �(�, �) =
�

�
 

)قرار دهیم نابرابري , ) ( , )n n nd x b r d x x   نشان

 ��ه مرکز در تمام همسایگیهاي ب �دهد که می

قرار دارد. از این رو فضاي جدید نیز هاسدورف 

  نخواهد بود.

  

دهد که توپولوژي نشان می 8 .2مثال  .9 .2نتیجه 

سازگار نیست.  dنسبت به  ��یافته القاییتعمیم

}توجه کنید که دنباله }n nx در مترd همگرا بهa 

     است. زیرا

, lim ( , )n
n

d x a


   

  

) که همسایگی در حالی )N a1

8

 aتنها شامل عضو

شود. به را شامل نمی nxبوده و هیچ عضوي از

}عبارت دیگر  }n nx به   ��درa شود.همگرا نمی  

در قسمت بعد به معرفی یک شرط کافی براي کامل 

)یافته بودن فضاي متریک تعمیم )J S پردازیم. می  

  

از فضاي متریک  Fزیرمجموعه. 10. 2تعریف 

)یافته عمیمت )X J S را یک مجموعهd_ فشرده

}مقدار _Xاي نامیم، هرگاه هر دنبالهدنباله }n nx 

xداراي یک زیر دنباله همگرا به یک نقطه F 

  باشد.

  

)اگر .11. 2قضیه  , )X d  یک فضاي متریک

)یافتهتعمیم )J S گاه اي باشد، آنفشرده دنباله

  یک فضاي کامل است. �

، Xايبا توجه به خاصیت فشردگی دنبالهاثبات. 

}ندمقدار کوشی مان_Xبراي هر دنباله }n nx ،

}همگراي_dحتماً یک زیر دنباله }
kn kx  وجود

xاي مانند دارد که به نقطه X .همگرا گردد  

dبر طبق چنان  xc، عدد مثبت1. 1از تعریف  3

  ،nشود که براي هر یافت می

( , ) lim ( , )
k

k
n x n n

n
d x x c d x x


 . 

  

}جا کهاز آن }n nx باشد، قسمت سمت کوشی می

گردد، اگرراست رابطه بالا به صفر همگرا می

n در این صورت .  .lim ( , )n
n

d x x


    

  

)فرض کنید. 12 .2تعریف  , )X d  و( , )Y d   دو

)یافته فضاي متریک تعمیم )J S باشند. تابعf 

نامیم هرگاه  ايرا پیوسته دنباله Yبه توي Xاز

}براي دنباله }nx  واقع در( , , )C X d xداشته باشیم ،  

{ ( )} ( , , ( ))nf x C Y d f x . 

  

یک تابع پیوسته  fفرض کنید. 13. 2قضیه 

)یافته اي از فضاي متریک تعمیمدنباله )J S 

( , )X d یافتهبه توي فضاي متریک تعمیم

( )J S ( , )Y d  .باشد  

(a فرض کنیدx X که به قسمی( , )d x x   ،

)گاهآن )f x Y  نیز داراي خود فاصله صفر

  .خواهد بود

 (bاگرX ايداراي یک زیر مجموعه چگال دنباله 

) گاه تمام اعضاي باشد آن Aمانند  )f X داراي

  خاصیت خود فاصله صفر هستند. 

پوشا نیز باشد،  (b)با خواص  fبه علاوه اگر تابع

)گاهآن , )Y d  یافتهیک فضاي متریک تعمیم

( )J S هاي صفر است.با خاصیت خود فاصله  

xفرض کنید a) اثبات. X چنان باشد که 

( , )d x x    1. 2طبق لم ،( , , )C X d x  .  

}مقدار _Xبه عبارتی دنباله }nx  چنان یافت شود

limکه  ( , )n
n

d x x


 اي. پیوستگی دنبالهf 

limدهد که نشان می ( ( ) , ( ))n
n

d f x f x


  یا  

( , , ( ))C Y d f x    

  

)بنابراین  ( ) , ( ))d f x f x  .  
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(b فرض کنیدA یک زیر مجموعه ازX  با

خاصیت
d

A X  هر عضو 2. 2باشد. طبق لمx 

)داراي خاصیت Xواقع در , )d x x    است و

)هر عضو از مجموعه (a)بنابر  )f X  داراي خود

  فاصله صفر خواهد بود.

 (b)به قسمت  fهمچنین اگر شرط پوشایی تابع

) گاهاضافه شود آن )f X Y شود که و دیده می

  داراي خود فاصله صفر است.  Yهر نقطه

  

یک تابع پیوسته از یک فضاي  fاگر .14 .2نتیجه 

) متریک معمولی , )X d  بروي فضاي متریک

)یافتهتعمیم )J S ،( , )Y d  گاه خود باشد، آن

  صفر خواهد بود. Yي تمام اعضايفاصله

توان به وسیله یک تابع پیوسته بدین ترتیب می

پوشا بین یک فضاي متریک و یک فضاي متریک 

)یافتهتعمیم )J S خاصیت خود فاصلگی صفر را ،

  القا کرد. Yبراي اعضاي

 یک مجموعه غیر تهی و تابع Xفرض کنید

: [ , ]d X X   داده شده باشد. براي هر

x Xمجموعه ، stCهايرا مجموعه دنبالهX_ 

}مقدار مانند }n nxگیریم کهمی lim ( , ) .n
n

st d x x


 
 

واضح  3. 1ماري در با توجه به تعریف همگرایی آ

  است که

( , , ) ( , , ). ( )stC X d x C X d x

 3  

 

یک مجموعه  Xفرض کنید. 15 .2تعریف 

: غیرتهی و تابع [ , ]d X X    با شرایط

 ، Xواقع در yو xزیر داده شده باشد. براي هر

) ( , ) ;

) ( , ) ( , ) ;

s d x y x y

s d x y d y x

  



1

2


 

) :{ } ( , , )

( , ) lim ( , ).

x n n st

x n
n

s c x C X d x

d x y c st d x y


   

 

3 
 

  

)در این صورت زوج مرتب , )X d را فضاي متریک

  نامیم.یافته آماري میتعمیم

یافته به سبک با الهام از تعریف متر تعمیم

رسید فضاي به نظر می )3سامت و رابطه (_جللی

تر از فضاي متریک یافته آماري وسیععمیممتریک ت

سامت عمل کند. اما در قضیه زیر _یافته جللیتعمیم

 دهیم.معادل بودن دو فضاي فوق را نشان می

 

 _یافته جللیهر فضاي متریک تعمیم. 16 .2قضیه 

یافته آماري است و سامت، یک فضاي متریک تعمیم

 برعکس.

) فرض کنید زوج مرتباثبات.  , )X d یک فضاي

)یافته متریک تعمیم )J S  باشد. براي اثبات آن-

یافته آماري باشد کافی است متر تعمیم dکه

بررسی  15. 2را از تعریف  s3درستی خاصیت

  کنیم. 

}اگر  } ( , , )n n stx C X d xگاه، آن  

lim ( , ) .n
n

st d x x


    

  

)با  K) مجموعه1با توجه به رابطه ( )K 1

  موجود است که

lim ( , ) lim ( , ) ( )
n K

n n
n n

st d x x d x x


 
   4

 
 

}بنابراین  }n n kx 
)عضو   , , )C X d x  بوده و طبق

موجود است که  xcثبتفرض عدد منحصر بفرد م

yبراي هر X:  

( , ) lim ( , ).
n K

x n
n

d x y c d x y



   

  

چه حد بالایی سمت راست در رابطه فوق چنان

) به رابطه4موجود و متناهی باشد آنگاه به استناد (

s3 اي دسترسی پیدا می کنیم. بدین ترتیب فض

( , , )C X d x یافته آماري یک فضاي متریک تعمیم

  نیز می باشد.

)براي اثبات عکس مطلب فرض کنید  , )X d یک

فضاي متریک تعمیم یافته آماري و

{ } ( , , )n nx C X d x ) 3در این صورت طبق (
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{ } ( , , )n n stx C X d x  که حد آماري و حد

و   )2گردد. از طرفی طبق (مولی آن یکسان میمع

موجود  xc عدد منحصر بفرد مثبت  s3خاصیت 

yاست که براي هر X گردد.رابطه زیر برقرار می  

( , ) lim ( , )

lim ( , ).

x n
n

x n
n

d x y c st d x y

c d x y





 


  

  

d بنابراین خاصیت 3  .براي فضاي فوق صادق است 

یافته آماري به عبارت دیگر هر فضاي متریک تعمیم

یافته به سبک جللی یک فضاي متریک تعمیم

  سامت است. _

 
 

  سپاسگزاري

نگارندگان بر خود لازم می دانند از آقاي دکتر علی 

اصغر علیخانی کوپایی عضو هیات علمی دانشگاه 

خاطر مشاوره ارزنده شان در ایالتی پنسیلوانیا به 

 طول تحقیق تشکر نمایند. 
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