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 مقدمه -4

ا هرا تحت عنوان ابرگروه یدیاستفاده از آن، مفهوم جد تراگرد استفاده نمود و با فی[ از تعر1] انیدالال 2334در سال 

 فیها وابسته به تراگردها را تعرمفهوم فراگروه سندگانینو رایتراگردها، اخ درباره قیادامه روند تحقمطرح نمود. در 

رد ها را موفراگروه ینهشتمو ه یخارج قسمت یهانرمال و فراگروه یهافراگروه رفراگروه،یمانند ز هیپا میکردند و مفاه

 کاملهم و رسته کامل نیقرار گرفت و ثابت شد که ا یبررس ها موردفراگروه[. در ادامه رسته 2قرار دادند ] یبررس

و همکاران  الیس 2322(. در دینیبب ا[ ر3.)مرجع ]دیو اثبات گرد انیها بدر رسته فراگروه یختیهمر یایاست و قضا

[، در 6، 5]یدور یساختار جبرها تی[. با توجه به اهم4نمودند ] یها رابررسفراگروه و کاربرد گپ در فراگروه هینظر

 یمیمقاله از مفاه نی. در سراسر امیدهیقرار م یمورد بررس از خواص آنها را یو برخ انیرا ب یدور یهاادامه فراگروه

 ایو قضا فیاز تعار یبرخ انیبه ب ت،یاهم لیاند. به دل[ نوشته شده 8، 3،7، 2کرد که از مراجع ] میخواه دهاستفا

 .میپردازیم

) زوج مرتب , )A B گروه یهارمجموعهیاز زG  هر یهرگاه برا میتراگرد نام جفت یکرا a,a A و 

 b,b Bباشد برقرار ریشرط ز: 

a , bab ab a b       
 G گروه یهارگروهیاز ز (H,M) زوج مرتب گردد کهیم جهیگروه، نت یک یهارگروهیبه ز فیتعر نیا میتعم با 

H است اگر و تنها اگر جفت تراگرد یک M { }e  .  اکنون اگر H ,M یکو  رگروهیز یک بیترت به 

gهر یبرااست اگر و تنها اگر  Gجفت تراگرد از گروه یک(H,M) گاه باشند، آن Gمجموعه از گروهریز G

M مجموعه Hg  عضو از گروه یکفقط شاملG باشد و H M { }e .  دیکن فرض H گروه از  ریز

 از هر همرده راست عضو یکشامل فقط   M هرگاه مینامیرا تراگرد راست م G از M مجموعه ریباشد ز G  گروه

H  درG  صورت نیباشد. در ا G HM . 

 از گروه رگروهیز یک H نمود. لذا اگر فیتوان تعریم چپ یهامانند تراگرد راست بر اساس همردهچپ را ه تراگرد

G  گاهاشد، آنبG HM با فرض آن کهM  ردد کهگیم جهیتراگرد راست باشد نت یک MH HM .

a,هر یبرا نیبنابرا b Mباتوجه به آنکه ،G HM ناصرگردد که وجود دارند عیم هجینت h H و 

m Mکه یبه طورab hm. عناصر,m h با بیبه ترت را ( , )a b hو [ , ]a b یبرا نیهم چن  .میدهینشان م  

h هر H وm M 1  عناصر منحصر به فردh H  1 وm M 1 که یوجود دارند به طور 1mh h m .

 .میدهیم شینما hm  وmh  با بیرا به ترت 1m  و 1h عناصر

)  که ،  ییهمراه با عمل دوتارا  Gاز گروه M راست تراگرد , ) [ , ]a b a b  یکانیاعمال  وhهر ی، برا

h Hکه( ) h

h a a و به مینامی، را فراگروه راست مM میدهیم شینما. 

aهر عنصر یبرا G معکوس ،a از یعضوG  است لذا عناصر m M  وh H  که یوجود دارند به طور 
1a hm  عناصر .h  وm به ترتیب با را( 1)a   و[ 1]a 

aدهیم.  به عبارت دیگر برای هرنمایش می  M

]عنصر معکوس  1]a M  موجود است که[ 1][a , ]a e .  
 هر یصورت برا نیباشد. در ا G  گروهیک از  Hگروه ریفراگروه حاصل از ز M دکنی فرض .4-4لم 

, ,a b c Mو,h h Hمیرا دار ریز یهای ژگی، و: 

1 .( )hh h ha a
 
 

2 . 
( h)[ , ] [ , ]

bh ha b a b 
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3 .( , )[[ , ], ] [ ,[ , ]]b ca b c a b c 

8 .,h ee e a a  

6 . [ , ] [ , ]e a a a e  

5 . 
( 1)[ 1] [ 1][ , ] [ , ]aa a e a a
   

7 .
( 1)[ 1] [ 1](a ) aa
     

4 .[ , ] [ , ]a c b c a b   

هرگاه  مینامی را فراگروه آبلM تصور نیدر ا باشد. G فراگروه وابسته به گروهیک Mدکنی فرض .2-4 فيتعر

a, هر یبرا b M  میباش داشته [ , ] [ , ]a b b a.  

تحت   S شود هرگاهیم دهینام  M از رفراگروهیز باشد را   eکه شامل  M از فراگروه  Sمجموعهرزی .3-4 فيتعر

, اعمال h  .بسته باشد 

 طیصورت شرا نیدر ا  M   ∈a,b و باشد Gگروهیک از  Mفراگروه از فراگروهریزیک  Sدکنی فرض .1-4 هیقض

 :معادلند ریز

1. a [S,b]        

2. [S,a] [S,b]   

3. 
( 1) ( 1)[a , ]b b S
    

را  Mاز فراگروه، Nفراگروهریصورت ز نیدر ا باشد. Gفراگروه وابسته به گروه یک M دکنی فرض .8-4فيتعر

 :میداشته باش  a,b ∈ M   هر یبرا هرگاه مینرمال نام

[ ,[ , ]] [ ,[ ,b]]N a b a N 

دکنی فرض .6-4 فيتعر
iH iM یهاگروهریحاصل از ز یهافراگروه iH ی از گروه ها iG  ،1,2i    .باشند

صورت تابع نیباشد. در ا2H و   1H یهاگروهریز نیب یختیهمریک   نیچنهم
1 21 2: H Hf M M  یک 

 :میباش داشته است هرگاه یفراگروه یختیهمر

m,هر یبرا .1 m M   ،([ , ]) [ ( ), ( )]f m m f m f m   

hهر  یبرا .2 H  وm M : .( )( ) ( ( ))h hf m f m  

 .میپردازیها مفراگروه یبرای ختیریک یایقضا انیاکنون به ب

بین دو فراگروهی همریختک ی f فرض کنید .7-4قضیه 
2 2H M  و

1 1H M1 هایبه ترتیب از گروهG 2وG 

1 ی چنان باشد که همریخت 2: H H باشد. در اینصورت برو یمفروض در تعریف همریخت 

1

1

1
1( )

( )
H

H

M
f M

Ker f
 

,Nاگر .5-4قضیه  N زیرفراگروه های نرمال فراگروه M که باشند چنان N N آن گاه ، 

M

MN
N N

N


 
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,Kاگر .9-4قضیه  N هایی از فراگروهفراگروهزیر  M  که طوری بهباشندN زیرفراگروه نرمال از M   ،باشد
 آن گاه

[ , ]K K N

K N N


 
 هارسته فراگروه - 2

ته رس نیکامل بودن امل و همکا نیهم چن است، دهیو اثبات گرد یها بررسرسته فراگروه هیاول می[ مفاه3در مرجع ]

،   3جداسازو هم 2مانند جداساز ر از خواص آنیگد یبرخ یمفهوم رسته، به بررس تیبا توجه به اهم ثابت شده است.

ها و گروه رسته نیفانکتور ب نیو هم چن  6یبردرونو هم  8یبردرون لیاز قب هاسمیاز خواص مورف یو برخ ...

 و اصطلاحات میهست. مفاه زین 5رسته منظم  نیدر ا یختیبرور هر میدهیادامه نشان م . درمیپردازیها مگروهفرا

 میرا مولد نام Sیرسته ملموس، ش یک در. نمود [ مشاهده8در مرجع ]توان به صورت کامل یها را مرسته هیاول

h سی، مورفB یبه ش A یاز ش f,gمجزا مانند سمیمورف هر دو یهرگاه برا :S A  وجود داشته باشد چنان

fh  هک gh.   رسته از جمله رسته ر ه یبرا نیآزاد مولد هستند و لذا ا یهایملموس همواره ش رستهیک در

آن گاه  باشد Xمجموعه یگروه آزاد بر رو یک F [ ثابت شد که اگر6برقرار است. قبلا در مرجع] زیها نفراگروه

 یعنیرسته،  نیفراگروه آزاد در ا ش،یهارگروهیز گروه و نیباشند و با توجه به ایآزاد م زیآن ن یهارگروهیز

(W(X), , ) [ را بب3ساخته شد.)مرجع ]چون نیچنهم( .دینی F (Z, )   مجموعه یک یگروه آزاد بر رو 

,nZ)آن به صورت یهاگروهریاست و ز یتک عضو )نیآزاد در ا یهایساخته شده، ش یهالذا فراگروه هستند 

 .هستند زیمولد ن جهیو در نت باشندیرسته م

 .ندارد وجود جداسازهم ها، فراگروه رسته در .4-2 هیقض

تر از هر گروه بزرگ نالیوجود گروه ساده با کارد جداساز باشد. با توجه بهفراگروه همCیش میفرض کن .اثبات

A را کهA ها، فراگروه سادهگروه دلخواه در رسته C دلخواه یفراگروهی ختیو دو همر  , :f g B A 

fکه میریگیا چنان در نظر مر g .  اکنون چون  C یختیهمر ذاباشد لیجداساز مهم :h A C چنان

hf  موجود باشد که دیبا hg.   چونی از طرفC فراگروه ساده است لذا هسته یکh باشد که یهمان دیبا 

  .رسته وجود ندارد نیجداساز در اهم جهینت در .بودن آن تناقض است یکبه  یکبا توجه به  hیختیوجود همر

[. مثال 3معادل هستند] ییو پوشا یختیبرور نیچنهم بودن و یکبه  یکبا  یختیها ثابت شد تکررسته فراگروه در

 .دهدینم جهیرا نت یبردرون، همیختیرسته تکر نیدهد در ایم نشان ریز

  دکنی فرض .2-2 مثال
{ ,(13),(23),(14),(24),(34),(134),(143),(234),(243),(1324),(1423)}M e 

H  رگروهیحاصل از ز فراگروه {e,(12)} 4 گروه یبر روG S .یش باشد { ,(13),(23)}A e و 

 B Mیختیو همرf از A به M چیتوان ملاحظه نمود که هیم محاسبه، . بامیریگیرا شمول در نظر م 

g  مانندی فراگروهی ختیهمر : M A که یبه طور افتیتوان ینمgof idA. 

 .دهدیم جهینت رای بر، درونیختیفرا برور یطیتحت چه شرا میدهینشان م حال

                                                 
2 Separator 
3 Coseparator 
4 Retraction 
5 Coretraction 
6 Regular Epimorphism 
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 دیکن فرض
1 2

: H Hf A Bسمیپوشا باشد. اگرمورف یختیهمرf یختیهمر دیباشد با یبردرون g از 

 
2H Bبه 

1H A که یچنان وجود داشته باشد به طور Bfog id.  [، در 3نکته در مرجع ] نیا با توجه به

 یهاهگروریز نیب یختیو همر یکبه  ی یکختیراست که خود فرا یختیرفرایک  یختیرفرا یکمعکوس  یصورت

 1 2,H Hسمیمورف نیبرو باشد، بنابرا یختیهمرf   باشد یختیریک دیبا. 

Hرگروهیبا در نظر گرفتن ز G هر گروه دلخواه نکهیتوجه به ا با {e}2.15 هیتوجه به قضباشد و با ی، فراگروه م 

ها رسته فراگروهریها، زدهد لذا رسته گروهیم جهیرا نت یفراگروه یختیمره، یگروه یختهمری که[ 9] مرجع در

است چون رسته   7فانکتور تام نینشاند. اا هفراگروه هها را در رستتوان تحت فانکتور شمول رسته گروهیباشد و میم

 1وفادارهست، لذا  زین 4این فانکتور نشاننده [8] در مرجع 8.8طبق نتیجه  باشد.یم هارسته تام فراگروهریها زگروه

خود، پوشا  یایاشی ( اما رودینببی را[ 8] مرجع در 24.3باشد)نکته یرسته م ایاشی به رویک به یک  نچنی هم و

H هر فراگروه دلخواه مانند یبرا یعنی شدباینم M ندارد  وجود یها طبق فانکتور شمول، گروهدر رسته فراگروه

H فراگروه رشیکه تصو M ینم یختیریکفانکتور  نای[ 8] مرجع در 3.24نکته  طبق قسمت دوم نیشود. بنابرا-

 ندارد که تحت فانکتور شمول با فراگروه وجود یگروه M هر فراگروه دلخواه مانند یچون به ازا یباشد. ازطرف

M [ 8] در 3 . 33 فیباشد )تعرینم زین 11یارزهم جهینبوده و در نت زنی 13چگالفانکتور هم نیا شود لذا ختیریک

 ( .دینببی را

. مینکیم یادآوریرا  ریز فیهست. در ابتدا تعار منظمی ختیها هر فرابروردر رسته فراگروه که میدهیدر ادامه نشان م

cسمیمورف : B C   سمیجفت مورف یکرا هم برابر سازf,g ازA بهB  هرگاه مینامcof cog هر  یو برا

c سمیمورف : B C  کهc of c og ،منحصر به فرد  سمیمورف باشد:c C C  موجود چنان
 

 باشد که

c coc   مانند سمیمورف نچنی هم [(.8] در 7 .54 فی)تعر:c B C هرگاه میمنظم نام یختیرا برور c   هم

[.(8] در7 . 71 فیباشد)تعر سمیجفت مورف یک 12برابرساز
 

 منظم است.ی ختبروری فرا هر ها،فراگروه رسته در .3-2 هیقض

1 دیفرض کن .اثبات 2:f M M دیرگیباشد. درنظر بی ختیبرور فرا  

1 1{( , ) ( ) ( )}M m m M M f m f m     
1  از گروهرفرایز M میدهینشان م ابتدا 1M M  .دیفرض کن است ( , ), ( , )a a b b متعلق به M   باشند. در

)صورت نیا ) ( )f a f a  و( ) ( )f b f b می[ دار3ها در مرجع ]فراگروه . حال با توجه به حاصل ضرب:  

[( , ), ( , )] ([ , ],[ , ])a a b b a b a b     لذا  

([( , ), ( , )] M [ , ] [ , ]

[f(a), f(b)] [f(a ), f(b )]

f(a) f(a ), f(b) f(b )

(a,a ), (b,b ) M

a a b b f a b f a b     

  

   

  

 

                                                 
7 full 
8 embedding 
9 faithfull 
10 Iso-dense 
11 equivalent 
12 Coequalizer 
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f(a)چون  نیچن هم f(a ) هر یبه ازا h H میدار(
( )( )f(a) ( )
hh f a

  جهیدر نت ( ) ( )h hf a f a 
)لذا , )h ha a M دهد.یرا نشان م یانیکبسته بودن عمل  نیا و 

,1 سمیاگر دو مورف حال :g h M M را به صورت( , ) , ( , )g m m m h m m m    واضح  میکن فیتعر

fgاست fh1 می. فرض کن 3: M M  که یبه طور باشدی فراگروه یختیهمرg h تابع . 

2 3: M M    2با 1( ) ( )m m  2کنیم که را تعریف می 1( )m f m   چون fاست. پوشا 

f و است یفراگروهی ختیهمر شود که یم دهید یبه سادگ یختی. همر  اگر  رایز منحصربه فرد است

2ی فراگروه یختیوجود داشته باشد همر 3: M M  که یطور به f 1گاهآن 1( ) ( )f m m    

2 و لذا 1( ) ( )m m   در نتیجه  . 

 هانظريه ساختاری فراگروه -3

 و یشوند معرفیاز عناصرشان تولید م کیتوسط ی هایی کههای دوری به صورت فراگروهگروهدر این بخش، فرا

ها وهبرای فراگر یقضایای سیلو و کوش گیرد و صحتیقرار م یها مورد بررسشوند و واریته بودن آنیم بندیطبقه

 کنیم و لم زاسنیم یرا بررس هاپذیری فراگروهعنصر فراگروه را بیان و حل کساز ینرمال شود. در ادامه،یم یبررس

 .شوندمی بیان شریر و هولدر‐هاوس و قضایای ژردان

 با توجه به تعریف زیرفراگروه، لم زیر را داریم:

 هایخانواده از زیرفراگروه کی iM باشد و Gگروهک از ی H فراگروه حاصل از زیرگروه M فرض کنید .4-3لم 

Mصورتباشند. در این i

i I

M


 .است M زیرفراگروهیک   

 کی i Mو Mای ازمجموعهزیر X باشد و  Gازگروه  Hفراگروه حاصل از زیرگروه Mفرض کنید .2-3تعريف  

i هستند. در این صورت Xباشند که شامل M هایزیرفراگروه خانواده از

i I

M


فراگروه تولید شده توسطزیر 

 X نامیده و با X  شود. عناصر مجموعهینمایش داده م X مولدهای زیرفراگروهX  شوند. ینامیده م

,...,1فراگروه nM m m   کهim Mنامند.یرا فراگروه متناهیا تولید شده م 

}1 باشد و Gگروهک از ی Hفراگروه حاصل از زیرگروه Mفرض کنید .3-3قضیه  ,..., }kX m m  زیر
 باشد. در این صورت M ازی ناتهای مجموعه

1 2

1 2 1{[...,[ , ],..., ] ,c { ,..., }, {1,[ 1]}, }k i ih h

k i k i ix c c c k N m m h H           

  کنید فرض .اثبات 

1 2

1 2 1{[...,[{[...,[ , ],..., ] ,c { ,..., }, {1,[ 1]}, }k i ih h

k i k i ik c c c k N m m h H          و

,x y K در این صورت .,k l N 1و عناصر, { ,..., }i ih h

i j kb d m m
,و    {1,[ 1]}i j    چنان

1  موجودند که  2

1 2[...,[[ , ],...], ]k

kx b b b   1  و 2

1 2[...,[[ , ],...], ]k

ky d d d   

 بنابراین   
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2[x, y] [...[[[ , ],...], ],[...,[[ , ],...], ]] [...,[[ , ],...], ] ,[...,[[ , ],...], ]k k k kh h h h

k k k kb b b d d d d d d d d d           
  

که 
1 2

1 2([...,[[ , ],...], ])k
kd d dh h

  

  به فرم عناصر ،K  است. بنابراینK دهیم یک زیرفراگروه است. اکنون نشان می
Xکه  K وK مشمول در هر زیرفراگروه شاملX است. برای هرim X کافی است ،
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, 1h e k   ظر بگیریم. بنابرایندر نX Kفرض کنید .Y زیرفراگروهی ازM وX Yبرای هر ،
m K ،k N  چنان موجود است که 

1 2

1 2 1{[...,[{[...,[ , ],..., ] ,c { ,..., }, {1,[ 1]}, }k i ih h

k i k i im c c c k N m m h H          ،

ciچون  X Y  بنابراین ،m Y. 

m و عنصر Mبا توجه به قضیه بالا برای هر فراگروه  M توان نوشت:می 

1 2

1 2{[...,[c ,c ],..., ] , {1,[ 1]}, }k

k i im c h H k N        

 به طور خلاصله داریم: m∈ Mبنابراین برای هر 

{(( ) ) , {1,[ 1]}, }i ih k

i im m h H k N        

mبرای. باشد Gیک گروه از Hزیرگروه از حاصل فراگروه Mکنید فرض .1-3 تعريف M اگرM m   

 .شودمی نامیده m توسط  شده تولید دوری فراگروه Mفراگروه  اهآنگ

hبرای هر آنگاه باشد mتوسط  شده تولید دوری Mفراگروه اگر Hعناصرhm برای مولدی نیز M 

 .باشندمی

 کنید فرض .8-3 مثال

{ ,(13),(23),(14),(24),(34),(134),(143),(234),(243),(1324),(1423)}M e 

}زیرگروه  از فراگروه ,(12)}H e 4 گروه  ازG Sدوری فراگروه این توصیف عناصر صورت برای این در. باشد 

 :کنیمعمل  می زیر صورت به

K برای 1 داریم: 

[ 1]

(12)

[ 1]

(12)

(1324) (1324)

(1324) (1423)

(1324) (1423)

(1324) (1324)

e













 

2kبرای   :داریم 

 

[[(1324), (1324)] (34)

[(1324), (1423)] e

[(1423), (1423)] (34)

[(1423), (1324)] e









  

kبرای  3 :داریم 
 

[[(1324), (1324)], (1324)] (1423)

[[(1324), (1324)], (1423)] (1423)

[[(1423), (1423)], (1423)] (1324)

[[(1423), (1423)], (1324)] (1423)









 

 :داریم لذا. شودحاصل نمی جدیدی عنصر که شودمی ملاحظه روند، این ادامه با
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(1324) { ,(1324),(1423),(34)}e   
m عنصر اگر. باشد Gگروه  یک از Hزیرگروه از حاصل فراگروه Mکنید فرض .6-3 لم M موجود چنان 

) که باشد )M o mفراگروه گاهآنM است دوری. 

)کنید فرض .اثبات ) no m  بنابراین. باشد .[[...,[m,m],m],...,m] e

n

 دوتایی عمل از مرحله هر در 

]یعنی mروی , ]m m چون .آیدمی دست به مایزمت عنصری فراگروه، برای راست از طبق  قانون حذف  

( )o m M، شوندمی تولید فراگروه عناصر همه لذا. 

 عنصری دارای فراگروه لزوما آنگاه باشد، nمرتبه از Mدوری فراگروه اگر. نیست برقرار کلی حالت در بالا لم عکس

 .نیست nمرتبه  از

}  کنید فرض .7-3 مثال ,(12),(24),(34),(124),(142),(134),(1423)}M e تولید دوری فراگروه 

Hاز زیرگروه (34)عنصر توسط شده {e,(123),(132)} 4گروه  ازG S فراگروه مرتبه صورت باشد. دراین 

 .ندارد 4  مرتبه از عنصری که حالی در است 4

 از که همانطور .نیست برقرار حکمی چنین لزوما هافراگروه رسته در اما است آبلی دوری، گروه هر هاگروه رسته در

 تصویر و بودن زیرجبر به نسبت اگر تنها و اگر است واریته F نوع از جبری از ناتهی کلاس هر دانیممی قبل

 هایفراگروه بودن واریته شرایط درادامه(. ببینید را[ 10] مرجع 6.1 قضیه.)باشد بسته ضرب حاصل همریخت و

 .کنیممی بررسی را دوری

 ، دوری است.هر تصویر همریخت فراگروه دوری .5-3لم 

:فرض کنید  .اثبات H Hf M M  باشد و یفراگروهی همریختH M a   کبرای یHa M فرض .

Imکنید ( )m g f لذا عنصر Hm Mموجود است که چنان( )m f m دوری با مولد ،فراگروه  . چون 

 a ،عناصر بنابراین استk N   1}و,[ 1]}i   1و 2, , . . . ,i i i kh h h H وجود دارند به طوری که   
1 1 2 2[...[[( ) , ( ) ],...], (( ) )]i i ikh h h km a a a   یفراگروه یطبق همریخت لذا : 

1 1 2 1 1 2

1 1 2

2 2

2

1 2

f(m) f([...[[( ) , ( ) ],...], (( ) )]) [f[...[( ) , ( ) ],...], (( ) )]

... [...[[f( ) , f( ) ],...], (( ) )] (f(a ) ) ; { , ,..., }

i i ik i i ik

ji i ik i

h h h h h hk k

hh h h k k

j i i ik

a a a a a f a

a a f a h h h h

    

  

 

   
 

 کند.یبرهان را کامل م و این

 ، دوری است.هر زیرفراگروه فراگروه دوری .9-3لم 

M. فرض کنیداثبات m    وM فراگروهزیرM زیرفراگروه  باشد. اگرM باشد به  یفقط شامل عنصر همان

Mاست. بنابراین فرض کنیم  وضوح دوری { }e  و شامل عنصری مانندm  باشد. چونm M m      لذا

1عناصر 2{ , ,..., }i i i inh h h hوm Nکه چنان وجود دارند(( ) )i ih mm m  عدد .l رین عدد تکرا کوچ

))یرید که گدر نظرب یطبیع ) )i ih lm M  کنیم کهیادعا م (( ) )i ih lM m    .  زیرفراگروه  بهبا توجه

Mبودن  داریم(( ) )i ih lm M    .کنید فرضb عنصری دلخواه ازM .چون   باشد mb M   

0kلذا   چنان وجود دارد که (( ) )i ih kb m  
 .  مینیمال بودنl دهد کهنتیجه میk l   چون .M

در مرحله Mاز عناصر  کیاگر ی و دوتایی فراگروه بسته است و هم چنین یانکو نسبت به اعمال ی زیرفراگروه است

kقبل تولید شده باشد باید l  مام عناصر متعلق به که تناقض است، بنابراین تM شوند یتولید م در مراحل بعد

)) شود کهیو نتیجه م ) )i ih lM m    . 
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ها حاصل ضرب دو گروه مطلب که در گروه نیگرفت و ا فراگروه در نظر یکتوان یرا م یهر گروه نکهیبا توجه به ا

 .باشدینم تهیوار جهینت برقرار نبوده و در زیها نفراگروه یباشد، لذا براینم یدور لزومای دور

 میکنیم فیتعر ریصورت ز را به  Sجموعهم  عنصر، ابتدا یکساز نرمال فیتعر یبرا

{ , }hS a M a a h H    
 

 .شودیبودن آن اثبات م فراگروهریز یادگساز فراگروه است و به  یامجموعهریز که

 رفراگروهیباشد. ز Gاز گروه H رگروهیفراگروه حاصل از ز M دکنی فرض .44-3 لم

{ , }hS a M a a h H     

 دهد.تشکیل یک گروه می باعمل دوتایی 

eچون  اثبات: S لذا ،S .  برای هر از طرفیh H ، :داریمa h aah ha ha  . لذاaH Ha  

1که دهدو این نتیجه می 1a H Ha  یعنی برای هرh H،h H 1چنان وجود دارد که 1a h h a  .

) لذا 1) [ 1] ( 1) [ 1]a a h h a a   . بنابراین 
[ 1]( 1) [ 1] ( 1) [ 1]( ( ) )a ha h a h a a
    نتیجه  در  

[ 1] [ 1]

1 2( )hh a h a   که
[ 1]( 1)

1 ( )ah a h
 و  ( 1)

2h h a .    اکنون طبق خاصیت تراگرد برای مجموعه

]متمم داریم،  1] [ 1]( )ha a   دهد که برای هر این نتیجه میa S ،[ 1]a S   و عنصر درS  .وارون دارد 

a,برای هر  b S   وh H ،( )[ , ] [ , ] [ , ]
bh h ha b a b a b  دهد کهنتیجه میS  نسبت به اعمال دوتایی

,و یکانی  .بسته است 

,  اکنون برای هر  ,a b c S داریم ( , )[[ , ], ] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]]b ca b c a b c a b c نیز هست. پذیر، لذا شرکت 

a باشد و  G ازگروه  H فراگروه حاصل از زیرگروه  Mفرض کنید .44-3تعريف  Mمجموعه . 

N(a) {x M ,[ , ] [ , ], , }h lx x x a a x h H l H        

  شود.نامیده می aساز عنصر نرمال

aباشد و Gازگروه Hحاصل از زیرگروه  M فرض کنید فراگروه .42-3گزاره  M در این صورت .N(a)

 . است M زیرفراگروه

 آید.یتیجه به دست منبا محاسبه  اثبات.

bباشد. عنصرGازگروه Hفراگروه حاصل از زیرگروه M فرض کنید .43-3تعريف  M را مزدوج a M  

c نامیم هرگاه S و h H   چنان موجود باشند که[a , ] [ , ]h c c b                  . 

 کنیمیو به صورت زیر تعریف منامیم یم R آن را که  Mشود که رابطه تزویج روی فراگروهیدیده م یبه سادگ

aRb c S,h H;[a , ] [ , ]h c c b    
aتوان برای هر یک رابطه هم ارزی است. با توجه به تعریف بالا می Mارزی را به صورت زیر تعریف ، کلاس هم

 کرد.

C(a) {b M }aRb  

) توان نوشتو لذا می ) a

a

O M C
 

آید که هر کدام از یک به دست می aکه در آن مجموع بر حسب عناصر

  باشد.می C(a)مرتبه  aCرده مزدوج انتخاب شده باشد و 

a  عنصر هر اصلی عدد .41-3هیقض S  راست یهامجموعهبرابر تعداد هم( )N a در S است .
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)راست یهاجموعه هم مجموعهم Kدیفرض کن .اثبات )N a درS باشد. نگاشتf فیتعر ریرا به صورت ز 

  .میکنیم

[ 1]

: [ ]

[ ( ), ] [ ,[ , ]]

f K a

N a x x a x




 

x, دیفرض کن y S.  داریم 1.8بنا به قضیه 

[ ( ), ] [ ( ), y]N a x N a 
( 1) [ 1]

[ 1] [ 1]

[ 1] [ 1] [ 1] [ 1]

[ 1] [ 1] [ 1] [ 1]

[ 1] [ 1] [ 1]

[ 1] [ 1]

[x , ] ( )

[[ , ], ] [ ,[ , ]]

[ ,[[ , ], ]] [ ,[ ,[ , ]]

[[ , ],[ , ]] [[ ,[ , ]], ]

[[ , ], y] [[[ ,[ , ]], , y]

[ ,[ , y] [ ,[ , ]

y y N a

x y a a x y

x x y a x a x y

x x y a x a x y

y a x a x y

y a x a x

 

 

   

   

  

 

 

 

 

 

 

  ]

f(x) f(y) 

 

پوشا است، لذا دوسویی است و  fخوش تعریف و یک به یک است. هم چنین نگاشت  fدهد نگاشت نشان می

[ ]K a. 

 اشدفراگروه ب ای که مقسوم علیه مرتبهاز مرتبه زیر فراگروهک قضایایی که وجود یی در ادامه این بخش به بررس

لو و دهیم که قضایای سییزیر نشان م هایا قضایای سیلو است. با بیان مثالهاز مشهورترین آنکی ی پردازیم، کهیم

 باشند.ینم ها برقرارفراگروه برای یکوش

}فرض کنید .48-3مثال  ,(14),(24)}M e گروهحاصل از زیر فراگروه 

H {e,(12),(34),(12)(34),(13)(24),(14)(23),(1324),(1423)} 

4G از گروه S باشد. در اینصورت فراگروهM که مرتبه فراگروه یندارد درحال 3مرتبه  عنصری ازM  3برابر 

 است.

}   دکنی فرض .46-3مثال  ,(12),(13),(14),(143),(142)}M eگروه ریحاصل از ز فراگروه  

{ ,(13)(24),(1234),(1423)}H e  4از گروهG S   باشد. فراگروهM   که یاست در حال 5از مرتبه

  باشد.برقرار نمی Mی قضیه اول سیلو برای عنیندارد  3از مرتبه ی فراگروهریز

را  یمقدمات می. در ابتدا مفاهمیپردازیم ریهاوس و شر و لم زاسن هولدر‐ژردان یایقضا یادامه مقاله، به بررس در

  .میکنیم انیب

0دنباله  .47-3 فيتعر 1M , ,..., nM M های از زیرفراگروهM  را سری زیر نرمال نامیم هرگاه 

1 0. ...nM M M  ی خارج قسمت فراگروههر
1

i

i

M

M 

. مینام یرا طول سر nو دهینام یسر فاکتوریک را   

 .میرا نرمال نام یباشد آن گاه سر Mنرمال در  iM  اگر هر

} نرمال آن فراگروهریهرگاه تنها ز میرا ساده نامM G .45-3 فيتعر }e باشد. 
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0 نرمالریز سری .49-3 فيتعر 1M M ... ... { }i nM M M e     
 

-حل یرا سر M  از فراگروه

 هرگاه هر فاکتور مینام ریپذ
1

i

i

M

M 

 .باشد یآبل  

  مانند یرنرمالیز یهرگاه سر مینام ریپذرا حل Mگروه فرا .24-3 فيتعر

0 1M M ... ... { }i nM M M e     
 

0داشته باشد به طوری که برای هر  i n 1    ،1iM  در 

 iMنرمال باشد و هر
1

i

i

M

M 

 .باشد یآبل   

N,ی هامجموعهریز یبرا K  از فراگروه M   نماد[ , ]N K مجموعه یبرا را  {[n,k] ,k K}n N   به

 .میبریکار م

 پذیر است.پذیر، حلروه حلفراگک از ی یهر زیرفراگروه و هر فراگروه خارج قسمت .24-3قضیه 

 گردد.یها است و حذف مقسمت اول مشابه گروه. اثبات اثبات

پذیری به صورت زیر باید سری حل Mبنابراین باشد.  M پذیرزیرفراگروه نرمال فراگروه حل  Nفرض کنید

0 داشته باشد: 1M M ... ... { }i nM M M e     چونN  زیرفراگروه نرمال است، لذا[ , ]M N 

0برای هر است و  Mازی زیرفراگروه i n   ، [ , ]iN M N.  میریگدر نظراکنون سری زیر را : 

0 1
[ , ] [ , ] [ , ][ , ]

... n
M N M N M NM M N

N
N N N N N

      

1iMنرمال در  iMطوری که هربه   :باشد. داریم 

1 1 i i 1 i 1 i i 1 i 1 1 i 1

i 1 i i 1 1 1

[[ , ],[[ , ],[ , ]]] [[N,m ],[N,[m ,m ]]] [N,[m ,[m ,m ]]] [ ,[ ,[ ,m ]]]

[[N,m ],[N,[m ,m ]]] [[ , ],[[ , ],[ , ]]]

i i i i i

i i i

N m N m N m N m m

N m N m N m

       

   

     

  
 

 

 بنابراین 
[ , ]iM N

N
]1 نرمال در  , ]iM N

N

 هابرای فراگروهی ریختکقضیه دوم و سوم ی است. با توجه به:   

11

1 i 1 i 1

11

[ , ]

[ , ] [M ,[M , N]]

[ , ] [ , ][ , ] [ , ] [ , ]

ii

i i i

i i ii i i i

i

MM N

M N M MN
M N M M NM N M N M M N

N M



  






 

1iچون هر 

i

M

M

   1آبلی است و [ , ]i i

i

M M N

M

   1زیرفراگروه نرمالی ازi

i

M

M

    است، بنابراین

1

1 [ , ]

i

i

i i

i

M

M

M M N

M



 
نیز آبلی است. لذا هر      

1[ , ]

[ , ]

i

i

M N

N
M N

N



آبلی است و     
M

N
 پذیر است. حل

M و Nباشد. اگر Mزیرفراگروه نرمال از فراگروه Nفرض کنید .22-3قضیه   

N
  M پذیر باشند آنگاهحل   

 پذیر است.نیز حل

  گردد.یها اثبات ممشابه گروه .اثبات
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N,فرض کنید .23-3قضیه  K زیرفراگروه های نرمال از فراگروهM باشد. آنگاه [ , ]N K  نیز زیرفراگروه

 است. Mپذیر فراگروهحل

    ها داریم:برای فراگروه یریختکطبق قضیه سوم ی اثبات.
[ , ]K N K

N K N
پذیر است لذا حل Kچون  

ی قسمت فراگروه خارج
K

K N
  پذیر است و در نتیجهحل 3.21طبق   

[ , ]K N

N
 رگطرف دیپذیر است. از حل 

N   و
[ , ]K N

N
]پذیر هستند، لذاحل  , ]K N  پذیر است. حل 3.22طبق قضیه 

 کنیم.یها ابتدا چند لم وقضیه مورد نیاز را اثبات ملم زاسن هاوس برای فراگروه یقبل از بررس

 باشد. در این صورت Gگروهک از ی H فراگروه حاصل از زیرگروه Mفرض کنید .21-3لم 

, برای هر. الف ,a b c M  و هر زیر فراگروه K  ازM  اگر [a,b] c   وc K گاهآنb K. 

,. برای هرب ,a b c M و هر زیر فراگروهK  ازM  اگر [a,b] cو b,c K آن گاه a K 

[a,b]فرض کنید (الف. اثبات c  چنان باشند کهa,c K.  بنابراین    
1 1[ 1] ( , ) [ 1] ( , )[(a ) ,[ , ]] [( ) , ]a b a b

K

a b a c k K
  



  

 

]لذا، 1][[ ,a],b] ka  . دهد کهین نشان میاb k K  . 

[a,b]. فرض کنید ب c که  چنان باشدb,c Kبنابراین .  
( 1) ( 1)

[a,b]b bc
 

 . 
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1)( 1) [ 1] ( 1) ( 1)

( 1)( 1) [ 1] ( 1)

[ 1] [ 1]

( )( ,b ) [ 1] [ 1]

( )( ,b ) [ 1]

[ , ] [[ , ], b ] [ ,b ]

[ ,[ , b ]] [ ,b ]

[ ,b ]

b b

b b

b b

b b b b b b

b b b b

b b b

a b c a b c

a b c

a c

     

   

  

 

 



   

 

 

 

از اکنون
( 1) [ 1][ ,b ] Kbc
    و

( 1) [ 1][ , b ]]bb e
   و

( 1)( 1) [ 1]( )( ,b )b bb b e
   ،ea a گردد نتیجه می

aکه  K. 

Nکه طوری به باشند Mفراگروه نرمال هایزیرفراگروهK ,Nکنید فرض .28-3 قضیه M .صورت این در

N K K. 

a,کنید فرض .اثبات b K   و[ , [ ] , ] ]x a N K b  لذا، c N K  که  است موجود چنان   

[ [ , ] , ]x a c b. چونN M 1عنصرc N 1 که است موجود چنان[ , ], ]] [ ,[ , ]]x a c b c a b   از

mزیرفراگروه است، لذا  Kطرفی  K  چنان موجود است که .[ ,[ , ]]x m a b   از اکنون 

1[ ,[ , ]] [ ,[ , ]]m a b c a b
 

1mدوتایی،   برای عمل راست از حذف قانون و c ،  1 لذاc N K  .نتیجه در  

.[ ,[ ,b]] [ ,[ , ]]a N K N K a b   

a,کنید فرض اکنون  b K وx [ , [ , ] ]N K a b  .لذاc N K  که طوری به دارد وجود 

x [c,[a,b]] .چون N M ، 1عنصرc N  1  که است موجود چنان[c,[a,b]] [ ,[ , ]]a c b 

x,a,bو بالا لم اول قسمت طبق K،  1داریمc K 1 لذاc N K  .بنابراین  

[ N K , [ a , b ] ] [ a , [ N K , ] ]b   شودمی اثبات حکم و.  

 صورت این در باشند M فراگروه نرمال های فراگروه زیر  K ,N کنید فرض .26-3 لم
[N K, N K] [ , ] [ , ]N K K N    
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x  کنید فرض. اثبات [N K, N K]  صورت این در x [K, N] یا [N,K] یا[K,K] K  یا

[N, N] N. گرفتن درنظر باN,K [ , ],[K, N]N K  :داریم x [ , ] [ , ]N K K N    بنابراین 

[N K, N K] [ , ] [ , ]N K K N   .  از طرفی واضح است که  

[N,K],[K, N] [N K, N K]   لذا  [N K, N K] [N,K] [K, N]    . 

Nنماد  M فراگروه از  K ,Nهایزیرفراگروه برای
n

K برای را  [N K, N K]n   بریممی کار به. 

N صورت نیباشند در ا Mنرمال فراگروه یفراگروه هاریز K,Nدکنی فرض .27-3لم 
n

K رفراگروهیز یک 

Mاست. 

]  :اثبات , ]
n

nN K N K N K   . 25-3بنابراین طبق لم 

[N K, N K]

[...[[[N K, N K], N K],...], N K]

...[[[[[ , ] [ , ]], N K],...], N K]

...[ , ] [ , ] [[ , ], ] [[ , ], ]

n

N K K N

N K K N N K N K N K

 

    

   

   

 

N بنابراین [ , ] [ , ] [[ , ], ] [[ , ], ]
n

K N K K N N K N K N K     

e  وضوح به [N K, N K]   .دیاکنون فرض کن , [N K, N K]nx y     1. لذا 2,n n N  چنان

N]1وجود دارند که  K, N K]
nx     2 و[N K, N K]

ny     1,2. هم چنین برایi   مقادیر ،

 , , N Ki i i     1 چنان موجودند که 1 1x [[...[ , ], ],...]    2و 2 2y [[...[ , ], ],...]     . 

,  که قتیحق نیبا در نظر گرفتن ا ,i i i   متعلق بهN K  در هاگردد که آنیم جهیهستند نتN ایK 

N در نیقرار دارند و بنابرا  Kای Nدر  H∈h ،h ,γih,βihiαهر یهستند و برا
n

K   یعنیقرار دارند 

[ , ] N
n

x y K.  که قتیحق نیبا در نظر گرفتن ا  نیهم چن N
n

K  ی انیکنسبت به عمل   بسته

N لذا ،است
n

K از یرفراگروهیز M  .است 

nبرای هر گاهباشند آن Mفراگروه نرمال فراگروهزیردو  K, Nاگر .25-3لم  N :داریم   
                                            

N [ , ]
n

K N K 

N]  چون :اثبات K, N K] [ , N] [N,K] [K, N] [K,K]N      و چون,N K یهافراگروهریز 

[N,K]لذا ،هستند M نرمال فراگروه [K, N].  نیبنابرا . [ , ]
n

N K N K         

N گاهباشند آن Mفراگروه  از فراگروه نرمالزیردو   K ,Nاگر .29-3لم    K N
n

K  
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}اگر  :اثبات }K e به وضوح گاهآن ،[N K, N K]n N   لذا  N [N K, N K]n     به طور

با فرض مشابه N e   میدار   [N K, N K]nK     بنابراین[N K, N K]n  یکران بالا برا یک 

K, N  فراگروه است. اگر C  یهافراگروهریز یبرا ییکران بالا ,N K  یعنیباشد    ,K N C  و

 
 ,N K Cنیبنابرا [[ , ], ]N K N C و[[ , ], ]K N K C .جهیدر نت 

[ , ] [ , ] [[ , ], ] [[ , ], ] CN K K N N K N K N K     3.27ولذا طبق  N
n

K C.    

N,اگر .34-3 لم K از فراگروه رفراگروهیدو زM کهی به طور باشند N M گاهباشد آن      

K [ , ]N N K . 

Nچون :اثبات M هر یلذا براx M، :داریم[x, ] [ , ]N N x  بنابراین. [ , ] [ , ]N K K N  و 

 [N K, N K] [ , ] [ , ]n nN K N K     لذا طبق لم قبلK [ , ]N N K . 

 [ و قضیه بالا داریم:2در ] 2·  6اکنون طبق لم 

Kدراین صورتباشند  M دو زیرفراگروه نرمال فراگروه K, Nاگر .34-3لم  MN . 

 کنیم و در قضایای بعد کاربرد دارد.یم ها اثباتت که برای فراگروهلم زیر به عنوان لم زاسن هاوس اس

فرض کنید .32-3لم 
* *, , ,N K N K های فراگروهفراگروهزیر M باشند به طوری که*Kنرمال درK و

 
*Nنرمال در N.در این صورت است 

1. 
* * *[ , ] [ , ]N N K N N K  

2. 
* * *[ , ] [ , ]K N K K N K  

3. 
* *

* * * *

[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]

N N K K N K

N N K K N K

 

 
 

 است، بنابراین K نرمال در K*چون  :اثبات
* *( )N K N K K      26.3بنا به قضیه و 

Nنرمال فراگروهزیر K،است. به طور مشابه *N K N K 313.و گزاره  333.طبق لم . بنابراین،   
* *[ , ]D N K K N   زیرفراگروه نرمال ازN Kاست. نگاشتf کنیمیتعریف م را به صورت زیر: 

*:[ , ]

([ , ]) [ , ]

N K
f N N K

D

f a c D c


 



 

 

] خوش تعریف است زیرا اگر  fنگاشت , ] [ , ]a c b d  چون گاهآن ,c d N K  و با توجه به این که  N K 

  است لذا زیرفراگروهک ی
( 1) [ 1][ , ]dc d N K
    شود کهیم تساوی نتیجه از یاز طرف 

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
1 2

[ 1] [ 1]

[ 1] [ 1]

[ 1] [ 1]

[ , ] [ , ]

[[ , ] , ] [[ , ] , ]

[[ , ], ] [[ , ], ]

[a ,[ , ]] [ ,[ , ]

c
d d

d d

d d

dd d

h hd d

a c b d

a c d b d d

a c d b d d

c d b d d

 

 

  

 

 

 

 







 
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که درآن 
( 1)( 1) [ 1]( )(c , )

1

c
dd dh a

 

 و
( 1)( 1) [ 1]( )( , )

2

d dd d dh b
 

چون  . حال
( 1) [ 1][ , ]dd d e
   و 

1 2 *,
h ha b N  لذا

( 1) [ 1] *[ , ]dc d N
  . نتیجه   در

( 1) [ 1] * *[ , ] (N K) Ndc d N K D
         لذا

   [2]در  2.1بنابر لم 
( 1) [ 1][ , ] [ , ] [ , ]dc d D D c D d
    . 

 است زیرا:ی فراگروهی همریخت  fنگاشت 

1

1

*

( ,[ , ])

1 1

( ,[ , ])

1 1

[[ , ],[ , ]]

[ ,[ ,[ , ]]

[ ,[ ,[ , ]]]

[[ , ],[ , ]]

[D,[c,d]] [[D,c],[D,d]]

[f[a,c], f[b,d]].

c b d

a

b c d

N K
N

f a c b d

f a c b d

f a b c d

f a b c d
 









 

 
h  چنین برای هرهم H  و 

*[ , ] [ , ]m a c N N K  ،  

( ) ( )( ) [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] ( ( ))
ch h h h h h id h id hf m f a c f a c D c D c D c f m      

id: که H Hدهد کهی. این نتیجه مf است. نگاشت یفراگروهی همریختf  باشد. یبه وضوح پوشا م

] اگر , ] ( )a c Ker fآنگاه ([ , ]) [ , ]f a c D c D [ چون2در ] 2.6 . اکنون طبق لمD نرمال در

 N Kگردد کهیاست، نتیجه م c D  1یعنی 1[ , ]c a c  که*

1a N K   و*

1c N K   بنابراین  

1
1 1( , ) * *

1 1 1 1[ , ] [ ,[ , ]] [[ , ], ] [ , ]a ca c a a c a a c N N K


    

در نتیجه 
* *Ker(f) [ , ]N N K لذا .

* * *[ , ] [ , ]N N K N N K توان یمشابه می . با بحث

داد که  نشان
* *[ , ]K N K  نرمال در

*[ , ]K N K  برای ی بنا به قضیه اول همریخت باشد. اکنونیم

 ها:فراگروه

*

* * * *

[ , ]

[ , ] [ , ]

N N K N K N K

N N K D N K K N

  


  
 

 هاگروه در آنچه مشابه هافراگروه برای هولدر‐ژردان قضایای شریر و یحال بعد از بیان لم زاسن هاوس به راحت

 .شودمی داشتیم اثبات

نرمال های زیرتظریف  M هر دو سری زیر نرمال فراگروه باشد. در این صورت کی  M فرض کنید .33-3قضیه 

 ر هم ارز هستند.گدیکدارند که بای

 .بریممی پایان به معروف است، هولدر‐این بخش را با بیان قضیه زیر که به قضیه ژردان

 هستند. ر هم ارزگدیکبا ی  M هر دو سری ترکیب از فراگروه .31-3قضیه 
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