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 مقدمه -4

های ریاضی به خوبی شناخته شده سوبولف در بسیاری از شاخ -ضاهای سوبولف و فضاهای ارلیسنقش قابل توجه ف

  𝑊𝑚,𝑝(Ω)خطی در فضاهای سوبولف معادلات بیضوی غیرخطی شامل عملگرهای همگن شبهاست. مطالعه 

 استفاده شود. 𝑊𝑚𝐿Φ(Ω)سوبولف  -از فضاهای ارلیسهمگن بهتر است گیرد اما برای عملگرهای غیرصورت می

معرفی شد.  1332است که در سال  𝐿𝑝(Ω)یافته از فضاییک نوع فضای تعمیم 𝐿Φ(Ω)در حقیقت فضای 

سوبولف  -در فضای ارلیس  𝐿Φدر رساله دکترای خود به فضای  ] 11[لوکزامبورگ  و] 10[کرانوسلسکی و همکارش 

مراجعه  ] 2،3،13 [ به سوبولف -برای جزئیات بیشتر فضای ارلیس ضای سوبولف کردند.در  ف 𝐿𝑝را جایگزین فضای 

 سوبولف به دست آمده است. -لاپلاسین در فضای ارلیس- 𝑝نتایج بسیاری در مورد مسأله مربوط به عملگر  کنید.

  ]7[، همچنین در ]2[و استکلوف  ]11[و نویر ] 10،0،0[و نیومن  ] 12،16،3[دیریکله از جمله مسأله با شرط مرزی 

 مطالعه قرار دادند. جود سه جواب ضعیف برای مسأله غیرهمگن نیومن زیر را موردنویسندگان و

{
−𝑑𝑖𝑣 (𝛼(|∇ 𝑢|)∇𝑢) + 𝛼(|𝑢|𝑢) = 𝜆0𝑓0(𝑥, 𝑢)      𝑖𝑛 Ω,
𝜕 𝑢

𝜕 𝑣
= 0                                                                         𝑜𝑛 𝜕Ω

 

 اتی و نظریه نقطه بحرانی وجوداز روش تغییر برای مسأله استکلوف با استفادهشکوه  حیدرخانی و -افروزی] 2 [در 

  .نهایت جواب را اثبات کردندبی

{
−𝑑𝑖𝑣 (𝑎(𝑥, |∇ 𝑢 (𝑥)|)∇𝑢(𝑥)) = 𝑎(𝑥, |𝑢(𝑥)|)𝑢(𝑥)              𝑖𝑛 Ω,

𝑎(𝑥, |∇ 𝑢 (𝑥)|)
𝜕 𝑢

𝜕 𝑣
(𝑥) = 𝜆0𝑓0(𝑥, 𝑢(𝑥)) + 𝜇0𝑔0(𝑥, 𝑢(𝑥))    𝑜𝑛 𝜕Ω

 

 در این مقاله به بررسی وجود حداقل یک و دو جواب ضعیف با شرط مرزی دیریکله و شامل از نوع کیرشهف

{
𝑴𝟎 (∫[𝚽(|𝛁 𝒘|) + 𝚽(|𝒘|)]𝒅𝒙) (−𝒅𝒊𝒗(𝜶(|𝛁𝐰|)

𝛀

 𝛁𝒘) +  𝜶(|𝒘|)𝒘) = 𝝀𝟎𝒇𝟎(𝒙,𝒘)     𝒊𝒏 𝛀,

𝒘 = 𝟎                                                                                                                                               𝒐𝒏 𝝏𝛀,

     ( 2.1)        

⊇ Ωکه در آن  ℝ𝑁 (𝑁 ≥ 𝑀0  و  Ω��ای ناتهی، باز و کراندار با مرز هموار موعهمج (3  ∶  [0, +∞[→  ℝ 

 کند.صدق میتابعی پیوسته است به طوری که در شرط زیر 

≤ 𝑧 با این خاصیت وجود دارند به طوری که برای هر  m ،0 m 1اعداد ثابت مثبت این معنا که، به  داریم: ،0 

0 <  𝑚0  ≤  𝑀0(𝑧) ≤  𝑚1                      ( 2.1) 

𝛼 ∶  (0,∞)  →  ℝ     یک تابع به طوری که نگاشت𝜑 ∶  ℝ → ℝ   با ضابطه 

𝜑(𝑧) = {
𝛼(|𝑧|)𝑧,      𝑓𝑜𝑟 𝑧 ≠ 0,
0,               𝑓𝑜𝑟 𝑧 = 0,

                ( 3.1) 

𝑓0 تابع ℝ وبه روی  ℝ مئومورفیسم اکیدا صعودی از فرد و هو ∶   𝛺̅  × ℝ → ℝ 𝐿1- کاراتئودوری ،𝜆0   نیز یک

 پارامتر حقیقی مثبت است.

و   ] 2،  بخش  ]3 [ [کنداسمال صدق می -که تابعک انرژی در شرط پالایزاقع، روش ما برای اثبات این است در و

های نین قضیهها، همچلم یکسری تعاریف اساسی، 2در بخش  باشد.را ببینید( می 2و1های بکارگیری قضایا )قضیه

وجود حداقل یک ها و تذکرها و لم1به کمک قضیه 3کنیم در بخش بیان می مینیم موضعی و قضیه نقطه بحرانی را

( 1.1وجود حداقل دو جواب ضعیف را برای مسأله ) 0در بخش  کنیم،بررسی می(  1.1جواب ضعیف را برای مسأله )

 کنیم.  بیان می
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فیزیکی جدید، در حال حاضر  هایگستردگی این شاخه از آنالیز غیرخطی و شناخت فرآیندها و پدیده با توجه به

 با توجه به رشد سریع و روزافزون دانان زیادی مشغول مطالعه و کسب نتایج جدیدتر در این زمینه هستند. لذاریاضی

 های گوناگونوان روی فضاهای مختلف و با مسالهتهای جدید و فراگیری را میاین شاخه از ریاضیات، هنوز تعمیم

 ارائه کرد که گستره وسیع از کاربردها را شامل گردند. 

 سوبولوف   -قضايا و نتايج مقدماتي در فضای ارلیس  -2

ابعت  𝜙  با توجه به تابع  به صورت زیر: 𝜑  در (3.1) و   تعریف  

Φ(𝑧) ≔ ∫ 𝜑(𝑠)
𝑧

0

𝑑𝑠 

𝑧برای هر  ∈ ℝ  دهیم :قرار می 

Φ∗(𝑧) ≔  ∫ 𝜑−1(𝑠)
𝑧

0

𝑑𝑠 
𝑧برای هر  ∈ ℝ  تابعبنابراین  Φ      یانگ است به این معنا که𝛷(0)  =  0 ،Φ   محدب وlim

𝑧→∞
Φ(𝑧) =

+∞      

𝛷(𝑥)  از آنجائیکه  علاوه براین  = 𝑥   اگر و تنها اگر   ،0  =  پس 0

lim
𝑧→∞

Φ(𝑧)

𝑧
= +∞.          ،lim

𝑧→0

Φ(𝑧)

𝑧
= 0 

 شود.گوییم که به صورت زیر تعریف می 𝛷مکمل تابع  را  ∗𝛷نامیم وتابع تابع می  - Nرا یک  𝛷بنابراین  
𝛷∗(𝑧) =  𝑠𝑢𝑝 {𝑠𝑧 −  𝛷(𝑠);  𝑠 ≥  0} 

≤  𝑧برای هر  تابع و همچنین در نامساوی یانگ – N یک  ∗𝛷رو ، از این      0 

𝑠𝑧 ≤  𝛷(𝑠) + 𝛷∗(𝑧),                   ( 1.2)      

,𝑠برای هر  𝑧 ≥  در شرایط ساختاری زیر صدق کند. 𝛷کند. حال فرض کنید که صدق می 0 

(Φ0)       1 <  lim 𝑖𝑛𝑓𝑧→∞
𝑧𝜑(𝑧)

Φ(𝑧)
≤ 𝑝0 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑧>0

𝑧𝜑(𝑧)

Φ(𝑧)
< ∞;

(Φ1)         𝑁 < 𝑝0 ≔ 𝑖𝑛𝑓𝑧>0
𝑧𝜑(𝑧)

Φ(𝑧)
< lim 𝑖𝑛𝑓𝑧→∞

log(Φ(𝑧))

log(𝑧)
.
 

 (] 4 [باشد )مراجعه کنید به 𝛷تابع  - N  به وسیله  فضای ارلیس  𝐿𝛷(Ω)فرض کنید 

→ ℝ    𝑤: Ω   کنیم :فضای  توابع اندازه است  به طوری که نرم روی آن را به صورت زیر تعریف می 

∥ 𝑤 ∥𝐿𝛷≔ sup {∫ 𝑤(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥   ;  ∫Φ∗(|𝑣(𝑥)|) 𝑑𝑥 ≤ 1
ΩΩ

} < ∞ 

,𝐿𝛷(Ω)در نتیجه ) که ∥. ∥Φ  .یک فضای باناخ است و با نرم لوگزامبورگ زیر معادل است) 

∥ 𝑤 ∥Φ≔ inf {𝑘 > 0 ∶ ∫ Φ(
𝑤(𝑥)

𝑘
)𝑑𝑥 ≤ 1

Ω

} , 

 سوبولف نامساوی هولدر به صورت زیر است -برای فضاهای ارلیس

∫ 𝑤 𝑣 𝑑𝑥 ≤   2 ∥ 𝑤 ∥𝐿𝛷    ∥ 𝑣 ∥  𝐿Φ∗
,       

Ω

 

𝑤 ، برای هر  ∈ 𝐿Φ(Ω) , 𝑉 ∈ 𝐿Φ∗(Ω) کنیم:سوبولف را به صورت زیر تعریف می –فضای ارلیس 
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𝑊1𝐿Φ(Ω) ≔ {𝑤 ∈ 𝐿Φ(Ω):  
𝜕𝑤

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐿Φ(Ω), 𝑖 = 1,… ,𝑁} 

 با نرم زیر: این یک فضای باناخ است.

∥ 𝑤 ∥1,Φ∶= ∥ |𝛻𝑤| ∥𝛷  + ∥ 𝑤 ∥𝛷 

𝑧، توسط نگاشت محدب  𝑊1,𝑝(Ω)و  𝐿𝑝(Ω) تر، را ببینید( در واقع برای بررسی فضاهای کلی ] 12[) ↦
|𝑧|𝑝

𝑝
 کنیم.سوبولف استفاده می -از فضاهای ارلیس 

 کنیم.سوبولف را بررسی می -حال برخی از خواص فضای ارلیس

 ] 2.2، لم  ]41 [ [  :4لم 

 سه نرم زیر معادلند:  𝑊1𝐿𝛷(Ω)روی  فضای 
∥ 𝑤 ∥1,Φ≔ ∥ | ∇𝑤 | ∥Φ +∥ 𝑤 ∥Φ,                                                

∥ 𝑤 ∥2,Φ≔ max{∥ | ∇𝑤 | ∥Φ, ∥ 𝑤 ∥Φ},                                              

∥ 𝑤 ∥≔ 𝑖𝑛𝑓 {𝜇 > 0; ∫ [Φ (
|𝑤(𝑥)|

𝜇
) + Φ(

|∇ 𝑤(𝑥)|

𝜇
)] 𝑑𝑥 ≤ 1

Ω
} .

 

∋ 𝑤به طور کلی برای هر   𝑊1𝐿𝛷(Ω)  :داریم 
∥ 𝑤 ∥ ≤  2 ∥ 𝑤 ∥2,Φ ≤  2 ∥ 𝑤 ∥1,Φ ≤  4 ∥ 𝑤 ∥. 

∋ 𝑤ی سوبولف تعمیم یافته-فضای ارلیس  𝑊1𝐿𝛷(Ω) های بالا فضای باناخ انعکاسی است.با یکی از نرم 

 ]  2.3، لم  ]41 [ [ :2لم 

∋ 𝑤فرض کنید که   𝑊1𝐿𝛷(Ω) باشد. آنگاه داریم 

∫ [Φ(|w(x)|) + Φ(|∇w(x)|)] dx ≥∥ w ∥p
0
,   if ∥ w ∥ < 1,

Ω

∫ [Φ(|w(x)|) + Φ(|∇w(x)|)] dx ≥∥ w ∥p0 ,   if ∥ w ∥ > 1,
Ω

∫ [Φ(|w(x)|) + Φ(|∇w(x)|)] dx ≤∥ w ∥p0 ,   if ∥ w ∥ < 1,
Ω

∫ [Φ(|w(x)|) + Φ(|∇w(x)|)] dx ≤∥ w ∥p
0
,   if ∥ w ∥ > 1.

Ω

 

 ] 2.2، لم  ]7 [ [ :3لم 

∋ 𝑤فرض کنید که   𝑊1𝐿𝛷(Ω) باشد به طوری که 

∫[Φ(|𝑤(𝑥)|) + Φ(|∇𝑤(𝑥)|)] 𝑑𝑥 ≤ 𝑟
Ω

 

> 0برای برخی   𝑟 < ∥در این صورت  1  𝑤 ∥ <  1.  

   ]  2.8، لم  ]41 [ [  : 1لم 

∋ 𝑤فرض کنید که   𝑊1𝐿𝛷(Ω)   باشد و∥ 𝑤 ∥ =  آنگاه  1 

∫[Φ(|𝑤(𝑥)|) + Φ(|∇𝑤(𝑥)|)] 𝑑𝑥 = 1
Ω
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.𝐷، لم 11 [ و (𝛷1)های از فرض شود نشانده می 𝑊1,𝑝𝑜(Ω)به طور پیوسته در 𝑊1𝐿𝛷(Ω)دانیم که می ] 2

𝑝0و اگر فرض کنیم    >  𝑁  آنگاه 𝑊1,𝑝𝑜(Ω) فشرده در  به طور𝐶0(Ω̅) شود. از این رو  نشانده می

𝑊1𝐿𝛷(Ω)  به طور فشرده در𝐶0(Ω̅) شود  لذا  ثابت  نشانده می𝑐 >  وجود دارد به طوری که  0 

∥ 𝑤 ∥∞ ≤  𝑐 ∥ 𝑤 ∥1,Φ ≤  2 𝑐 ∥ 𝑤 ∥ ,         ( 2.2) 

∋ 𝑤 برای هر  𝑊1𝐿𝛷(Ω)  که 

∥ 𝑤 ∥∞∶= max
     𝑥∈Ω̅

|𝑤(𝑥)| 
𝑐𝑝0، پس وجود دارد  شودنشانده می 𝐿𝑝0(Ω)به طور پیوسته در  𝑊1,𝑝0(Ω)به عبارت دیگر، از آنجائیکه    >

 به طوری که 0 

∥ 𝑤 ∥𝐿𝑝0  ≤  𝑐𝑝0 ∥ 𝑤 ∥, ∀ 𝑤 ∈  𝑊1𝐿𝛷(Ω).       (3.2 )    

 کنیم.مطالب زیر را بیان می قبل ازمعرفی دو قضیه ابزاری زیر

  :4تعريف 

,𝑟1 و  𝑋پذیر گاتو روی به طور پیوسته مشتق دو تابعک ℱ0و  𝒩یک فضای باناخ حقیقی و   𝑋فرض کنید   𝑟2  ∈

𝑟1 های دلخواه با شرط ثابت[∞+,∞−]   <  𝑟2  باشند. گوییم تابعک𝐽 ∶=  𝒩 − ℱ0   در شرط برش پایینی

𝑟1  و برش بالایی𝑟2   اسمال  -پالایز [𝑟1](𝑃𝑆)[𝑟2]کند، اگر هر دنبالهصدق می   {𝑤𝑛} : به طوری که 
(𝛼)  دنباله{ 𝐽(𝑤𝑛)}  کراندار است؛ 

 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ ∥ 𝐽′(𝑤𝑛) ∥𝑋∗ = 0   (𝛽)؛ 

(𝛾)    𝑟1 <  𝒩(𝑤𝑛) < 𝑟2  برای هر 𝑛 ∈ ℕ؛؛ 

 ای همگرا باشد. دارای زیر دنباله

𝑟1 برای حالت  = 𝒩(𝑤𝑛)  یعنی   ∞− < 𝑟2 برای هر 𝑛 ∈ ℕ  ،اسمال به صورت  -این نوع از شرط پالایز

(𝑃𝑆)[𝑟2] دهیم همچنین برای حالت نشان می𝑟2 =  اسمال کلاسیک است. -این همان شرط پالایز ∞+

 کنیم :توابع زیر را تعریف می

𝜗(𝑟1, 𝑟2) ≔ inf
𝑣∈𝒩−1( ]𝑟1,𝑟2[ )

sup
𝑤∈𝒩−1( ]𝑟1,𝑟2[ )

           

ℱ0(𝑤)−ℱ0(𝑣)

𝑟2−𝒩(𝑣)
,         (0.2 )  

𝜌(𝑟1, 𝑟2) ≔ sup
𝑣∈𝒩−1( ]𝑟1,𝑟2[ )

ℱ0(𝑣)−sup
 
𝑤∈𝒩−1( ]−∞,𝑟1[ )

ℱ0(𝑤)

𝒩(𝑣)−𝑟1
 ,     (1.2 ) 
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 و

𝜑1(𝑟) ≔ inf
𝑤∈𝒩−1( ]−∞,𝑟[ )

ℱ0(𝑤)−inf
 𝒩−1( ]−∞,𝑟1[ )
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑤 ℱ0

𝑟−𝒩(𝑤)
,        

𝜑2
∗(𝑟1, 𝑟2) ≔ inf

𝑤∈𝒩−1( ]−∞,𝑟1[ )
sup

𝑣∈𝒩−1( ]𝑟1,𝑟2[ )

ℱ0(𝑤)−ℱ0(𝑣)

𝒩(𝑣)−𝒩(𝑤)
 ,      

 

[ )𝒩−1  که در آن − ∞, 𝑟[ )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑤   بستار𝒩−1( ] − ∞, 𝑟[ )  برای هر در توپولوژی ضعیف𝑟, 𝑟1, 𝑟2  ∈ ℝ    

𝑟1با رابطه    <  𝑟2 ، باشد.می 

 باید دو قضیه ابزاری در این فصل را بیان کنیم.  1و قضیه   8و لم    3 اکنون برای رسیدن به نتایج اصلی قضیه 

 ] 4.8، قضیه  ]3  [ [: 4قضیه 
𝒩,ℱ0یک فضای باناخ حقیقی باشد، و  Xفرض کنیم  ∶  X →  ℝ پذیر گاتو، دو تابعک به طور پیوسته مشتق

,r1فرض کنیم   r2  ∈  ℝ   با شرطr1  <  r2 : وجود داشته باشند به طوری که 
ϑ(r1, r2)  < 𝜌 (r1, r2) 

,ϑ(r1با توجه به  r2)  و  𝜌(𝑟1, 𝑟2)  ( برای هر 1.2( و )0.2تعریف شده در )𝜆0 ∈ ]
1

𝜌(𝑟1,𝑟2)
,

1

𝜗(𝑟1,𝑟2)
[ 

𝐽𝜆0تابعک   ∶= 𝒩 − 𝜆0ℱ0   که در شرط برش بالایی [𝑟1] (𝑃𝑆)[𝑟2] در این صورت برای هر                           کند صدق می

𝜆0 ∈ ]
1

𝜌(𝑟1,𝑟2)
,

1

𝜗(𝑟1,𝑟2)
∋ یک    ] 𝒩−1  ( ]𝑟1و𝑟2[ )   𝑤0,𝜆0 

𝑤 وجود دارد به طوری که برای هر ∈ 𝒩−1 ( ]𝑟1, 𝑟2[ ) داریم: 
𝐽𝜆0(𝑤0,𝜆0)  ≤  𝐽𝜆0(𝑤) 

𝐽′𝜆0 و همچنین   
(𝑤0,𝜆0)  =  0 

 ] 4.4، قضیه  ]1 [ [ :2قضیه 

𝒩,ℱ0یک فضای باناخ حقیقی انعکاسی باشد.  Xفرض کنیم  ∶  𝑋 →  ℝ پیوسته دو تابعک مشتق پذیر گاتو، نیم

𝑙𝑖𝑚∥𝑤∥→ +∞𝒩(𝑤)پیوسته )قوی( است و در رابطه  𝒩ای باشند. فرض کنید پایینی ضعیف دنباله = +∞ 

 وجود دارند به طوری که: 𝑟2و 𝑟1صدق کند. همچنین فرض کنید دو ثابت 

(𝑖)  inf𝑋
  
𝒩 < 𝑟1 < 𝑟2;

(𝑖𝑖) 𝜑1(𝑟1) < 𝜑2
∗(𝑟1, 𝑟2);

(𝑖𝑖𝑖) 𝜑1(𝑟2) < 𝜑2
∗(𝑟1, 𝑟2).

 

𝜆0  در این صورت برای هر ∈ (
1

𝜑2
∗(𝑟1,𝑟2)

, min {
1

𝜑1(𝑟1)
,

1

𝜑1(𝑟2)
𝒩تابعک  ({ − 𝜆0ℱ0  حداقل دو نقطه

[ )𝒩−1بحرانی به ترتیب در  − ∞, 𝑟1] )  و𝒩−1([𝑟1, 𝑟2[ ) کند. اتخاذ می 

𝒩,ℱ0های  و تابعک  𝑊1𝐿𝛷(Ω) =: Xبرای فضای    2و  4های هدف ما به کارگیری قضیه ∶  𝑋 →  ℝ   با

 باشد:ضوابط زیر می

𝒩(𝑤) ≔ 𝑀0̃(∫ [Φ(|𝑤(𝑥)|) + Φ(|∇𝑤(𝑥)|) ]Ω
 𝑑𝑥 ),                 (0.2 )  

ℱ0(𝑤) ≔ ∫ 𝐹0(𝑥, 𝑤(𝑥))𝑑𝑥,                                                       Ω
(7.2 ) 
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 که در آن 

𝑀0̃(𝑧) ≔  ∫ 𝑀0(𝑠)𝑑𝑠,
𝑧

0

    𝑧 ≥ 0, 

 و

𝐹0(𝑥, 𝑧) ≔  ∫ 𝑓0(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉,     (𝑥, 𝑧) ∈ Ω × ℝ.
𝑧

0

 

باشند. مشتقات آنها با ضوابط زیر پذیر گاتو میخوش تعریف و به طور پیوسته مشتق ℱ0و  𝒩های به وضوح تابعک

 شود:بیان می

𝒩′(𝑤)(𝑣) ≔ 𝑀0(∫ [Φ(|𝑤(𝑥)|) +  Φ(|∇𝑤(𝑥)|)] 𝑑𝑥Ω
) 

× [∫ (𝛼(|∇𝑤(𝑥)|) ∇𝑤(𝑥)∇𝑣(𝑥) +  𝛼(|𝑤(𝑥)|)𝑤(𝑥)𝑣(𝑥))𝑑𝑥] ,
Ω

 

 

 و

ℱ0
′(𝑤)(𝑣) = ∫ 𝑓0(𝑥, 𝑤(𝑥))𝑣(𝑥)𝑑𝑥,                 (0.2 )         

Ω

 

.برای هر 𝑤, 𝑣 ∈  𝑋  

 :2تعريف 

∋ 𝑤 تابع  𝑋 ( می1.1یک جواب ضعیف مسأله )   نامیم هرگاه برای هر 𝑣 ∈ 𝑋  داشته باشیم 

𝑀0(∫ [Φ(|𝑤(𝑥)|) +  Φ(|∇𝑤(𝑥)|)] 𝑑𝑥Ω
)

               ×  [∫ (𝛼(|∇𝑤(𝑥)|) ∇𝑤(𝑥)∇𝑣(𝑥) +  𝛼(|𝑤(𝑥)|)𝑤(𝑥)𝑣(𝑥))𝑑𝑥]
Ω

−      𝜆0 ∫ 𝑓0(𝑥, 𝑤(𝑥))𝑣(𝑥)𝑑𝑥 = 0,   .Ω

 

 ]  4.1، قضیه  ]24 [ [ :4گزاره 

=:Θ(𝜉) عملگر  𝛼(|𝜉|)𝜉   در شرررط (𝑆+)   به طوری که𝛼 ∶  (0,∞)  →  ℝ باشررد در مسررأله   یک تابع

{𝑤𝑛}کنرد. بره طوری کره برای هر دنبرالره      ( صررردق می1.1)  ⊂  𝑊
1𝐿𝛷(Ω)       بره طوری که𝑤𝑛  ⇀  𝑤 

 و  𝑊1𝐿𝛷(Ω))همگرای ضعیف (  در 

lim sup𝑛→∞∫𝛼(|∇𝑤𝑛(𝑥)|) ∇𝑤𝑛(𝑥)∇(𝑤𝑛 − 𝑤)(𝑥)𝑑𝑥
Ω

≤ 0 

𝑤𝑛در این صورت      →  𝑤   همگرای قوی ( در(𝑊1𝐿𝛷(Ω) باشد.می 

 نتايج اصلي    3

𝑓0فرض کنید  ∶  Ω̅  ×  ℝ → ℝ یک تابع پیوسته و صادق در شرط زیر باشد 

(𝑓∞)    𝜌 > 𝑘0و تابع مثبت  0   ∈  𝐿
∞(Ω) :موجوداند به طوری که 

|𝑓0(𝑥, 𝑧)|  ≤  𝜌|𝑧|𝑝0 – 1  +  𝑘0(𝑥) 
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∋ 𝑧برای هر   ℝ , 𝑥 ∈  Ω  

 های زیر نیاز داریم.برای اثبات نتیجه اصلی به لم

 :8لم 

 ای هستند.نیم پیوسته پایینی ضعیف دنباله ℱ0و  𝒩های تابعک

{𝑤𝑛}فرض کنید   ⊂  𝑋 ∶=  𝑊1𝐿𝛷(Ω)  دنباله همگرای ضعیف به𝑤 ∈  𝑋 لم ]22 [ [باشد. باتوجه به ، 
𝑤نگاشت   ] 3.0 ↦ ∫ [Φ(|𝑤|) + Φ(|∇𝑤|) ] 𝑑𝑥

Ω
 ای است به طوری که نیم پیوسته پایینی ضعیف دنباله 

∫[Φ(|𝑤|) + Φ(|∇𝑤|) ] 𝑑𝑥
Ω

≤ lim inf𝑛→∞∫[Φ(|𝑤𝑛|) + Φ(|∇𝑤𝑛|) ] 𝑑𝑥.        (1.3 )      
Ω

 

𝒩(𝑤)تابعک   ≔ 𝑀0̃(∫ [Φ(|𝑤|) + Φ(|∇𝑤|) ] 𝑑𝑥Ω
∋ 𝑤برای هر  (  𝑋 کنیم.را تعریف می 

 داریم 𝑀0̃(  و پیوسته و یکنوا بودن 1.3و رابطه ) 𝒩(𝑤)بنابراین با در نظر گرفتن تعریف تابعک 

lim inf𝑛→∞𝒩(𝑤𝑛) = lim inf𝑛→∞𝑀0̃(∫ [Φ(|𝑤𝑛|) + Φ(|∇𝑤𝑛|) ] 𝑑𝑥Ω
)                                     

≥ 𝑀0̃(lim inf𝑛→∞ ∫ [Φ(|𝑤𝑛|) + Φ(|∇𝑤𝑛|) ] 𝑑𝑥Ω
)

≥ 𝑀0̃(∫ [Φ(|𝑤|) + Φ(|∇𝑤|) ] 𝑑𝑥Ω
)                        

= 𝒩(𝑤),                                                                              

 

و  1، تذکر  ]21 [ [ ای اسررت از طرف دیگر، طبقنیم پیوسررته پایینی ضررعیف دنباله  𝒩به عبارت دیگر تابعک 

𝑋   و نشرررانرردهی فشررررده  (∞𝑓) شررررط    ]2قضررریرره ≔ 𝑊1𝐿Φ(Ω) ↪ 𝐶0(Ω̅)   گیریم  نتیجرره می

𝑤 → ∫ 𝐹0(𝑥, 𝑤(𝑥))𝑑𝑥Ω
 ای است.پیوسته پایینی ضعیف دنبالهنیم ℱ0و  𝒩مشتق فشرده دارد. از این رو   

 :4تذکر 

∞→|lim sup|𝑧  را با ∞𝑓جایگزین کنیم  توانیمما می
𝑓0(𝑥,𝑧)

|𝑧|𝑝0−1
= ∋ 𝑥به طور یکنواخت برای تقریباً هر  0  Ω  

)همانطور که در نتیجه بعدی ثابت خواهد شد(    (𝑃𝑆)اسمال  -، و در شررط پالایز  𝐶1 یک تابعک در   𝐽𝜆0بعلاوه 

 کند.صدق می

 :1لم 

𝐽𝜆0 تابعک  ∶=  𝒩 − 𝜆0ℱ0 اسمال   -شرط پالایز  اجباری است و در(𝑃𝑆)  برای هر پارامتر حقیقی 𝜆0  و

< 𝑟برای هر  [𝑟](𝑃𝑆)اسمال  –شرط برش بالایی  پالایز   صدق کند. 0 

𝜆0  برهان. فرض کنیم ثابت    ∈  ℝ و عدد مثبت𝛽 کنیم کهرا طوری انتخاب می 

0 < 𝛽 <
𝑚0

|𝜆0|
 

𝑘1و تابع  𝛿𝜆𝑜شود که ثابت مثبت منجر می 1تذکر   ∈  𝐿
∞(Ω) :به طوری که 

|𝑓0(𝑥, 𝑧)| ≤ 𝑘1(𝑥) + 
𝑝0𝛽

𝑐𝑝0
𝑝0 |𝑧|

𝑝0−1  ,

 
 

|𝑧     ، |𝑧برای هر   ≥ 𝛿𝑘   و هر𝑥 ∈ Ω و ، 

|𝐹0(𝑥, 𝑠)| ≤ max
|𝑧|≤𝛿𝜆0 ,𝑥∈Ω̅

|𝑓0(𝑥, 𝑧)||𝑠|+ ∥ 𝑘1 ∥∞ |𝑠| +
𝛽

𝑐𝑝0
𝑝0
|𝑠|𝑝0        (2.3 ) 
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,𝑥) ، برای هر 𝑠) ∈  Ω ×  ℝ و   (2.2)  و روابط    2،  لم   1، لم  ( 2.3)      لذا با درنظر گرفتن نامساوی

𝑀0(𝑧)( و با این حقیقت که   3.2)  ≥  𝑚0  > ≤ 𝑧برای هر   0  ∥و هر  0  𝑤 ∥ >  داریم : 1 

𝐽𝜆0(𝑤) = 𝒩(𝑤) − 𝜆0ℱ0(𝑤) ≥ 𝑚0 ∫ [Φ(|𝑤|) + Φ(|∇𝑤|)] 𝑑𝑥 − |𝜆0| ∫ |𝐹0(𝑥, 𝑤)|𝑑𝑥ΩΩ

≥ 𝑚0 ∥ 𝑤 ∥𝑝0− |𝜆0| ∫ ( max
|𝑧|≤𝛿𝜆0 ,𝑥∈Ω̅

|𝑓0(𝑥, 𝑧)|) |𝑤|𝑑𝑥

     
Ω

                           

−|𝜆0| ∥ 𝑘1 ∥∞ ∫ |𝑤|Ω
𝑑𝑥 −

|𝜆0|𝛽

𝑐𝑝0
𝑝0 ∫ |𝑤|

𝑝0
Ω

𝑑𝑥                                           

≥ 𝑚0 ∥ 𝑤 ∥𝑝0− 2 𝑐|𝜆0||Ω| ( max
|𝑧|≤𝛿𝜆0 ,𝑥∈Ω̅

|𝑓0(𝑥, 𝑧)|) ∥ 𝑤 ∥                  

−2𝑐|𝜆0||Ω| ∥ 𝑘1 ∥∞∥ 𝑤 ∥ −|𝜆0|𝛽 ∥ 𝑤 ∥𝑝0                                              

= (𝑚0 − |𝜆0|𝛽) ∥ 𝑤 ∥𝑝0− Γ1 ∥ 𝑤 ∥.                                                        

 

 . 𝛤1برای  مقدار ثابت مثبت مناسب  

𝛽آنجائیکه  بنابراین از <
𝑚0

|𝜆0|
𝑝0و    >  𝑁 > ∥یک تابعک اجباری است یعنی هرگاه       𝐽𝜆0لذا  1  𝑤 ∥→

𝐽𝜆0(𝑤 )آنگاه    ∞+ →  . است 𝑋از پایین کراندار روی    𝐽𝜆0همچنین   ∞+

𝛼حال اگر  ∈  ℝ کنیم کهرا ثابت در نظر بگیریم ما ثابت می𝐽𝜆0  در شرط(𝑃𝑆)𝛼 کند و برای این کار صدق می

{𝑤𝑛}کنیم فرض می  ⊂  𝑋  اسمال برای تابعک   -یک دنباله پالایز𝐽𝜆0  در سطح تراز𝛼  به طوری که 

𝐽𝜆0(𝑤𝑛) → 𝛼 
 و

∥ 𝐽𝜆0
′ (𝑤𝑛) ∥𝑋∗→ 0 

 ای به طور قوی همگرا است.دارای یک زیر دنباله  {𝑤𝑛}کنیم است. ثابت می 𝑋فضای دوگان  ∗𝑋که 

 1.3قضیه  ] 10 [ [انعکاسی است 𝑋کراندار است و چون فضای  𝑋در  {𝑤𝑛}، دنباله  𝐽𝜆0با توجه به اجباری بودن 

𝑤𝑛نامیم، بدست آوریم به طوری که می {𝑤𝑛}که مجدد آن را  {𝑤𝑛}توانیم یک زیردنباله ازپس می ] ⇀ 𝑤  به (

𝑤 به طور قوی به  𝑤𝑛کنیم که ثابت می 𝑋طور ضعیف( در  ∈ 𝑋 :همگرا است. داریم 
< 𝐽𝜆0

′ (𝑤𝑛), (𝑤𝑛 − 𝑤) > = 𝒩
′(𝑤𝑛)(𝑤𝑛 − 𝑤) − 𝜆0ℱ0

′(𝑤𝑛)(𝑤𝑛 − 𝑤)                                                   

= 𝑀0(∫ [Φ(|∇𝑤𝑛|) +  Φ(|𝑤𝑛|)] 𝑑𝑥Ω
)                   

                               × (∫ [𝛼(|∇𝑤𝑛|) ∇𝑤𝑛∇(𝑤𝑛 −𝑤) + 𝛼(|𝑤𝑛|)𝑤𝑛(𝑤𝑛 − 𝑤)] 𝑑𝑥Ω
)

−𝜆0 ∫ 𝑓0(𝑥, 𝑤𝑛)(𝑤𝑛 − 𝑤)𝑑𝑥.                               Ω

 

∥از آنجائیکه  𝐽𝜆0
′ (𝑤𝑛) ∥𝑋∗ → 𝑤𝑛}و دنباله  0  − 𝑤} در 𝑋  کراندار است و با توجه به ، 

|<  𝐽𝜆0
′ (𝑤𝑛),𝑤𝑛  −  𝑤 >| ≤ ∥ 𝐽𝜆0

′ (𝑤𝑛) ∥𝑋∗∥ 𝑤𝑛  −  𝑤 ∥𝑋 , 
 داریم:

< 𝐽𝜆0
′ (𝑤𝑛),𝑤𝑛  −  𝑤 >=  𝑜(1).                 (3.3 ) 

𝑙𝜏و یک تابع مثبت  𝜏یک ثابت حقیقی مثبت  4و تذکر (∞𝑓)علاوه بر این با توجه به شرط   ∈  𝐿
∞(Ω)  موجود

 هستند به طوری که
|𝑓0(𝑥, 𝑧)| ≤  𝜏|𝑧|

𝑝0−1  + 𝑙𝜏(𝑥) 
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,𝑥)برای هر  𝑧)  ∈  Ω × ℝ گیریم که:برقرار است با توجه به نامساوی هولدر در نظر می 
∫ |𝑓0(𝑥, 𝑤𝑛)||𝑤𝑛  −  𝑤|𝑑𝑥Ω

  ≤  𝜏 ∫ |𝑤𝑛|
𝑝0−1|𝑤𝑛  −  𝑤|𝑑𝑥Ω

  + ∫ 𝑙𝜏(𝑥)|𝑤𝑛  −  𝑤|𝑑𝑥Ω

                                                      ≤ 𝜏 ∫ |𝑤𝑛|
𝑝0−1|𝑤𝑛  −  𝑤|𝑑𝑥+ ∥ 𝑙𝜏 ∥∞ ∥ 𝑤𝑛 −𝑤 ∥∞ |Ω|

Ω

                                                                  ≤  𝜏 ∥ |𝑤𝑛|
𝑝0−1 ∥

𝐿𝑝0
′ ∥ 𝑤𝑛 −𝑤 ∥𝐿𝑝0+ |Ω| ∥ 𝑙𝜏 ∥∞∥ 𝑤𝑛 −𝑤 ∥∞.

 

 

↪ 𝑋که نشاندهی از آنجایی  𝐶0(Ω̅)  و 𝑋 ↪  𝐿𝑝0(Ω)   فشرده هستند از این رو𝑤𝑛  →  𝑤  به طور قوی

 پس 𝐶0(Ω̅)و  𝐿𝑝0(Ω)در

∫ |𝑓0(𝑥, 𝑤𝑛)||𝑤𝑛  −  𝑤|𝑑𝑥 →  0
Ω

 , (0.3 ) 
→ 𝑛  وقتی که  به طور مشابه داریم:  ∞ 

∫|α(wn)||wn||wn −w|dx ≤ (∫|α(|wn(x)|)|dx
Ω

) ∥ wn ∥∞∥ wn −w ∥∞
Ω

→ 0,                  (1.3 )   

nوقتی که  →  ( داریم1.3( ، )3. 3بنابراین از ) ∞

𝑜(1) = M0 (∫[Φ(|∇𝑤𝑛|) + Φ(|𝑤𝑛|)]𝑑𝑥
Ω

)∫[𝛼(|∇𝑤𝑛|)∇𝑤𝑛(∇𝑤𝑛 − ∇𝑤)] 𝑑𝑥
Ω

+ 𝑜(1), 

 لذا

lim sup𝑛→∞M0 (∫[Φ(|∇𝑤𝑛|) + Φ(|𝑤𝑛|)]𝑑𝑥
Ω

)∫[𝛼(|∇𝑤𝑛|)∇𝑤𝑛(∇𝑤𝑛 − ∇𝑤)]𝑑𝑥
Ω

≤ 0. 
𝑀0(𝑧)با توجه به شرط   ≥  𝑚0  > ≤ 𝑧 برای هر  0   داریم: 0 

lim sup𝑛→∞ (∫[𝛼(|∇𝑤𝑛|)∇𝑤𝑛(∇𝑤𝑛 − ∇𝑤)]𝑑𝑥
Ω

) ≤ 0 

=:Θ(𝜉)اینکه عملگر   بنابراین از  𝛼(|𝜉|)𝜉  در شرط (𝑆+) توان رسید که به این نتیجه میکند صدق می

𝑤𝑛  →  𝑤  به طور قوی در𝑋. 

 :2تذکر

یک {𝑤𝑛} توان نشان داد دنبالهمی  ] 1.3، لم  ]1 [ [ ، مشابه (𝛼3) کنیم به شرط نگاه می [𝑟](𝑃𝑆)برای شرط 

 کنیم.ما قضیه زیر را ثابت می  1دنباله  همگرا دارد. با به کارگیری لم زیر

 :3قضیه

 با شرط  𝑐، و  𝜃  ،𝜂های مثبت فرض کنید ثابت

2 𝑐 (
2 𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝜂))

𝑚0
)

1

𝑝0

< 𝜃 < 1 

 و
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∫ 𝐹0(𝑥,𝜂)𝑑𝑥Ω

𝑀0̂(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝜂))
> max

{
 
 

 
 𝜌𝑐𝑝0

𝑝0

𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+4 𝑐∥𝑘0∥∞𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √1
2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0𝑝0

𝑚0(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

,

𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

2 𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+𝜃∥𝑘0∥∞𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √
1

2

 𝑝0

𝑚0
2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

}
 
 

 
 

 

 

𝜆0 موجود باشند در این صورت برای هر   ∈  𝛬 ∶=]𝜆𝜂
∗  , 𝜆𝜃

∗ 𝜆𝜂که در آن ]
∗ ≔ 

𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝜂)) 

∫ 𝐹0(𝑥,𝜂)𝑑𝑥Ω

 و   

𝜆𝜃
∗

≔ min

{
 
 

 
 

𝑚0 (
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+ 4 𝑐 ∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √
1

2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0𝑝0
,

𝑚0

2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

2 𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+ 𝜃 ∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √
1

2
 

𝑝0

}
 
 

 
 

   

 ( حداقل دارای یک جواب ضعیف نابدیهی است.1.1مسأله )

,𝑓0(𝑥کنیم خصوصاً فرض می 𝑧) ≥ ,𝑥)برای هر    0 𝑧) ∈ Ω̅ ×  ℝ  .این جواب ضعیف مثبت است 

𝜆0برهان. ثابت   ∈  𝛬 کنیم ، ثابت می 0ابتدا با استفاده از لم   1گیریم هدف به کارگیری قضیه را در نظر می

𝒩 − 𝜆0ℱ0    در شرط(𝑃𝑆)[𝑟]  برای𝑟1 = 𝑟2و   0  ≔ 
𝑚0 

2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

کنیم که کند ما ادعا میصدق می 

 شرط زیر برقرار است:

𝜗(𝑟1, 𝑟2) <  
1

𝜆0
< 𝜌(𝑟1, 𝑟2) 

𝑣𝜂با این حقیقت که تابع   ∈  𝑋  برای هر𝑥 ∈  Ω     را به صورت𝑣𝜂(𝑥) ∶=  𝜂 کنیم و رابطه   تعریف می 

2 𝑐 (
2 𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝜂))

𝑚0
)

1

𝑝0

< 𝜃 

 برقرار باشد داریم:

𝒩(𝜗𝜂) = 𝒩(𝜂) = 𝑀0̃ (∫Φ(𝜂)
Ω

𝑑𝑥) = 𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝜂)) < 𝑟2 

∥اگر  𝑤 ∥ ≥ ∥( و نامساوی  2.1( ،)2.2(،)3.2،) (∞𝑓)آنگاه از روابط  1  𝑤 ∥< √1
2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0𝑝0

برای هر                            

𝑤 ∈  𝒩−1(]  −  ∞, 𝑟2[)  از آنجائیکه(𝒩(𝑤) ≥   𝑚0 ∥ 𝑤 ∥𝑝0  برای هر𝑤 ∈  𝑋 : خواهیم داشت ) 
sup
 𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]− ∞,𝑟2[ )

ℱ0(𝑤)

𝑟2
=

sup
 𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]− ∞,𝑟2[  )

∫ 𝐹0(𝑥,𝑤(𝑥))𝑑𝑥Ω

𝑟2
                                                

                                               ≤
sup
 
𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]− ∞,𝑟2[  )

[
𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

𝑝0
∥𝑤∥𝑝0+2 𝑐∥𝑘0∥∞𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)∥𝑤∥]

𝑟2

                    ≤

𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

2 𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+2 𝑐∥𝑘0∥∞𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)
√1
2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0𝑝0

𝑚0
2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

 ≤
1

𝜆𝜃
∗ <

1

𝜆0
.                                                          
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∥طور مشابه برای به  𝑤 ∥ < 𝜆𝜃شرایط بالا برقرار است از تعریف  1 
 شود :نتیجه می ∗

sup
 
𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]− ∞,𝑟2[ )

ℱ0(𝑤)

𝑟2
≤

𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

2 𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+ 𝜃 ∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √
1

2

𝑝0

𝑚0

2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

≤
1

𝜆𝜃
∗ <

1

𝜆0
 

 علاوه بر این

ℱ0(𝑣𝜂) =  ∫ℱ0
Ω

(𝑥, 𝑣𝜂(𝑥)) 𝑑𝑥 =  ∫𝐹0
Ω

(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥.                     (0.3 ) 

 بنابراین

ℱ0(𝑣𝜂)

𝒩(𝑣𝜂)
=

∫ 𝐹0Ω
(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥

𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝜂))
>
1

𝜆0
. 

 لذا
sup

                                         𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]− ∞,𝑟2[ )
ℱ0(𝑤)

𝑟2
<
ℱ0(𝑣𝜂)

𝒩(𝑣𝜂)
,           (7.3 ) 

 

= 0که در آن   𝑟1  <  𝒩(𝑣𝜂)  <  𝑟2 باشد. پسمی 

𝜗(𝑟1, 𝑟2) = 𝜗(0, 𝑟2) = inf
𝜈∈𝒩−1( ]0,𝑟2[ )

sup
 𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]0,𝑟2[ )

ℱ0(𝑤)−ℱ0(𝜈)

𝑟2−𝒩(𝜈)
                  

≤
sup
 
𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]0,𝑟2[ )

ℱ0(𝑤)−ℱ0(𝑣𝜂 )

𝑟2−𝒩(𝜈𝜂)

≤
sup
 
𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]− ∞,𝑟2[ )

ℱ0(𝑤)−ℱ0(𝑣𝜂 )

𝑟2−𝒩( 𝑣𝜂)

< 

𝑟2ℱ0(𝜈𝜂)

𝒩(𝜈𝜂)
−ℱ0(𝜈𝜂)

𝑟2−𝒩(𝜈𝜂)
=

ℱ0(𝑣𝜂)

𝒩(𝑣𝜂)
.

 

∋ 𝑤اما برای هر   𝒩−1( ]  −  ∞,  داریم  ( ]0

𝒩(𝑤) ≥  𝑚0max{∥ 𝑤 ∥𝑝0 , ∥ 𝑤 ∥𝑝
0
} 

 بنابراین

𝑚0max{∥ 𝑤 ∥𝑝0 , ∥ 𝑤 ∥𝑝
0
} ≤ 𝒩(𝑤) ≤ 0 

≡ 𝑤پس  sup  𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]− ∞,0[ )، لذا   0 
                       

ℱ0(𝑤) =  در نتیجه 0

𝜌(𝑟1, 𝑟2) =  𝜌(0, 𝑟) = sup
𝜈∈𝒩−1( ]0,𝑟2[ )

ℱ0(𝜈)−sup
 𝑤∈𝒩−1( ]−∞,0[ )

ℱ0(𝑤)

𝒩(𝜈)

≥
ℱ0(𝑣𝜂)

𝒩(𝑣𝜂)
> 𝜗(𝑟1, 𝑟2).

 

 در این صورت :

]
𝒩(𝜈𝜂)

ℱ0(𝜈𝜂)
,

𝑟2
sup
 
𝑤∈𝒩−1( ]−∞,𝑟2[ )ℱ0(𝑤)

[⊆ ]
1

𝜌(𝑟1, 𝑟2)
,

1

𝜗(𝑟1, 𝑟2)
[ 
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𝐽𝜆0، تابعک  1مطابق با قضیه   =  𝒩 − 𝜆0ℱ0  حداقل یک نقطه بحرانی𝑤1  ∈  𝑋    0دارد که <

 𝒩(𝑤1)  <  𝑟2  یعنی 

∥ 𝑤1 ∥<  √
1

2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0𝑝0

 

𝜆0ین صورت برای هر در ا  ∈  𝛬   و𝑤 ∈  𝒩−1( ]0, 𝑟2[ ) : داریم𝐽𝜆0(𝑤1) ≤ 𝐽𝜆0(𝑤)  . 

باشند پس مسأله ( می1.1های ضعیف مسأله )دقیقاً جواب 𝑋در  𝐽𝜆0شویم که نقاط بحرانی تابعک یادآور می

,𝑥)( حداقل یک جواب ضعیف دارد. فرض کنید برای هر 1.1) 𝑧)  ∈  Ω̅  ×  ℝ  قرار دهیم𝑓0(𝑥, 𝑧)  ≥  0 

𝜇)برای حالت  ] 2.3قضیه ] 17 [[پس بر اساس = ( مثبت است. اکنون 1.1( جواب بدست آمده برای مسأله )0

 دهیم.کند، قرار میصدق می 3در شرایط قضیه  0fبا فرض این که تابع  3در زیر مثالی برای کاربرد قضیه 

  :4 مثال

 یک تابع با ضابطه  0fفرض کنید 

𝑓0(𝑥, 𝑧) = 𝑒|𝑥|[|𝑧|𝜁−1 + |𝑧|𝑝0−1] 
,𝑥)برای هر  𝑧) ∈ Ω̅ × ℝ  1که <  𝜁 <  𝑝0 –  باشد. 1 

𝜌 ≡ 𝑘0 ≡ 2(max
𝑥∈Ω̅

𝑒|𝑥|) 

 گیریمدر نظر می (∞𝑓)در شرط 

 با شرط c ، و 𝜃  ،𝜂های مثبت فرض کنید ثابت

2 𝑐 (
2𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝜂))

𝑚0
)

1

𝑝0

< 𝜃 < 1 

 و

(
1

𝜁
𝜂𝜁 +

1

𝑞
𝜂𝑞) (min

𝑥∈Ω̅
𝑒|𝑥|) >

𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)Φ(𝜂))

𝜆𝜃
∗  

 بنابراین، از آنجائیکه موجود باشند

∫ 𝐹0(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥 ≥ (
1

𝜁
𝜂𝜁 +

1

𝑞
𝜂𝑞) (min

𝑥∈Ω̅
𝑒|𝑥|)

Ω

 

 برقرار است از این رو برای هر  3های قضیه باشد در این صورت همه شرطمی

𝜆0 ∈]
𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)Φ(𝜂))

(
1

𝜁
𝜂𝜁 +

1

𝑞
𝜂𝑞) (min

𝑥∈Ω̅
𝑒|𝑥|)

, 𝜆𝜃
∗ [, 

 برای مسأله 3پس با به کارگیری قضیه 

{
𝜒(𝑤) = 𝜆0𝑒

|𝑥|(|𝑤|𝜁−1 + |𝑤|𝑝0−1)       𝑖𝑛 Ω

        𝑤 = 0                                                    𝑜𝑛 𝜕Ω 
 

 که در آن

𝜒(𝑤) ∶=  𝑀0 (∫ [Φ(|∇𝑤|) + Φ(|𝑤|)] 𝑑𝑥
Ω

) (−𝑑𝑖𝑣 (𝛼(|∇𝑤|∇𝑤) + 𝛼(|𝑤|𝑤). 

 



 120        1060 فروردین و اردیبهشت ،مپنجاه و سوهم، شماره دیازسال های نوین در ریاضی/ / پژوهشمهناز خسروی رشتی و همکاران
 

 

 

 :3تذکر 

 برای حالتی که 3های قضیه شویم فرضیادآور می

𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑧→0+∫𝐹0(𝑥, 𝑧)
Ω

𝑑𝑥 = +∞                                (0.3)       

کنیم. فرض استفاده کرده و به صورت زیر بیان می  3های قضیه ( به جای فرض0.3باشد، به عبارت دیگر از فرض )

 ، با شرط 𝜃  ،𝜂  ،𝑐های مثبت کنید ثابت

 

2 𝑐 (
2𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)Φ(𝜂))

𝑚0
)

1

𝑝0

< 𝜃 < 1 

 موجوداند به طوری که :

∫ 𝐹0(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥 > 𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)Φ(𝜂))max {
 
 

𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

 𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+4 𝑐∥𝑘0∥∞𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)
√1
2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

 

 𝑝0 

𝑚0(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

,
Ω

 

𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

2 𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+𝜃∥𝑘0∥∞𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √
1

2

𝑝0

𝑚0
2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

}  

 

 :1تذکر

فرض کنید  شود استفاده کنیم.توانیم از فرضی که در زیر بیان میمی  3در اثبات قضیه  (∞𝑓)به جای فرض 

 ، کهc و   𝜃 ، 𝜂های مثبت  ثابت

2 𝑐 (
2𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)Φ(𝜂))

𝑚0
)

1

𝑝0

< 𝜃 < 1 

 و

∫ 𝐹0(𝑥, 𝜂)𝑑𝑥Ω

𝑀0̃(𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)Φ(𝜂))
>
∫ 𝑠𝑢𝑝  |𝑧|≤𝜃   

𝐹0(𝑥, 𝑧) 𝑑𝑥Ω

𝑚0

2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

 

 

 کنیمتعریف می  3 موجود باشند و در این صورت در قضیه
sup
 𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]− ∞,𝑟2[ )

ℱ0(𝑤)

𝑟2
≤

sup
 𝑤 ∈ 𝒩 

−1(  ]− ∞,𝑟2[ )
∫ 𝐹0(𝑥,𝑤(𝑥))Ω 𝑑𝑥

𝑟2

≤
∫ sup

 
|𝑧|≤𝜃  𝐹0(𝑥,𝑧)𝑑𝑥Ω

𝑟2

 

 کنیمتعریف می

𝜆𝜃
∗ ≔

𝑚0

2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

∫ 𝑠𝑢𝑝  
 |𝑧|≤𝜃 

𝐹0(𝑥, 𝑧)𝑑𝑥Ω

 

 برای این شرایط برقرار است. 3قضیه 
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 کنیم می را بیان 3اکنون در زیر یک نتیجه از  قضیه 

 :1قضیه 

𝑓0فرض کنید  ∶  Ω̅  ×  ℝ → ℝ  یک تابع پیوسته نامنفی با شرط(𝑓∞)  : به طوری که 

lim
𝑧→0+

(inf
𝑥∈Ω̅

𝑓0(𝑥, 𝑧)) = +∞                                          (3.3) 

𝜆0 در این صورت ثابت مثبت  
𝜆0وجود دارد به طوری که برای هر  ∗ ∈]0, 𝜆0

∗ ( حداقل یک جواب 1.1مسأله  ) ]

 ضعیف مثبت دارد. 

نتیجه خواسته شده حاصل  3و قضیه  3( است. بنابراین با به کارگیری تذکر0.3( نتیجه فرض )3.3برهان . شرط )

 گردد.می

 داریم :را بیان می  1حالت خاص از قضیه  4 با توجه به تذکر 

 :4نتیجه 

𝑓0فرض کنید  ∶  Ω ̅ ×  ℝ →  ℝ یک تابع پیوسته نامنفی باشد به طوری که 

lim 𝑠𝑢𝑝|𝑧|→+∞
𝑓0(𝑥, 𝑧)

|𝑧|𝑝0−1
= 0                                     (16.3) 

𝑥به طور یکنواخت برای تقریباً هر  ∈ Ω .برقرار باشد 

𝜆0( نیز برقرار باشد در این صورت ثابت مثبت 3.3همچنین رابطه )
𝜆0وجود دارد به طوری که برای هر  ∗ ∈]0, 𝜆0

∗ [  

 حداقل یک جواب ضعیف مثبت دارد.  (1.1مسأله )

نتیجه خواسته شده، حاصل   1آید و بنابراین با به کارگیری قضیه به دست می (∞𝑓)( شرط 16. 3برهان. از رابطه )

𝑝0)که یک تابع پیوسته با شرط زیر خطی  𝑓0را با تابع  (∞𝑓)گردد. علاوه بر این شرط می  − در بی نهایت  (1

 ( است.16.3کنیم به عبارت دیگر همان فرض )است جایگزین می

های هفرضیی( را نشان دهیم. برای این منظور ایم که وجود دومین نقطه بحرانی متمایز)مینیمم موضعاکنون، ما آماده

 را بررسی خواهیم کرد. 1قضیه 

 : 8قضیه 

𝜆0به طوری که برای هر  وجود دارند ∗𝛬و  rت وجود دارند اعدد مثب 0با توجه به مفروضات قضیه   ∈  Λ∗  مسأله

که  𝐽𝜆0و 𝒩های تابعک باشد.می 𝑤1که متمایز از اولین جواب ضعیف  𝑤2 ( دارای حداقل یک جواب ضعیف 1.1)

 کنندبخشهای قبلی معرفی شدند در شرایط زیر صدق می در
𝐽𝜆0(𝑤2) ≤  𝐽𝜆0(𝑤) 

 و

𝑟 <  𝒩(𝑤2) <  2𝑟 
 برای هر

𝑤 ∈  𝒩−1(  ]𝑟, 2𝑟[ ) 
 موجود هستند به طوری که  θو  ∗δ، دو ثابت مثبت  3برهان . با در نظر گرفتن تذکر  

∫𝐹0(𝑥, 𝛿
∗)𝑑𝑥 > 𝑀𝜃 +𝑚𝜃

Ω

                                              (11.3) 

 و

𝑟 < 𝒩(𝜈𝛿∗) <  2𝑟 
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 با

𝑟 =
𝑚0

2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

 

 که در آن

𝑀𝜃 ≔
𝜌𝑐𝑝0

𝑝0

 𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+ 2 𝑐 ∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

 
𝑝0

 

 و

𝑚𝜃 ≔
𝜌𝑐𝑝0

𝑝0

 2 𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+ 2 𝑐 ∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √
1

2
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

 
𝑝0

 

∋ 𝑤های بخش قبلی برای هر مشابه بحث  𝒩−1( ] −  ∞, 2 𝑟[ )  2و جایگزینی 𝑟  به جای𝑟2 داریم 

sup
 
𝑤 ∈ 𝑁−1( ]− ∞,2 𝑟[ )ℱ0(𝑤)

2 𝑟

≤

𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

 𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+ 2 𝑐 ∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

 
𝑝0

2 𝑟
         (12.3) 

 

 آوریم( ما بدست می12.3( و )11. 3(،)7.3(،)0.3(،)1.2( ،)0.2و از )

𝜗(𝑟1, 𝑟2) = 𝜗(𝑟, 2 𝑟) = inf
𝜈∈𝒩−1( ]𝑟,2 𝑟[ )

sup
 𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]𝑟,2 𝑟[ )

ℱ0(𝑤)−ℱ0(𝜈)

2 𝑟−𝒩(𝜈)
                                              

≤
sup
 
𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]𝑟,2 𝑟[ ) ℱ0(𝑤)−ℱ0(𝜈𝛿∗)

2 𝑟−𝒩(𝜈𝛿∗)
                             

    ≤
sup
 
𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]𝑟,2 𝑟[ ) ℱ0(𝑤)

2 𝑟 
                                                     

  ≤  

𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

 𝑝0
(
𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

+2 𝑐∥𝑘0∥∞𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)
√(

𝜃

2 𝑐
)
𝑝0

 

𝑝0

2 𝑟

     ≤
∫ 𝐹0(𝑥,𝛿∗)𝑑𝑥−𝑚𝜃Ω

2 𝑟
                                                     

   ≤
ℱ0(𝑣𝛿∗)−sup

 
𝑤 ∈ 𝒩−1(  ]− ∞,𝑟[ ) ℱ0(𝑤)

𝒩(𝜈𝛿∗)−𝑟
                       

≤ 𝜌(𝑟, 2 𝑟) = 𝜌(𝑟1, 𝑟2),                                           

 

 

> 𝑟با شرط   𝒩(𝑣𝛿∗) <  2 𝑟  و برای هر 
1

𝜌(𝑟1, 𝑟2)
< 𝜆0 <

1

𝜗(𝑟1, 𝑟2)
 

 ای نامساوی دوم از این حقیقت استفاده کردیم که اگربر
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𝜁1
𝜁2
≤ 𝛾 ≤

𝜁3
𝜁4

 

 در این صورت
𝜁1 − 𝜁3
𝜁2 − 𝜁4

≤ 𝛾    

∗𝜆برای هر  1باشد. با توجه به قضیه می  <  𝜆0  < 𝜆̅𝑟  و هر𝑤 ∈  𝒩−1( ]𝑟, 2 𝑟[ )  تابعک𝐽𝜆0   حداقل

 دارد که 𝑤2یک نقطه بحرانی 

𝑟 <  𝒩(𝑤2) <  2 𝑟 
 و

𝐽𝜆0(𝑤2) ≤  𝐽𝜆0(𝑤) 
 از آنجائیکه  باشد.می

𝒩(𝑤1) <  𝑟 <  𝒩(𝑤2) 

𝑤1در این صورت   ≠ 𝑤2 ( یک نقطه بحرانی از تابعک 1.1است. از اینکه هر جواب ضعیف نابدیهی از مسأله )

𝐽𝜆0 .است بنابراین، اثبات کامل است 

 های ضعیف ديگر وجود جواب -1

های بدست آمده در بخش ( که متفاوت از جواب1.1در این بخش وجود حداقل دو جواب ضعیف برای مسأله )

𝛾𝑖قبلی است را بیان خواهیم کرد. حال برای هر   > = 𝑖) با   0   دهیم ( قرار می 1,2 

Kγi ≔
ρcp0

p0

2 p0
(
γi
2 c
)
p0

+ 2 c ∥ k0 ∥∞ meas(Ω) √
1

2
(
γi
2 c
)
p0

 
p0

 

= iبرای هر    1,2 

 کنیم        قضیه زیر را اثبات می  2قضیه اکنون با بکار گیری 

 :1قضیه 

 با شرط δو  γ1  ،γ2های مثبت فرض کنید ثابت

γ1 <  2 c (
2M0̃(meas(Ω)Φ(δ))

m0
)

1

p0

< γ2 < 1,          (1.0)       

 موجوداند به طوری که

∫ F0(x, δ)dx ≥ Kγ1   , |∫ sup
 
|z|≤γ1 F0(x, z)dx

Ω

| = 0
Ω

 

 و

(F1)     
∫ F0(x, δ)dxΩ

M0̃(meas(Ω)Φ(δ))
> max{

Kγ1
m0

2
(
γ1

2 c
)
p0
,

Kγ2
m0

2
(
γ2

2 c
)
p0
} 

 در این صورت برای هر
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λ0 ∈ Λ∗ ≔

(

  
 M0̃(meas(Ω)Φ(δ))

∫ F0(x, δ)dxΩ

,
1

max {
Kγ1

m0
2
(
γ1
2 c
)
p0
,

Kγ2

m0
2
(
γ2
2 c
)
p0
}
)

  
  

maxکرره  w2,λ0و    w1,λ0(  دارای حررداقررل دو جواب ضرررعیف  1.1مسررررألرره )
x∈Ω

|w1,λ0(x) | < γ1  و

max
x∈Ω

|w2,λ0(x) | < γ2 باشد.می 

 دهیم قرارمی برهان .

f0̅(x, s) = {

f0(x, −γ2),          s < −γ2,

f0(x, s), −γ2 ≤ s ≤ γ2,

f0(x, γ2),                  s > γ2,

 

,x)برای هر  s) ∈ Ω̅ × ℝ   واضح است ،f0̅ : Ω̅ × ℝ → ℝ     یک تابع پیوسته که در شرط(f∞)   صدق

 دهیمکند. همچنین قرار میمی

F̅0(x, ξ) = ∫ f0̅(x, s)ds
ξ

0

 
,x)برای هر  ξ) ∈ Ω̅ × ℝ  فرض کنید ،𝒩  وℱ0 باشند اما  2های تعریف شده در بخش  تابعک−F̅0(x, z)   به

,F0(x جای  z)های برای تابعک 2هدف ما به کارگیری قضیه  گذاریممی𝒩  وℱ0 0باشد. مطابق با لم  می ،

پذیر گاتو است. پس کافی است به طور پیوسته مشتق 𝒩 اجباری هستند علاوه بر این تابعک𝒩  ℱ0 وهایتابعک

کنند. فرض کنید دو ثابت صدق می 2در قضیه   (iii)و   (ii)،  (i)های در شرط ℱ0و 𝒩 هایکنیم تابعک ثابت

 𝑟1 =
𝑚0

2
(
𝛾1

2 𝑐
)
𝑝0

 ، 𝑟2 =
𝑚0

2
(
𝛾2

2 𝑐
)
𝑝0

𝑣𝛿(𝑥)و تابع    =  𝛿  برای هر𝑥 ∈  Ω گیریم. بنا به در نظر می

 ( با انجام محاسباتی ساده داریم1.0نامساوی )

𝑟1  <  𝒩(𝑣𝛿) <  𝑟2 ، inf
 
𝑋𝒩  <  𝑟1  <  𝑟2 

 و

ℱ0(𝜈𝛿) = −∫ 𝐹̅0(𝑥, 𝜈𝛿(𝑥))𝑑𝑥 = −∫ 𝐹0(𝑥, 𝛿)𝑑𝑥.          (2.0)      
Ω

     
Ω

 

 کنیم معرفی می  𝐹0رابطه زیر را برای تابع

𝐹0(𝑥, 𝜉) ≤
𝜌

𝑝0
|𝜉|𝑝0+∥ 𝑘0 ∥∞ |𝜉|                            (3.0) 

,𝑥)برای هر  𝜉) ∈ Ω̅ × ℝ  فرض کنید ،𝑟 > ( و به طور مشابه اثبات از 3.0با در نظر گرفتن رابطه ) 0 

 های قبلی داریم:قسمت

ℱ0(𝑤) = −∫ 𝐹̅0(𝑥, 𝑤(𝑥))𝑑𝑥 ≥ − [
𝜌𝑐𝑝0

𝑝0

𝑝0
∥ 𝑤 ∥𝑝0+ 2 𝑐 ∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) ∥ 𝑤 ∥] ,

Ω

 

∋ 𝑤برای هر   𝑋  با𝒩(𝑤)  <  𝑟  و 
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ℱ0(𝑤) ≥ − [
𝜌𝑐𝑝0

𝑝0

𝑚0𝑝0
𝑟 + 2 𝑐 ∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √

𝑟

𝑚0

𝑝0

] 

∋ 𝑤 برای هر  𝑋   با𝒩(𝑤)  <  𝑟چون که( 

𝑚0 ∥ 𝑤 ∥𝑝0  ≤  𝒩(𝑤) 
∥برای هر  𝑤 ∥ ≥  ( بنابراین 1 

inf
𝒩(𝑤)< 𝑟

ℱ0(𝑤) ≥ −[
𝜌𝑐𝑝0

𝑝0

𝑚0𝑝0
𝑟 + 2 𝑐

∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √
𝑟

𝑚0

𝑝0

]                                            (0.0)      

 

∋ 𝑤 به طوری که برای هر  𝒩−1( ] −  ∞, 𝑟1[ ) از (𝐹1) ( ،2.0( ،)0.0و فرض )𝛾1  <  𝛿 ، 

ℱ0(𝑤) ≥ − [
𝜌𝑐𝑝0

𝑝0

𝑚0𝑝0
𝑟1 + 2 𝑐 ∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √

𝑟

𝑚0

𝑝0
]                                                 

= − [
𝜌𝑐𝑝0

𝑝0

2𝑝0
(
𝛾1

2 𝑐
)
𝑝0

+ 2 𝑐 ∥ 𝑘0 ∥∞ 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √
1

2
 (
𝛾1

2 𝑐
)
𝑝0𝑝0

] ≔ −𝐾𝛾1

≥ −∫ 𝐹0(𝑥, 𝛿)𝑑𝑥 = ℱ0(𝜈𝛿).Ω
                                                                 

 

 

𝜑2و  𝜙1(𝑟)از تعریف 
∗(𝑟1, 𝑟2) کهگیریم نتیجه می 

𝜑1(𝑟1) = inf
𝑤∈𝒩−1( ]−∞,𝑟1[ )

ℱ0(𝑤)−inf 𝒩−1( ]−∞,𝑟1[ )
𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ℱ0

𝑟1−𝒩(𝑤)
≤

− inf
 𝒩

−1( ]−∞,𝑟1[ )
ℱ0

𝑟1
                    

≤

[
𝜌𝑐𝑝0
𝑝0

2𝑝0
(
𝛾1
2 𝑐
)
𝑝0

+2 𝑐∥𝑘0∥∞𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) √1
2
 (
𝛾1
2 𝑐
)
𝑝0

𝑝0

] 

𝑟1
=

𝐾𝛾1

𝑚0
2
(
𝛾1
2 𝑐
)
𝑝0

 

.

𝜑1(𝑟2) ≤
𝐾𝛾2

𝑚0
2
(
𝛾2
2 𝑐
)
𝑝0

 

.

 

𝒩(0)از آنجایی که  =  ℱ0(0) = 0 ، 

,𝒩−1( ] − ∞, r [ )w̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝒩−1( ] − ∞, r[ ) , ℱ0(w) − ℱ0(νδ) ≥ 0 
 

𝑤  برای هر  ∈ 𝒩−1( ] − ∞, r1[ )  و ∫ sup
|z|≤γ1

F0(x, z)dx = 0  Ω
 ، بنابراین
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𝜑2
∗(𝑟1, 𝑟2) = inf

𝑤∈𝒩−1( ]−∞,r1[ )  
sup

𝜈∈𝒩−1( ]r1,r2[ )

ℱ0(𝑤)−ℱ0(𝜈)

𝒩(𝜈)−𝒩(𝑤)
                                                                       

       
                                                        

≥ inf
𝑤∈𝒩−1( ]−∞,r1[ )  

ℱ0(𝑤)−ℱ0(𝜈𝛿)

𝒩(𝜈𝛿)−𝒩(𝑤)
                                                                           

≥
inf

𝑤∈𝒩−1( ]−∞,r1[ )  
(ℱ0(𝑤)−ℱ0(𝜈𝛿))

𝒩(𝜈𝛿)−𝒩(0)
=

−ℱ0(𝜈𝛿)−sup𝑤∈𝒩−1( ]−∞,r1[ )
−ℱ0(𝑤)

𝒩(𝜈𝛿)

=
−ℱ0(𝜈𝛿)−sup

 
𝑤∈𝒩−1( ]−∞,r1[ )

(∫ 𝐹0(𝑥,𝑤(𝑥))𝑑𝑥Ω
)

𝒩(𝜈𝛿)
                                                      

≥
−ℱ0(𝜈𝛿)−|sup

 
|𝑧|≤𝛾1 ∫ 𝐹0(𝑥,𝑧)Ω |

𝒩(𝜈𝛿)
                                                                                        

=
−ℱ0(𝜈𝛿)−|∫ sup

 
|𝑧|≤𝛾1Ω 𝐹0(𝑥,𝑧)𝑑𝑥|

𝒩(𝜈𝛿)
                                                                                 

=
−ℱ0(𝜈𝛿)

𝒩(𝜈𝛿)
=

∫ 𝐹0(𝑥,𝛿)𝑑𝑥Ω

𝑀̃0(𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)Φ(𝛿))
.                                                                                    

 

𝜆0برای هر    2آیند. با بکارگیری قضیه بدست می  2از قضیه  )iii (و  )ii(، شرایط   )1F(از این رو از   ∈  𝛬∗  ،

 مسأله زیر

{
𝑀0 (∫[Φ(|∇𝑤|) + Φ(|𝑤|)]𝑑𝑥

Ω

) (−𝑑𝑖𝑣 (𝛼(|∇𝑤|)∇𝑤) + 𝛼(|𝑤|)𝑤) = 𝜆0𝑓0̅(𝑥, 𝑤)       𝑖𝑛 Ω

 𝑤 = 0                                                                                                                                           𝑜𝑛 𝜕Ω

 

maxکه در آن 𝑤2,𝜆0  و 𝑤1,𝜆0  حداقل دو جواب ضعیف 
𝑥∈Ω

|𝑤1,𝜆0(𝑥)| < 𝛾1      وmax
𝑥∈Ω

|𝑤2,𝜆0(𝑥)| < 𝛾2  

 کنیم( هستند به طوری که نتیجه زیر را دنبال می1.1های مسأله )ها دقیقا جواباباین جو

 کنیماشاره می  0حال به حالت خاصی از قضیه 

 :7قضیه

:f0فرض کنید   Ω̅  × ℝ →  ℝ  یک تابع پیوسته که در شرط(f∞)  و 

lim
𝜉→0+

(sup
𝑥∈Ω̅

𝑓0(𝑥, 𝜉) ) = lim
𝜉→+∞

(sup
𝑥∈Ω̅

𝑓0(𝑥, 𝜉) ) = 0,                 (1.0) 

λ0صدق کند در این صورت برای هر   >  λ̃0 که 

𝜆̃0 ≔ inf {
𝑀̃0(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝛿))

∫ 𝐹0(𝑥, 𝛿)𝑑𝑥Ω

, 𝛿 > 0,∫𝐹0(𝑥, 𝛿)𝑑𝑥 > 0
Ω

} , 

 دارد.  𝑋( حداقل دو جواب ضعیف در 1.1مسأله )

λ0 برهان . فرض کنید   >  λ̃0  باشد پس وجود دارد𝛿 >  به طوری که 0 

𝜆0 >
𝑀̃0(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝛿))

∫ 𝐹0(𝑥, 𝛿)𝑑𝑥Ω

 

𝛾1 ( وجود دارد 1.0از)  >  ، به طوری که 0 

𝛾1 < 2 𝑐 (
2 𝑀̃0(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝛿))

𝑚0
)

1

𝑝0
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 مثبت به طوری که   𝛾2و وجود دارد  

1 > 𝛾2 > 2 𝑐 (
2 𝑀̃0(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝛿))

𝑚0
)

1

𝑝0

 

 و

max{
𝐾𝛾1

𝑚0

2
(
𝛾1

2 𝑐
)
𝑝0
,

𝐾𝛾2
𝑚0

2
(
𝛾2

2 𝑐
)
𝑝0
 } <

1

𝜆0
. 

 و 0از قضیه  (𝐹1)پس با در نظر گرفتن شرط 

𝜆0 ∈ Λ∗ ≔

(

  
 𝑀̃0(𝑚𝑒𝑎𝑠 (Ω)Φ(𝛿))

∫ 𝐹0(𝑥, 𝛿)𝑑𝑥Ω

,
1

max {
𝐾𝛾1

𝑚0
2
(
𝛾1
2 𝑐
)
𝑝0
,

𝐾𝛾2

𝑚0
2
(
𝛾2
2 𝑐
)
𝑝0
 }
)

  
 

 

maxدارد که  𝑤2,𝜆0و  𝑤1,𝜆0( حداقل دو جواب ضعیف 1.1مسأله ) 0با به کارگیری قضیه 
𝑥∈Ω

|𝑤1,𝜆0(𝑥)| < 𝛾1 

max و 
𝑥∈Ω

|𝑤2,𝜆0(𝑥)| < 𝛾2 .بنابراین اثبات کامل است 

 : 2مثال

𝑀0(𝑧)  های متشابه است در حالتدست آمده در حالت این مثال کاربردی از نتایج به =  𝑎𝑧 +  𝑏 𝑧 ∈

 [ 𝛼, 𝛽]    0،     برای <  𝛼 <  𝛽  که در آن a ،b، α  وβ  اعداد مثبت هستند. در حقیقت در حالت خاص

 داریم :

M̃0(z) =  ∫ (aξ + b)dξ =
a

2
z2 + bz =  

(b+az)2

2 a
− 

b2

2 a

z

0
      

 
 

 
zبرای هر   ∈ [α, β]  ،m0 = b + aα  وm1 = b +  α β   هایی که در اینجا بیان شده است ها و مثالقضیه

𝑀0  خاص  در حالت  ≡ < 𝑝کنند. فرض کنید صدق می  1   𝑁 +  و تابع 1 

𝜑(𝑧) ≔ {

|𝑧|𝑝−2𝑧

log(1 + |𝑧|)
;           𝑧 ≠ 0,

0;                              𝑧 = 0

 

𝑝0که  = 𝑝 − 1 < 𝑝0 = 𝑝 = lim inf𝑧→∞
log(Φ(𝑧))

log(𝑧)
 برای مسأله،  

{
−𝑑𝑖𝑣 ( 

|∇ 𝑤|𝑝−2

log(1 + |∇𝑤|) 
∇𝑤) +

|𝑤|𝑝−2

log(1 + |𝑤|)
𝑤 = 𝜆0𝑓0(𝑥, 𝑤)   𝑖𝑛  Ω

𝑤 = 0                                                                                                      𝑜𝑛 𝜕Ω

 

pو برای   > N  کنیم  تابع تعریف می𝜑(𝑧) ≔ log(1 + |𝑧|𝛾)|𝑧|𝑝−2𝑧;     ،𝑧 ∈ ℝ   ،𝛾 > که    1

𝑝0 = 𝑝, 𝑝
0 = 𝑝 + 𝛾,   و برای مسأله 

{
−𝑑𝑖𝑣 (log(1 + |∇𝑤|𝛾)|∇𝑤|𝑝−2 ∇𝑤) + log(1 + |𝑤|𝛾)|𝑤|𝑝−2 = 𝜆0𝑓0(𝑥, 𝑤)    𝑖𝑛 Ω
𝑤 = 0                                                                                                                             𝑜𝑛 𝜕Ω
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 دهیم.های زیر توضیح میمثالرا با ارائه   7و   0ضایای ها را بررسی کرد. اکنون قجوابتوان وجود جواب یا می

 :3مثال 

 فرض کنید

𝑀0  ≡  1 , Ω =  {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈  ℝ
3|𝑥2  +  𝑦2  + 𝑧2  ≤  1}   ⊆ ℝ3 

 به عبارت دیگر 4مثل مثال  𝑓0 با  انتخاب تابع 

𝑓0(𝑥, 𝑧) = 𝑒|𝑥|[|𝑧|𝜁−1 + |𝑧|𝑝0−1] 
> 1که در آن   𝜁 <  𝑝0  − < 𝑝کنیم که وفرض می 1   کنیم:، تابع زیر را تعریف می 4 

𝜑(𝑧) = {

0;                             𝑧 = 0,
|𝑧|𝑝−2𝑧

log(1 + |𝑧|)
;        𝑧 ≠ 0,

 

 که

𝑝0 = 𝑝 − 1 < 𝑝
0 = 𝑝 = lim inf𝑧→∞

log(Φ(𝑧))

log(𝑧)
 

,𝛾1 فرض کنید وجود دارد 𝛾2   و 𝛿 با 

𝛾1 < 2 𝑐 (
8 𝜋 Φ(𝛿)

3
)

1

𝑝

< 𝛾2 < 1 

supو 
|𝑧|≤𝛾1

[
𝑧𝜁

𝜁
+
𝑧𝑝0

𝑝0
] =  به طوری که: 0

[
𝛿𝜁

𝜁
+
𝛿𝑝0

𝑝0
] > max

{
 
 

 
 

𝐾𝛾1
4 𝜋(𝑒 − 1)

,

2Φ(𝛿)max {
𝐾𝛾1

(
𝛾1
2 𝑐
)
𝑝 ,

𝐾𝛾2

(
𝛾2
2 𝑐
)
𝑝}

3(𝑒 − 1)

}
 
 

 
 

, 

 که

𝐾𝛾𝑖 ≔
𝑐𝑝−1
𝑝−1

𝑝 − 1
𝑒 (

𝛾𝑖
2 𝑐
)
𝑝

+
8 𝑐

3
𝑒 √

1

2
 (
𝛾𝑖
2 𝑐
)
𝑝𝑝−1

 

= 𝑖برای  𝑚0درحقیقت از آنجایی که  1,2  =  و  1

𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω) = 𝑚𝑒𝑎𝑠(𝐵(𝑥0, 1)) =
4

3
𝜋 

𝑥0با   داریم  ,(0,0,0) =

2𝑀̃0(𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)Φ(𝛿))

𝑚0
= 2 𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)Φ(𝛿) =

8

3
𝜋Φ(𝛿) 

 و
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∫ 𝐹0(𝑥, 𝛿)𝑑𝑥 = [
𝛿𝜁

𝜁
+
𝛿𝑝0

𝑝0
] ∫ 𝑒√𝑥

2+𝑦2+𝑧2𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧
𝑥2+𝑦2+𝑧2≤1Ω

= [
𝛿𝜁

𝜁
+
𝛿𝑝0

𝑝0
] ∫ ∫ ∫ 𝑒𝜌 sin(𝜑) 𝑑𝜌 𝑑𝜑 𝑑𝜃

1

0

𝜋

0

2𝜋

0

= 4𝜋(𝑒 − 1) [
𝛿𝜁

𝜁
+
𝛿𝑝0

𝑝0
]

 

 از این رو برای هر کند.صدق می 0در قضیه   (𝐹1)بنابراین فرض 

𝜆0 ∈

(

 
 Φ(𝛿)

3(𝑒 − 1) [
𝛿𝜁

𝜁
,
𝛿𝑝0

𝑝0
]
,

1

2max {
𝐾𝛾1

(
𝛾1
2 𝑐
)
𝑝 ,

𝐾𝛾2

(
𝛾2
2 𝑐
)
𝑝}
)

 
 

 

 مسأله زیر

{
−𝑑𝑖𝑣 ( 

|∇ 𝑤|𝑝−2

log(1 + |∇𝑤|) 
∇𝑤) +

|𝑤|𝑝−2

log(1 + |𝑤|)
𝑤 = 𝜆0𝑓0(𝑥, 𝑤)   𝑖𝑛  Ω

𝑤 = 0                                                                                                           𝑜𝑛 𝜕Ω

       (0.0) 

maxبه طوری که  λ2w,0و    𝑤1,𝜆0دارای حداقل دو جواب ضعیف 
𝑥∈Ω

|𝑤1,𝜆0(𝑥)| < 𝛾1        و

max
𝑥∈Ω

|𝑤2,𝜆0(𝑥)| < 𝛾2 باشد.می 

 :1مثال 

 گیریم با انتخاب( را درنظر می0.0مسأله  ) 7به عنوان مثالی از کاربرد قضیه 

𝑓0(𝑥, 𝜉) =
𝑒|𝑥||𝜉|3

(1 + |𝜉|)(1 + |𝜉|3)
 

= 𝑝و ثابت  ,𝑥)برای هر  6  𝜉) ∈ Ω̅ × ℝ  به وضوح 

lim
𝜉→0+

(sup
𝑥∈Ω̅

𝑓0(𝑥, 𝜉)) = lim
𝜉→+∞

(sup
𝑥∈Ω̅

𝑓0(𝑥, 𝜉)) =0 

= 𝜌و با انتخاب  (∞𝑓)باشد بنابراین با در نظر گرفتن شرط می  𝑒, 𝑞 = 𝑘0و   3  ≡ 𝜖     برای هر𝜖 > 0 

 کند. با محاسباتی سادهصدق می 7های قضیه تمام فرض

𝑀̃0(𝑚𝑒𝑎𝑠(Ω)Φ(𝛿)) =
4

3
𝜋Φ(𝛿)، 𝐹0(𝑥, 𝛿) = 𝑒

|𝑥|∫
𝑠3

(1 + 𝑠)(1 + 𝑠3)
𝑑𝑠 = 𝑀𝛿𝑒

|𝑥|
𝛿

0

 

∫و 𝐹0(𝑥, 𝛿)𝑑𝑥 = 4𝜋(𝑒 − 1)𝑀𝛿Ω
𝜆0بنابراین برای هر آیند بدست می   >

Φ(𝛿)

3(𝑒−1)𝑀𝛿
 که در آن  

𝑀𝛿 ≔ ln(1 + 𝛿) +
−𝛿

3(1 + 𝛿)
+
1

6
ln(𝛿2 − 𝛿 + 1)

−
√3

3
tan−1 (

2√3

3
(𝛿 − 1)) −

√3

3
tan−1 (

2√3

3
) , 

 مسأله زیر

{
−𝑑𝑖𝑣 (

|∇𝑤|4

log(1 + |∇𝑤|)
∇𝑤) +

|𝑤|4

log(1 + |𝑤|)
𝑤 =  𝜆0

𝑒|𝑥||𝑤|3

(1 + |𝑤|)(1 + |𝑤|3)
       𝑖𝑛 Ω,

𝑤 = 0                                                                                                                               𝑜𝑛 𝜕Ω,

 

 است. 𝑋دارای حداقل دو جواب ضعیف مثبت در 
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 :8تذکر

 ]3 [ [  و نیز در 3ست آمده در قضیههای بد( متفاوت از جواب1.1برای مسأله ) 7های بدست آمده در قضیه جواب

،  ]1 [ [و    ]  1.0، قضیه  ]3 [ [   در 𝑓0در حقیقت تابع . باشدمی  ]  1.1، قضیه  ]1 [ [ و    ]  1.0، قضیه 

 در  ]  1.1قضیه 

lim
𝜉→0+

(sup
𝑥∈Ω̅

𝑓0(𝑥, 𝜉)) = +∞ 

 داریم:   0و به ویژه در مثال  7کند در صورتی که در قضیه صدق می

lim
𝜉→0+

(sup
𝑥∈Ω̅

𝑓0(𝑥, 𝜉)) = lim
𝜉→0+

𝑒  |𝜉|3

(1 + |𝜉|)(1 + |𝜉|3)
= 0. 

 

 پیشنهادات گیری ونتیجه-1

( که از نوع کیرشهف با شرط مرزی دیریکله 1.1در این مقاله وجود حداقل یک و دو جواب ضعیف را برای مسأله )   

های وشبونانو و ر قضایای نقطه بحرانی روش بکار رفته بر اساس باشد را نشان دادیم.سوبولف می -در فضای ارلیس

 باشد.تغییراتی می
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